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Apresentaciao

O presente livro corresponde as atas do Encontro de Investigacio em Educacdo
Matemitica de 2021, EIEM2021, que decorreu online devido a pandemia da COVID-19,
nos dias 20 e 21 de novembro de 2021, sobre o tema Capacidades Matematicas
Transversais. O evento é organizado pela Sociedade Portuguesa de Investigacdo em
Educagcdo Matematica (SPIEM), contando com a organizagdo local da Escola Superior
de Educacao de Santarém, Portugal.

No encontro participaram conferencistas internacionais convidados, Joanne Mulligan, da
Macquarie University, Austrdlia, e Viktor Freiman, da University of Moncton, Canad4,
investigadores convidados de Portugal e Espanha que intervieram num painel plendrio, e
investigadores representantes das associa¢des parceiras de Espanha (Sociedad Espaiola
de Investigaciéon en Educacion Matemdtica) e do Brasil (Sociedade Brasileira de
Educagdo Matemética). O encontro teve também dois grupos de discussdo que integraram
dez comunicacdes orais e seis posters em que participaram investigadores em educacao
matematica de Portugal, Brasil, Espanha e Angola.

Presentation

This book corresponds to the proceedings of the Conference on Research in Mathematics
Education 2021, EIEM2021, which took plane online due to the COVID-19 pandemic,
on November 20 and 21, 2021, with the theme Transversal Mathematical Processes. The
event is organized by the Portuguese Society of Research in Mathematics Education
(SPIEM), with the local organization of the Escola Superior de Educacdo de Santarém,
Portugal.

International lecturers Joanne Mulligan, from Macquarie University, Australia, and
Viktor Freiman, from the University of Moncton, Canada, researchers from Portugal and
Spain who spoke in a plenary panel, and researchers representing partner associations
from Spain (Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Mathematics) and Brazil
(Brazilian Society of Mathematics Education) were invited for the meeting. Also, the
meeting had two discussion groups that included ten oral communications and six posters
in which researchers in mathematics education from Portugal, Brazil, Spain and Angola
participated.
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A TEMATICA DO EIEM2021
CAPACIDADES MATEMATICAS TRANSVERSAIS

THE THEME OF EIEM2021
TRANSVERSAL MATHEMATICAL PROCESSES

Neusa Branco
Escola Superior de Educagdo de Santarém, Instituto Politécnico de Santarém, Portugal

neusa.branco @ese.ipsantarem.pt

Susana Colago

Escola Superior de Educacdo de Santarém, Instituto Politécnico de Santarém, Portugal

susana.colaco @ese.ipsantarem.pt

Lurdes Serrazina

Escola Superior de Educacdo de Lisboa, Instituto Politécnico de Lisboa, Portugal
UIDEF do Instituto de Educagdo, Universidade de Lisboa, Portugal

lurdess @eselx.ipl.pt

This paper introduces the theme of the Conference on Research in Mathematics
Education, EIEM2021, Transversal Mathematical Processes, and presents the main
elements of the structure of the meeting.

Este texto faz uma breve introducao a temética do Encontro de Investigacao em Educacgdo
Matematica, EIEM2021, as Capacidades Matematicas Transversais, e apresenta o0s
principais elementos da estrutura do encontro.

Em 2021, o EIEM, Encontro de Investigacdo em Educacdo Matematica, realizou-se
online, devido ao contexto de pandemia da COVID-19, nos dias 20 e 21 de novembro de
2021. O EIEM 2021 teve como proposito principal refletir sobre trabalhos de
investigacdo, concluidos ou em curso, relativos a multiplos aspetos associados as
capacidades matematicas transversais, a que os novos documentos curriculares para o
ensino da matemdtica no ensino bdsico em Portugal diao particular importancia
(Canavarro et al., 2021), a saber: resolucdo de problemas, raciocinio matematico,
comunicacdo matematica, conexdes matematicas, representacdes matematicas, e
pensamento computacional. Estas capacidades mateméticas sao contempladas em todos
os anos de escolaridade, apresentando objetivos de aprendizagem enquanto tema de
aprendizagem e de modo articulado com todos os temas mateméticos. Consideram ainda
que as capacidades matematicas transversais contribuem para a aquisi¢do e mobilizacao
de conhecimentos no ambito dos temas mateméticos e contribuem para dar sentido a
matematica.
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O foco em cinco processos matemdticos no curriculo de Matemadtica estd ja presente em
2000, nos Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM, 2000): resolucdo de
problemas, raciocinio e prova, comunicagdo, conexdes e representacdo, tendo subjacente
que todos os alunos devem aprender os conceitos e processos matemdticos com
compreensdo. Considerando este principio, bem como objetivos para a aprendizagem da
Matemitica no século XXI, as novas aprendizagens essenciais de matemética (Canavarro
et al.,, 2021) acrescentam o pensamento computacional a estas cinco capacidades
matemadticas, apontando um conjunto de préticas que intervém na atividade matematica.

No sentido que aponta o NCTM (2000), Hunsader et al. (2013) destacam como exemplos
de processos matemdticos essenciais, o raciocinio, a comunicacdo matemadtica, as
conexodes com contextos do mundo real e conexdes entre conceitos matematicos € 0 uso
de diferentes formas de representacdo e relacdo entre si. As autoras destacam a
importancia dos alunos desenvolverem uma compreensao de conceitos e de processos de
modo a darem significado aos conceitos matematicos. Para tal é necessdrio envolvé-los
na atividade matemadtica. No que diz respeito a avaliac@o, no seu estudo identificam que
os testes integram conexdes matematicas, mas ndo ddo grande expressdo a outras
capacidades matematicas. Apontam, por isso, para a importancia do professor utilizar
outros instrumentos que possibilitem a avaliagdo do desempenho dos alunos nas diversas
capacidades, realcando a necessidade de coeréncia entre as orientagdes curriculares e a
avaliacdo para valorizar esses processos no ensino e na aprendizagem da matematica.

As capacidades matemadticas tém um papel essencial na aprendizagem da matematica e
estdo fortemente relacionadas entre si (Alhunaini et al., 2021), podendo cada capacidade
matematica influenciar outras, contribuindo para o seu desenvolvimento e melhoria das
aprendizagens dos alunos. Além disso, os resultados do estudo de Alhunaini et al. (2021)
evidenciam que as crengas dos professores relativamente as capacidades matemdticas
influenciam as suas praticas de ensino no que respeita a essas capacidades.

O EIEM 2021 contou com dez comunicacgdes orais € seis posters que foram integrados
em dois grupos de discussdo, um centrado no ensino e na aprendizagem — grupo de
discussdo 1 (GD1) — e outro com foco na formacgao de professores — grupo de discussao
2 (GD2). Assim, o GDI1 teve como subtema Capacidades matemdticas transversais e
ensino e aprendizagem. O GDI1 foi moderado por Catarina Delgado da Escola Superior
de Educacgao do Instituto Politécnico de Setibal, e Anténio Domingos da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologias da Universidade Nova de Lisboa, que no texto introdutério de
que sdo autores, incluido nestas atas, enquadram a temadtica e o trabalho realizado no
grupo. Por sua vez, o GD2 centrou-se no subtema Capacidades matemdticas transversais
e formagdo de professores. O GD2 foi moderado por Nélia Amado da Universidade do
Algarve, e Luis Menezes da Escola Superior de Educagao do Instituto Politécnico de
Viseu, que no texto introdutério ao trabalho do grupo, incluido também nestas atas,
discutem a temadtica e apresentam o trabalho desenvolvido no grupo.

O Encontro integrou trés momentos plendrios, sendo dois na modalidade de conferéncia
e um na modalidade de painel, para além dos dois grupos de discussdo. As conferéncias
plendrias foram proferidas por dois conferencistas internacionais convidados, Joanne
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Mulligan, da Macquarie University, Austrdlia, e Viktor Freiman da University of
Moncton, Canad4. Por sua vez, no painel plendrio participaram trés investigadores
convidados, tendo-se cada um focado numa capacidade matematica.

O primeiro dia iniciou-se com a conferéncia plendria de Joanne Mulligan, intitulada
Towards holistic thinking in mathematics learning: Developing connected mathematical
competencies across the mathematics curriculum. Tendo como foco o ensino e a
aprendizagem da Matematica para todos os alunos, o seu artigo discute o curriculo € a
avaliacdo em matemadtica evidenciando o papel de processos transversais. Apresenta
evidéncias da aprendizagem de conceitos e do desenvolvimento de capacidades e de
processos para a promog¢do de um pensamento matemaético interligado. Destaca, no final,
a importancia da proposta curricular de matematica tornar explicita a articulacio entre os
conceitos e as capacidades matematicas, a fim de “encourage teachers and students to
become deep mathematical thinkers who can solve real mathematical problems in an
increasingly complex world”.

O painel plendrio, moderado por Hélia Jacinto do Instituto de Educa¢do da Universidade
de Lisboa, centrou-se na tematica Capacidades matemadticas transversais: do estado da
arte a novas perspetivas de investigacdo. O painel visou a identificacdo de tematicas
emergentes trazidas pela investigacdo produzida em torno de trés capacidades
matematicas (resolugdo de problemas, raciocinio matematico e comunicacao matematica)
e de temdticas de investigacdo promissoras para o desenvolvimento do conhecimento
cientifico nestas dreas e com contributos para a aprendizagem matemdtica dos alunos. A
intervencdo de Josefa Perdomo Diaz da Universidade de La Laguna, Espanha, centrou-
se na capacidade de resolucdao de problemas de matemadtica, Jodo Pedro da Ponte do
Instituto de Educagdo da Universidade de Lisboa, na sua intervengdo apresentou um
contributo em torno do desenvolvimento do raciocinio matemético e Helena Martinho do
Instituto de Educacdo da Universidade do Minho, apresentou contributos para a discussao
sobre a comunica¢ao matematica.

O segundo dia do Encontro iniciou-se com a conferéncia plendaria proferida por Viktor
Freiman, sob o titulo Computational thinking and its role in mathematics teaching and
learning: history, research, and practical implications. No seu artigo desenvolve
conexdes entre 0 pensamento computacional e a matemadtica. Iniciando com uma
abordagem histérica da origem do pensamento computacional, discute os objetivos
educacionais da introducdo da programagdo com computadores nas escolas e apresenta
exemplos de tarefas, conceitos e processos matematicos relacionados com o pensamento
computacional, bem como exemplos da introdu¢do do pensamento computacional nas
praticas de ensino-aprendizagem. Viktor Freiman termina o artigo apontando vdrias
questdes em aberto que podem ser objeto de mais investigacao, tais como: “Regarding
linking mathematics to CT: what is it about? (computer science, problem solving,
concepts & processes, tools, etc.)”.

Os resultados da investigacdo ja realizada e a discutida no EIEM 2021 evidenciam
fortemente a relevancia das capacidades matemdticas na aprendizagem dos alunos e no
desenvolvimento das suas competéncias para interpretar o mundo que os rodeia e
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responder perante os problemas e desafios que agora e no futuro lhes sejam colocados,
como se reflete nas recentes orientagdes curriculares em Portugal.
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TOWARDS HOLISTIC THINKING IN MATHEMATICS LEARNING

Joanne Mulligan
Macquarie University Sydney, Australia

Joanne.mullican @mgqg.edu.au

Abstract: Mathematics teaching and learning for all students can reach beyond basic
numeracy to one that cultivates relational thinking and inspires enquiry and problem
solving. This paper provides an overview of research that has informed review and
change in mathematics curriculum and assessment: from a focus on disconnected isolated
mathematics topics and skills to one that focuses on salient transversal processes. Often
promoted as a process approach, curriculum change at international level has ‘intended’
to achieve both conceptual knowledge and applied process skills. One such approach in
Australian schools has developed a research-based framework for promoting
mathematics learning through common core processes centred on ‘patterns and
structures’ across all strands of the mathematics curriculum. The Australian Curriculum:
Mathematics describes Proficiencies of understanding, fluency, problem solving and
reasoning that highlight the importance of connected mathematical thinking. Problem
solving tasks involving students in modelling, representing, visualising, and generalising
will exemplify a connected approach to mathematics teaching and learning.

Keywords: Competencies; Elementary; Longitudinal studies; Mathematics curriculum;
structural development.

Mathematics curriculum models of problem solving

The aim of this paper is to illustrate the important role of mathematical competencies
(transversal process) in developing an holistic approach to mathematics teaching and
learning. Internationally curriculum models espouse the critical importance or centrality
of a problem- solving approach including reasoning and representational processes but
articulating and exemplifying competencies in the development and application of
concepts remains a challenge.

The Australian Curriculum: Mathematics is based on central Proficiency Strands of
understanding, fluency, problem-solving and reasoning. The influence of a problem-
solving approach by Sullivan and colleagues and the NCTM curriculum model promised
arevised and more coherent mathematics curriculum for Australia. Thus the Proficiencies
describe how content is explored or developed; that is, the thinking and doing of
mathematics. The strands provide a meaningful basis for the development of concepts in
the learning of mathematics and have been incorporated into the content descriptions of
the three content strands”. The content strands are consistent with most mathematics
curricula: Number and algebra, Geometry and Measurement and Statistics and
Probability. But how are content (concept) strands are connected to each other, and
articulated by, the Proficiency Strands is assumed but not well articulated for teachers
who may not see the connections between concepts and proficiencies.
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This raises a critical question: How are the Proficiency strands interrelated and what does
a connected mathematics curriculum look like?

The Australian Curriculum: Mathematics version for the NSW mathematics syllabus
(NESA, 2021) Working Mathematically, often akin to problem solving is central to the
syllabus. This is well intended but the concept areas (strands) are represented as
individual disconnected topics. Note that Statistics and Probability is not well developed.
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The Australian Curriculum: Mathematics develops a separate model for what is
considered more general “Numeracy”. The key ideas of Numeracy are organised into six
interrelated elements in the learning continuum, as shown below. In this model some of
the Proficiencies are represented as sections within concept areas. How the model is
articulated and implemented in practice in alignment with the Proficiencies remains
challenging for systematic review and evaluation of teaching and learning.

10
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The history of mathematics curriculum in the USA can be traced to early impetus for a
problem-solving approach to promote deep mathematics thinking. The seminal work of
Kilpatrick and colleagues fuelled the development of a curriculum model that intertwined
conceptual understanding, fluency, strategic competence, adaptive reasoning and

productive disposition. This model reflected an interrelated view of mathematics
learning.

NCTM Mathematics Curriculum (USA) model (Kilpatrick, 2009)

The model is still reflected to some extent in the most recent curriculum directions

(NCTM, 2021). The challenge remains of how teachers actually integrate concepts and
processes in their practice.

11
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Aligned with the core standards of the NCTM, the mathematics curriculum in Portugal
promotes the development of core competencies that share similarities with other
curricula as follows:

*  Problem solving

*  Mathematical reasoning

*  Mathematical communication
*  Mathematical connections

*  Mathematical representations
¢ Computational thinking

The emphasis on ‘transversal’ processes promotes a ‘process’ approach to ensuring deep
mathematical thinking, reflecting models espoused by the NCTM in US and to some
extent the Singaporean model of problem-solving. The influence of the Realistic
Mathematics Education approach of the Netherlands is reflected in the efforts to integrate
problem solving in authentic contexts (Ponte & Brocardo, 2020). Professional support is
encouraged through a range of programs to highlight the potential capabilities of students
and advantages of a curriculum centred on ‘transversals’ (Ponte, 2012). However, the
model presents mathematical concepts and competencies as a diagram of concentric
circles, separate segments or sectors of concepts and ‘transversals’ although the intent is
to develop problem-solving salient to the curriculum. Like similar curriculum models
how teachers interpret the curriculum model can be evaluated through monitoring of
professional practice as a problem-solving approach.

A comparison with the curriculum model for Singapore provides a more connected
perspective on the role of problem solving, competency and proficiency.

The Mathematics Curriculum Singapore (Ministry of Education, 2020) emphasizes
students’ mathematical processes with problem solving as central to the model. It
employs a hierarchical and spiral approach to concepts with an emphasis on developing
an awareness of big ideas central to mathematics.

Belief, Appreciation,
Confidence, Motivation,
Interest and Perseverance

Awareness, Monitoring and
Regulation of thought processes

Competencies in
abstracting and
reasoning, representing
and communicating,
applying and modelling

Proficiency in carrying out
operations and algorithms,
visualising space,
handling dara and using
mathematical toals

Understanding of the properties
und relationships, operations
and algorithms, of concepts

Model of Mathematics Curriculum - Singapore
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The model provided here shows that the curriculum promotes:

. The use of logic and mathematical evidence to verify results rather than
relying on the teacher as authority

. Emphasizes mathematical reasoning rather than memorizing procedures

. Focuses on conjecture, inventing, and problem solving instead of
mechanical answer finding

. Makes connections among the ideas and applications of mathematics,
rather than seeing them in isolated concepts and procedures

In many countries and educational systems the Singapore Mathematics curriculum is
regarded as exemplary especially given the findings of TIMSS and PISA report a
consistently high standard of mathematics achievement reflecting a problem- solving
basis to teaching and learning.

One way of finding a common ground between mathematics curriculum reform at
international level is to establish consensus about what the central feature of the
curriculum is? What’s the common underlying basis of the mathematical
competencies/proficiencies/processes?

One such approach in Australian schools has developed a research-based framework for
promoting mathematics learning through common core processes centred on ‘patterns
and structures’ across all strands of the mathematics curriculum.

The Patterns and Structure approach: Integrating Research Perspectives

In the early development of our research on pattern and structure our research group at
Macquarie University focused on the notion of structural relationships and multiplicative
structures in particular. Some of the key studies are referenced here to illustrate our
attention to the developing theme of pattern and structure in early mathematics and
algebra.

. Multiplicative thinking and structural relations of word problems
(Carpenter et al., 1981; English, 2004; Steffe, 1998; Mulligan &
Vergnaud, 2006)

. Mathematical thinking and abstraction/generalisation (Mason et al.,
2009; Gray & Tall, 2000)

. Children’s representations reflect structural features (Thomas, Mulligan
& Goldin, 2002)

. Analogical reasoning (English, 2004)

. Spatial structuring and measurement (Battista et al., 1998; Outhred &
Mitchelmore, 2000)

. Early algebra (Blanton & Kaput, 2005; Carraher, Schliemann, Brizuela,
& Earnest, 2006; Warren & Cooper, 2008)

. Preschoolers’ ability to pattern and generalise (Luken et al., 2015; Papic,
Mulligan & Mitchelmore, 2011; van Nes, 2009)

13
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Our research led to the postulation that there was a common underlying feature of
mathematical thinking that impacted on children’s ability to abstract concepts, and
represent and reason mathematically. Hence the notion of Awareness of Mathematical
Pattern and Structure (AMPS) was coined. We described this as two interdependent
components (Mason et al., 2009; Mulligan & Mitchelmore, 2009):

1. Cognitive — knowledge of structure and relationships

2. Meta-cognitive — a tendency to seek and analyse patterns

Early underlying awareness of pattern and structure

To illustrate the emergence of AMPS at a very young age this particular task revealed the
wide differences between children’s acquisition of AMPS (Mulligan & Mitchelmore,
2016).

“Imagine 11 dots as a pattern. Draw them and explain what you see”.
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“I'see 11 all over as I count.” “I'see 11 as a square of 3s and 2 more.”

The child’s drawing on the left-hand side shows a random allocation of 11 dots that does
not have any organisation structure or form of grouping. The drawing on the right-hand
side shows a well- structured grouping of 3 x 3 square and two more dots in alignment.
The student sees a square array of 3 x 3 and two more. The differences between the two
examples are wide: the child with low AMPS does show an ability to count and represent
number but there is no evidence of structural grouping or pattern. The question of whether
AMPS is relevant to all areas of mathematical concept development is raised and can be
investigated in tasks that elicit this type of evidence. Note that the AMPS is created by
the child in their responses.

In the next section a summary of what are defined as mathematical structures in the
context of early mathematical development from our research program is provided. This
summary is devised to assist professionals in aligning the structures to concept areas of
the mathematics curriculum. The intent is to draw together key structures so that
connections can be made between concepts. It is by no means an exhaustive list of
mathematical structures.

What are mathematical structures?

. Numerical structure: e.g. base ten system, equal groups, multiplicative
structure, ratio and proportion

. Spatial structure: e.g. row and column array; similarity ‘same shape
different size’ and congruence’ same shape same size’

14
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. Transformations: rotation, symmetry, reflection, translation
. Units of measure: relative size and structure of units
. Structural features that lead to abstraction and generalisation e.g. a+b =

b+a; equivalence
. Structural features of mathematical representations e.g. graphs

The representational development of structural features is described as an increasingly
complex progression of representational structures.

Levels of structural development (see Mulligan & Mitchelmore, 2009; Mulligan et al.,
2020):

. Prestructural: representations lack evidence of relevant numerical or
spatial structure

. Emergent: representations show some relevant elements, but their
numerical or spatial structure is not represented

. Partial structural: representations show most relevant aspects but
representation is incomplete

. Structural: representations correctly integrate numerical and spatial
structural features

. Advanced: children show they recognise the generality of the underlying
structure

An example of the increasing levels of structural development in spatial colinearity, area
and multiplicative reasoning is shown in this example.

“Someone has started to draw some small squares to cover this shape. Can you finish
drawing the squares?”
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Pre-structural Emergent Partial Structural

In another example below the student creates her own patterns and connections,
equivalence and symmetry to visualise number facts.
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She is considered to be operating at the structural level.

“I can see a pattern. Numbers go up but they have pairs. You join them like a rainbow.
5 is in the middle so it is 5 up or down. You can add them forwards or backwards. It’s
the same either way” (Kindergarten student, aged 5 years, 4 months)

In a more structured task the teacher sets out a pattern to engage the student in a task
where the student see the structure of equivalence and is required to interpret the patterns
horizontally and vertically and generalise the structure to produce a new pattern.

1+2=2+1
1+3=3+1
1+4=4+1
1+5=5+1
1+6=_+1

“What is the same/different? How many different patterns can you find? Make another
pattern with the same structure.”

These examples provide only a ‘taste’ of young children’s emerging ability to identify
and abstract patterns and structural relationships in mathematics. The illustrations of
Australian projects in the later part of the paper exemplify how competencies (transversal
processes) can be embedded in tasks focused on pattern and structure, data modelling and
authentic mathematical problems.

In the following section, some authentic problem-solving tasks for students in grades K
to 10 are presented in order to illustrate how the key competencies are inextricably linked
in the problem-solving process. Spatial reasoning features in each of the problems.
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Problem 1: How much bigger is Australia’s land area compared with Portugal’s
land area? (Grades 5-10)

What mathematical problems and competencies emerge?

Can you generalize from this problem solution?

AUSTralia ana CUrope Areasize companso &7
Q

The problem-solving process:

Visualise (spatial reasoning) Structure the area: Portugal as a unit of
measure

Estimate

Communicate/discuss

Observe map. Remove it.
Communicate/reason/explain

Reformulate estimates

Use computational thinking

Observe map. Leave it exposed.

Reason about correct answer (84 times bigger)

Raise new questions about mathematical relationships (e.g. population
density 25:10 million compared with area?)
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Problem 2: Spatial, quantitative and statistical reasoning in problem solving:
“Sandhill Race” (Grades 3-8)

Five children were comparing times as they raced up a sandhill for three turns.

Tl‘g- I“r""zﬂd Turg

Annika [8.32 |66
Jane [9.01 |7.1h |g.1g
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20923 9.8 102
Problem-solving questions:
. Who was the fastest runner overall?
. Why do you think Tristan was the slowest runner?

. Describe a situation that fits the data. Explain/justify.

. Record the three best times and turns in order.

. Who improved their time on each turn?

. On the third turn by how much did Jane beat Ben?

. About how much slower was Tristan than Ben on each turn?

. What was the mean (average) time? (Is this relevant)?

Problem 3: “Make a photo frame” (Grades 1-8)

Make a small square photo frame with a border of square tiles
The side length of each small square tile measures 2 cm.

The length of one side inside the frame (photo length) is 8 cm.

Visualise. Draw a sketch or a plan. Estimate.
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Use a large square and place the small square tiles to form a border perhaps using trial
and error.

How many tiles do you think you will need? Explain.

“If you made the square larger or the tiles larger how many different-sized frames could
you design?”’ (10-15 year-olds)

Would you apply the same strategy if the frame was rectangular?

How would you crop or scale the photos to fit?

Student’s picture frame with coloured square tiles around the border.

Students’ problem-solving strategies
“How did you work out the number of tiles needed?”
S1: “I counted them one by one all the way around but I forgot where to stop”
S2: “Four corners and four tiles on each side (4 + 4 x 4=20)”
S3: “Six on one side so its 4 x 6=24” (inappropriate use of computation)
S4: “You don’t count the corners twice so it’s a pattern 5+5+5+5=20"

S5: You go 4 sides x 6 take away the corners (4s—4). It doesn’t matter how big
the square frame is you always take away 4 from the total number of tiles
if you multiply the sides (emergent generalising)

Can the student draw a representation of the frame from memory?

“I remembered it like this. I knew it was a square and a border” (6 year-old Grade 1)

What are the structural features? Does the student identify and apply a pattern? Equal-
sized units? Co-linearity?
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In the above section a variety of authentic problem-based investigations have been
illustrated to demonstrate the possibilities of connecting a range of concepts and
competencies in an integrated and dynamic way. One of the difficulties often expressed
by professionals is how to devise these kinds of tasks and how do students grapple with
a mix of concepts and competencies simultaneously.

The development of resources for professionals that illustrate a problem-solving approach
across the mathematics curriculum are critical to the realization of a connected approach
to mathematics learning. Two such resources have successfully impacted the
implementation of the mathematical Proficiencies in the Australian Curriculum-
Mathematics. The problem- based ‘reSolve: Mathematics by Inquiry’ is a national
program to promote more relevant, rigorous and engaging mathematics from Foundation
to Year 10. Another online resource for professionals, Top Drawer Teacher, developed
to support implementation of the Australian Curriculum-Mathematics promotes the
Proficiencies and conceptual development with professional learning support, organized
by specific concept strands such as patterning, number sense and statistics and
probability.

In the following section an overview of five Australian research programs illustrate the
integration of problem-solving competencies and how a structural approach to
mathematical thinking provides a more holistic view of mathematics learning.

1. The Mathematical ‘Pattern and Structure’ Research Program

This program comprises a suite of studies with 4 to 8 year-olds over the past 15 years.
The sequence of studies is built upon early work on multiplicative reasoning and problem
structures and the relation to other mathematical structures. Initially the focus was on
developing an interview (Pattern and Structure Assessment [PASA]) for young students
that provided an assessment of children’s Awareness of Mathematical Pattern and
Structure (AMPS). The following studies emanated from this initial basis (Mulligan &
Mitchelmore, 2009)

1. Development and longitudinal evaluation of PASA interview (n=112)

2. Whole school assessment and intervention using structural approach
(n=726)

3. Case studies/ intervention ‘special needs’ children (n=12; n=18)

4.  Large longitudinal evaluation NSW and Queensland: combined Rasch
scale (n=319)

5. 3-year longitudinal study of 24 gifted 5-7 year olds: statistical reasoning
and pattern and structure (n=21)

6.  Validation study of PASA and PAT Maths ACER 2011-2105 (n=818)

7. PASA and Pattern and Structure Mathematics Awareness Program
(PASMAP) implemented at state, national and international level.

Reconceptualising Early Mathematics Learning (Mulligan, English, & Mitchelmore,
2013; Mulligan, Oslington & English, 2020)
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A longitudinal experimental evaluation of a Pattern and Structure Mathematics
Awareness Program was conducted in 2009-2010 with 316 Kindergarten children, 17
classrooms and 24 teachers. A classroom intervention was implemented over the entire
first year of schooling with pre, post and delayed posttest in Grade 1. There were highly
significant differences on the PASA interview between intervention students and the
‘regular’ group (p < 0.002) Most importantly, there were higher levels of structural
development found for the intervention students. The study validated the interview
assessment (PASA) producing a Rasch scale (Mulligan, Mitchelmore & Stephanou,
2015).

Pattern and Structure Mathematics Awareness Program Pedagogical Approach

The teaching approach developed from the suite of studies on pattern and structure
involved the following core processes which underpinned problem-solving tasks and
investigations (Mulligan & Mitchelmore, 2016; 2018). The PASMAP pedagogical
approach connects mathematical concepts and relationships by emphasizing the
representation and abstraction of core structural elements and interconnecting these.

Visual memory is central to the process where students construct, represent and visualise
mathematical patterns and structures from memory. The initial processes of modelling,
representing (including symbolizing) are common to traditional mathematical teaching.
The processes are described as follows:

Modelling: Children copy, model or describe a pattern linked to a specified mathematical
task, usually under teacher direction. The teacher ensures that children understand the
essential features of the pattern or structural features that are the focus of the learning
sequence.

Representing: Children record usually by drawing, the pattern or a model of the pattern
using pictorial, iconic or emergent symbolic inscriptions while visible. This experience
helps children to isolate the essential features of the pattern or structure from the particular
example in which it occurs. Digital technologies may also be utilized.

Visualizing: Children draw or symbolize the pattern or structure when it is not visible.
Comparing their productions with the original pattern or structure highlights its essential
features. The process of visualizing and comparing can be repeated until children have
internalized the pattern or structure.

Generalizing: The teacher supports children (either individually or as a group) to make
the pattern or structure explicit, find similar examples in other contexts, and express what
is ‘general’ about the pattern.

Sustaining: Some learning experiences are provided that reinforce or extend children’s
development and application of the patterns or structures.

The conceptual structures include: Repeating Patterns, Structured Counting, Grid
Structure, Structuring Shapes, Partitioning and Sharing, Base-Ten Structure, Growing
Patterns, Structuring Measurement, Structuring Data and Symmetry and Transformation
(Mulligan & Mitchelmore, 2016).

The PASMAP program connects the processes of the model described above with core
“structures”, rather than strands of sub strands of the curriculum. A mapping to the
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curriculum is provided so that teachers can see the way that the processes and concepts
are interconnected.

2. Tracking Structural Development in Early Mathematics through Data
Modelling in Grades 1-2

This project applied the notion of structure to the study of young children’s data
exploration and problem solving. The study aimed to explore how data representation
enhances statistical/mathematical reasoning and communication, quantitative and meta-
representational competence. In particular the study identified explicit mathematical and
structural features essential for data representation. As a 3-year longitudinal multi-tiered
design study, Grades 1-2 sample (n=22) an innovative program was conducted with the
students (one session per week by research team) in small groups/half class. Students
essentially learned to structure their data by trial and error and the teacher establishing
consensus about what was an effective way to communicate their representation.

Work samples (with students’ own written accounts), observation notes, evaluation notes,
coding framework for analyses of structural features provided essential evidence for a
descriptive analyses of stages of reasoning and representational development over time
(Mulligan, 2015). The following examples illustrate how these young students were able
to sketch representations about their data collection (number of pets), and temperature
change. The mathematical concepts including the notion of scale and interval are closely
linked with the students’ reasoning and representations of data.

Sketching data about pets, an informal scale, and emergent column graphs
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Students’ representations of recording the daily temperature over time: coordinating horizontal
and vertical axes; constructing intervals; partitioning the number line; developing scale

3. Implementing a Spatial Reasoning Mathematics Program (SRMP) Grades 3-4

This longitudinal study aimed to design, implement and evaluate a Spatial Reasoning
Mathematics Program (SRMP) intervention in Grades 3-4. The focus was on the
development and trial of an interview-based assessment of spatial reasoning and
development of a Spatial Reasoning knowledge framework aligned with Australian
Curriculum-Mathematics. The alignment with the mathematical Proficiencies enabled
conceptual connections between spatial concepts and other strands of the curriculum to
be established. Another challenge was to apply network analysis to provide visual maps
of interconnected mathematics learning. This would enable a visual tool for professionals
to connect concepts and competencies.

The project adopts a transdisciplinary—spatial reasoning, mathematics education
psychology, developmental and cognitive psychology perspective (Bruce et al., 2017).
The ‘pattern and structure’approach (modeling, representing, visualising, symbolising
(communicating), abstracting and generalizing (Mulligan et al., 2013) was integrated with
research on spatial reasoning. A central premise is that mathematics learning is
fundamentally spatial in nature; number “emerges” from spatial interaction with the real
world. Underpinning the development of a spatial reasoning program, aligned with
Proficiencies is the view that mathematics learning is a complex system of connected
structural relationships as networks. The Spatial Reasoning Mathematics Program
(SRMP) was developed over 2 years and comprised clusters of spatial reasoning tasks
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that were integrated with other conceptual domains. Some illustrations of practice are
highlighted as follows (see Mulligan et al., 2020).

“If you put the 1* and 2™ together.

you get a square number, Hey. it
works with the 2™ and 3 together
o”,

“If you put 2 of the 2™ together you
get 2 x 3 = 6 and that was 2 high and
1 more across. If you put 2 of the 3™
together you get 3 x 4 =12 and that
was 3 high and 1 more across. So the
one in the 10" spot would be
...[thinking]... 10 high and I more
across, so 10x 11 =1101"
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Some students modelled the problem
with cups and then created a
diagrammatic and numerical
solution. Others could see the pattern
developing without constructing the
display.

Students construction and interretation of Growing Patterns

“Drawing the bottom row was casy.,
but the other rows took longer to do.
I found it easier to draw the cubes on
top of each other but going back was
hard”

representing the pattern of cubes. At
times the perspective changed
completely.

This student had considerable difficulty

“T asked my friend to tick the nets
that would make my rectangular
prism. ... I made sure each net
wasn't a rotation or reflection of
one that I already drew”

Students’ two dimensional and three- dimensional nets, models and representations
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“I could only draw two rectangles
[with a 10-step perimeter]. The
other two were my first ones but
just rotated.”

— =[]

“T'he skinniest rectangle is this first one
|with a perimeter of 12 rods| because
you can't have a side that's skinnier
than one. And then each rectangle is
one more wider, hmmm.... the square
is a problem because it's not a
rectangle but it fit with the pattern so
we left it in. The first and last
rectangles are the same, just rotated,

t

“The width is getting bigger and
the length is getting smaller. | have
drawn 5 rectangles. If | rotate these
there would be 9. | think there are
5 unique rectangles with a

just like the 2nd and 4th rectangles™, perimeter of 20",

Students’ responses to exploring the pattern of perimeter and area relationships with rectangles
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“The squares were hard to put together and the - = e )
spiral wouldn't fit properly. Tt wouldn’t go around I tried it again with some help. The squares were okay but I liked
the way that [ wanted it o go. ) my other spiral. It looked more like a spiral”

Students’ experiences and representations of connecting Fibonacci patterns with area and spatial
patterns

4. The Development of Predictive Reasoning in Grades 3 through 4

A longitudinal classroom design study (n=44) with one cohort and “teacher as researcher”
investigated young students statistical reasoning. The data sources included student work
samples (tables and graphs), interviews (transcripts; video), explanations, observations
and Tinkerplots software).

Student data were analysed for shifts in their understanding of aggregate properties and
variability of these data, and for structural features of their representations by applying
and extending an Awareness of Mathematical Pattern and Structure (AMPS) framework.
More developed predictive reasoning was observed in Grade 4 than for Grade 3, as well
as large individual differences in both grades. Most Grade 4 students (87%) made
predictions within the historical range, relative to half the same cohort in Grade 3 (54%).
Grade 4 students were more likely (79%) than in Grade 3 (51%) to make predictions
based on extraction, clustering and aggregation. Grade 4 students’ statistical reasoning
involved noticing patterns such as seasonal trends and data range, identifying causal and
random variation, and observing measures of central tendency. By Grade 4, 57% of
students’ representations predominantly demonstrated transnumeration of data such as
construction of tables using extracted data, and coordinate graphing using column, line
and dot plots. However, students’ representations and explanations lagged behind their
predictions at both grade levels.

Problem-solving Task: Using a table of temperature data, predict the missing temperature
values for 2017 or 2018. “What do you notice about the numbers?” “How do you think
the numbers would look on a graph?”

The following examples illustrate the impressive capabilities of the students’
representations and reasoning. An authentic problem proved to be a suitable stimulus for
the integration of quantitative, spatial and statistical reasoning.
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Tinkerplots: Estimations of 2017 maximum Sydney monthly temperatures created by five pairs
of students in Grade 3.
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Three examples of graphical representations of temperature predictions by month and year.

5. The Interdisciplinary Mathematics and Science (IMS) project

A large government funded 3-year longitudinal study in grades 1 through 6 in four
Australian schools developed authentic problems that interrelated science and
mathematical concept strands of the curriculum while also integrating mathematical
competencies (see https://imslearning.org). The study built upon studies that showed
synergies across mathematics and science in data, statistics, measure and space (Lehrer
& Schauble, 2012; Mulligan, 2015). This approach particularly supported the teaching of
the Statistics and Probability strand of the mathematics curriculum that had not yet
capitalised on students’ potential learning.

The project provides examples in practice of how mathematical concepts across strands
of the curriculum can be connected and integrated with problem-solving processes (Tytler
et al., 2021). The pedagogical approach draws together the core common competencies
central to mathematics curricula models discussed in this paper. It is based on posing
meaningful, open-ended problems, challenging students to construct/invent
representations and with teacher guidance critically negotiate refinement of these to
scaffold students towards science and mathematics understandings and practices. The
approach requires of teachers the ability to meaningfully represent concepts and the
deeper meanings of mathematical practices. The project involved scaffolding the learning
sequences with the teachers by following a cycle of processes shown in the following
figure.
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4. Applying and

Building T tual
agreed Saehaing conc-ep ua Rendering what’s worth
knowledge understanding: noticing into meaningful

Posing further Representational
Challenges (new modes, new
contexts, or new concepts)

1. Orienting:
Establishing what’s
worth noticing

3. Building consensus:
a) Evaluating and synthesising
student ideas and representations
to reach agreement

b) Refining and consolidating
representations and concepts.

Continuous monitoring and
supporting of student learning

2. Posing
Representational
Challenges:

Challenging students to explore
and represent ideas and practices

A four-stage cycle, flexibly enacted, includes:

representations

1.  orienting students to a meaningful situation/question, focusing on what

is worth noticing;

2.  posing representational challenges that involve students in meaningful

material exploration;

3. building consensus through students comparing, evaluating and refining
representations, and consolidating to establish shared understanding; and

4.  applying /extending understandings to new situations,
representational forms, and/or introducing new concepts.

The project highlighted the unrealized capabilities of students especially those of young
students who could problem solve, represent and reason about their data while they
utilized their quantitative and spatial skills. The topics ranged from astronomy to
Estimating Heights of students in problem-based situations. One example is provided

below.
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The figures above highlight Grade 1 students’ representations of “animals found in the
playground” as part of an ecological investigation.

One of the evaluation priorities of the project is to ascertain the extent to which teachers
can conceptualize and implement this cyclic model and connect it with the core
mathematical Proficiencies of the Australian Mathematics and Science curriculum.

What are the challenges ahead?

For decades there have been well-informed calls to reform mathematics curriculum to
raise achievement standards, provide a better balance between concept strands, promote
problem solving, communication and reasoning, and to integrate technologies. While
mathematics curriculum revisions have ‘intended’ to promote a connected problem-based
approach to learning, illustrations of curriculum models show concept strands as
segregated segments/sectors or ‘silos’ that do not show connectedness or
interrelationships between concepts or between concepts and general competencies.

This disconnect raises new challenges: How can mathematics curricula provide a model
that illustrates a dynamic interconnected ‘map’ or network of connected concepts and
processes that also addresses developmental progression that is diverse and not
necessarily age based? Would simply providing a new diagram of the model effect any
change in the way teachers interpret and implement the mathematics curriculum?

Some tentative recommendations are raised here.
How can we as an international community:

. Design, conduct, evaluate and apply mathematics education research that
informs a connected approach.

. Illustrate within curricula and assessment documents a connected
approach.
. Engage teachers in explicit, structured, focused attention on connecting

concepts and competencies.

. Seek consensus about a range of theoretical and methodological
approaches that will achieve a common goal: advancing mathematics
education for all.
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. Acknowledge and address different forms of diversity.

. Build research programs that lead policy, curriculum initiatives and
assessment at national/international level.

. Enable and support effective initial teacher education and sustained
teacher professional development.

. Convince the wider community to support a problem-solving connected
approach to mathematics learning.

The illustrations of connected mathematical thinking across a range of projects presented
in this keynote address give impetus to the possibilities of more coherent and
sophisticated mathematics teaching and learning. But teaching mathematics through a
connected approach is complex and may require professionals to explore their own
understanding of mathematical relationships and generalization. Having this
understanding will impact on the way that mathematics learning, pedagogy, curriculum
and assessment is conceptualized, structured and implemented. Teachers will need to
guide students in developing relational thinking by noticing connections within and
between concepts. In contrast, traditional mathematics teaching often shifts attention
from one concept to another without focusing on interrelationships or extending the
students’ learning towards problem solving or generalization.

As a final remark, inciting a major shift in the way that mathematics curriculum models
are developed and articulated may require a reconceptualization of how mathematical
concepts and competencies are inextricably linked. Only then will our curricula truly
encourage teachers and students to become deep mathematical thinkers who can solve
real mathematical problems in an increasingly complex world.
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Abstract: Computational thinking, in its modern version, is a relatively recent
conceptualisation of a particular approach to solving problems based on algorithms,
pattern recognition, abstraction, and logic. While representing core skills of computer
science, and particularly, in computer programming, its nature and scope is being evolved
within the STEM movement. Computational thinking is clearly has connected to
mathematics, at least to its computational branches, through its origins and practices.
Introduced in some mathematics classes in the beginning of 1960s, computer
programming, or computer literacy, in its turn, became a part of mathematics curriculum
in some parts of the world (e.g., United States) in 1980s-1990s. Its reappearance in
schools in the last two decades is per se, an interesting point of ongoing debates on
complex relationship between computer science and mathematics education. In my talk,
will review historical, psychological, and epistemological foundations of these debates,
and provide some examples of recent re-introduction of computer programming in
mathematics curricula in Canada (e.g., Ontario). I will also discuss some research
findings from our research in New Brunswick (Canada). Further directions for research
and practice will also be discussed.

Introduction: historical roots and origins of computational thinking

Computational thinking (CT) is a relatively new construct, which is becoming a focus of
educational debates worldwide and of an increasing number of research publications
(doing a search on Google Scholar alone produces near 100 000 entries for the period
since 2017; although not all of the entries are relevant, they reflect a growing number of
studies of CT in a variety of contexts and educational settings). This said, the nature of
CT and its place in today’s educational systems is not yet clearly understood. My
presentation was an attempt to gain a deeper understanding of the complex relationship
between mathematics and computational thinking and its evolution over the time and
educational contexts, beginning with the conceptualization of CT. In other words, we
asked ourselves: What do we mean by saying “computational thinking”? Moreover, if we
take Wing’s (2006) position paper as a starting point, how could the still relatively unclear
concept of CT reach such a significant level of popularity within a relatively short period
of time? After providing a short summary of historical milestones, I shall briefly discuss
some different frameworks that have been developed to make sense of CT, then provide
some practical examples of its use in K-12 mathematics classrooms and beyond.

The origins of computational thinking (CT) can be traced to ancient civilizations and the
development of computations and algorithms. For example, Roman schools taught finger
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counting by devising ingenious methods of doing multiplication and division on their
fingers (Williams & Williams, 1995). Pebbles were used, among others, for voting in
ancient Athens (Boegehold, 1963). Sand tables were devised for supporting arithmetic
operations by (ITL, 2011). The quote from Cunnington (1904) provided by Sleight (1945)
describes the equipment of the students at the University of Alexandria “to have consisted
of a sand tray and a pointer for the diagrams, and a box or bag of pebbles for the
calculations, as they studied those treatises of the famous professor which we call Euclid”
(p- 12). A long history of using different types of abacuses as calculation tool and for
teaching purposes is also documented in the literature (Evans, 1979; Qin et al., 2018;
Volkov, 2018). Elaboration of algorithms, as series of steps of some procedures
(computational or not) that can be executed (almost) automatically has also been
conceptualised over the times and places (Chabert, 1999).

Another line of historical development of CT is related to the invention of computational
devices that would allow further (complete) automatization of algorithms first, in form of
mechanical calculators, then taking a shape of electronic devices what we are used to
have in our pockets or on the 21s century office desks. Nordhaus (2007) emphasized that
“improving the technology for calculations naturally appealed to mathematically inclined
inventors” in 16™-17" centuries to begin with Leonardo’s sketches of an additive machine
that has never been built and some initial prototypes designed by Pascal in the mid-17®
century. Further, we can find the names of Leibnitz, Babbage (Steam-Driven Calculating
Machine, 1822), and deColmar (Arithmometer, 1821), who, among the others continued
paving the ways to more sophisticated computational devices in 18M-19" centuries
(Freiman & Robichaud, 2018).

Besides the advancements in mechanization of calculations, other technological
inventions, such as punch cards by Jacquard in 1801 and by Hollerith in 1890 have
contributed to improving efficiency of data treatment (Freiman & Robichaud, 2018). Yet,
it is also plausible to trace the development of more refined and perhaps more abstract
thinking tools, among them, elaboration of the binary system, Boolean algebra, and
Turing’s universal machine, that have finally led to the appearance of first electronic
computers in the mid of 20" century (1941 by JV Atanasoff & Clifford Berry, First time
computer with memory; 1943-44 by John Mauchly and J. Presper Eckert, Electronic
Numerical Integrator and Calculator (ENIAC); 1946: Mauchly and Presper, UNIVAC,
the first commercial computer for business and government applications,
https://www.livescience.com/20718-computer-history.html ).

First educational experiences introducing computer technology were reported in 1950-
60s, when computer programming has been taught in a limited number of schools and
universities (Tedre et al., 2018; Pozdniakov & Freiman, 2021). In 1970-80s, along with
more consistent and destinated to more general audience of learners teaching, some
original ideas and tools have been designed, such as LOGO-based computer environment
and pedagogy based on the work of Papert (1980). By 1990s, it is becoming common to
teach elements of computer technology and programming, as separate subject
(informatics), or integrated in school mathematics curriculum (Seidel et al., 2014). At the
same time, some backlogs are also noticeable with more critical review of what can
computers provide for students and teachers and especially the value of teaching basics
of programming.

It was however not too long to see a new period of renaissance of the interest of larger
educational use of digital tools that involves a variety of methods of problems solving,
mostly used in the computer science, this time in connection to what Papert has only
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briefly mentioned but nowadays producing an impressive number of scholarly works and
practical applications under the name of computational thinking, especially since the
publication of 2006 position paper by Wing cited, according to Google Scholar (state of
Dec. 2021), more than 8500 times. Along with programming activities, now more
frequently called ‘coding’, with computers, or with other types of physical devices (such
as robotics kits), CT is also being discussed within the STEM-based curriculum and
makerspaces movement. Coding is also being re-introduced in mathematics curricula in
some educational systems (also with the use of different tangible devices). We shall
examine this development in more in details.

Educational goals of introducing computer programming in schools

As we said above, the first steps in introducing the computer programming in schools
have been associated with the need to train people capable of manage information
processing tasks using computers. These tasks have been linked, among others, to the
conquest of space (Sputnik) and to Cold War (Gregg, 2016). It is not surprising that
towards the late 1950th and early 1960s, we note that the two world powers of the time,
the United States and the Soviet Union, began to integrate the teaching of languages of
programming in classrooms. The mastery of these languages was then necessary to make
computers work, even with execution of simple tasks. Yet, it is rather difficult to
determine an exact date of the beginning of teaching programming in schools. We can
already spot some traces of it in the years 1958-1959, when the programming has been
introduced in a few secondary schools specializing in mathematics and in physics in
Moscow (the former Soviet Union). An interesting fact: one of these schools was
attended, in the 1960s, by Michael Brin, the father of Sergei Brin, co-founder of Google).
Michael later became a professor in Mathematics at the University of Maryland
(Gerovitch, 2013).

The purpose of these courses was quite clear: to prepare enough programmers for the
emerging IT industry, and above all, for its military engineering sector. Without having
computers in the classroom, schools created partnerships with universities and research
centers located nearby. For example, the students of Moscow secondary school 444, who
thus followed professional computer training, already had access to an Ural computer
(https://schv444.mskobr.ru/info_edu/basics/#/; Impagliazzo & Proydakov, 2006), the
first model used in the country. At this time, Western countries, such as the United States
and Australia, also began to use their electronic computer resources to be exploited by
mathematicians and engineers who have not had specialized training in programming, so
they had to learn to use them on their own (Davey & Parker, 2006).

At the same time, experiences of introducing computers into education started in a few
academic centers, such as the PLATO project, in the United States, at the University of
Illinois, led by Donald Bitzer and his team. They had a few high school students
(https://www .britannica.com/topic/PLATO education-system) who worked side by side
with the scientists. Programming language FORTRAN, established in 1957, was used as
a base for programming lessons. These first experiences, being rather isolated, have
however led to a wave of introduction of the programming, in different forms, in regular
schools 1970s-1980s. Often, these modules have been integrated into mathematics
lessons (Pozdniakov & Freiman, 2021).

Main arguments given by Wing (2006) in her paper, namely that CT is a ‘universally
applicable attitude’ and, like reading, writing, and arithmetic, is a ‘fundamental skill for
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everyone’, have been widely cited afterwards (for example, Barr, 2011; Caspersen &
Nowak, 2013; Lye & Koh, 2014; Orr, 2009). But historically, a claim of the importance
of computer programming for everyone was already expressed several decades before
Wing. For instance, at the 1981 Third World Conference on Computer Education in
Lausanne, during the Keynote Address, Ershov, a Russian computer scientist, called for
considering computer programming as second literacy which, being combined with the
traditional (or first) literacy contributes to forming a ‘new harmony of human mind’
(Ershov, 1981, p. 1).

At about the same time, Papert’s seminal work ‘Mindstorms’ (1980) reflected on the first
experiments with a computer programming environment called “LOGO” and foundations
of what we can call a LOGO pedagogy. Originally created in the mid-1960s, LOGO
computer learning environment aimed to help children learn mathematics using a specific
programming language accessible even for 3rd graders (Feurzeig, 1984). Papert’s book
had enormous influence on the development of ideas about the meaningful use of
computers, namely, their potential to support productive processes in student’s thinking
(Pozdniakov & Freiman, 2021)

Yet, Papert himself, considered the experiments with LOGO to be still “too primitive, too
limited by technology”, but nonetheless serving as the model of “an object-to-think-with”
to design “mathematically rich activities which could, in principle, be truly engaging for
novice and expert, young and old” (p. 182). Already, Papert envisioned the integration of
“computational thinking into everyday life’ through ‘the most engaging and shareable
kinds of activities” not yet accessible at the time of the fist LOGO experiments (Papert,
1980, p.182). Later on, in 1996, Papert used again the term “computational thinking”
when analyzing an approach used by Wilensky and Resnick in building a geometric
model of a Rugby game to investigate the question: Where should the kick be taken from
to maximize the chance of a score?

At the time, Wilensky and Resnick were using the StarLogo environment, which was an
extension of LOGO. They wrote a computer program that modelled several rugby players
standing, each of them kicking thousands of balls in random directions. The experiment
helps to determine which player would be most likely to score the most goals, whereby
representing the best kicking point (Wilensky, 1996). In Papert’s interpretation, this
example illustrates how geometric thinking can use computational thinking “to forge
ideas that are at least as "explicative" as the Euclid-like constructions (and hopefully more
s0) but more accessible and more powerful” (Papert, 1996).

Conceptualising CT in a variety of contexts and frameworks

A short excurse in the history in the above section points out some important ideas
brought forth by visionaries who, in recognizing the value of CT, proposed novel
pedagogical paradigms more than two decades before Wing (2006), whether it involves
CT as a new form of literacy (through programming) (Ershov, 1981), or CT as providing
learners with the power of computational modelling (Papert, 1981, 1996; Wilensky,
1996). It also highlights the foundations of some essential elements of today’s theoretical
debates about the nature of CT and how it could afford novel ways of teaching and
learning, both in general and in relation to mathematics in particular. Returning to Wing’s
(2006) quest for CT as a fundamental skill for everyone, it is interesting to note that she
too emphasized how computational methods and models could empower us to “solve
problems and design systems that no one of us would be capable of tackling alone” (p.
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33). In fact, the author suggests that the question of what is computable is still open, thus
reflecting the limitations of our partial knowledge. To gain more insight into the state of
knowledge about CT, my talk has presented some existing frameworks we discussed in
depth with other colleagues during the 2017 Symposium on Computational Thinking in
Mathematics Education organized at the University of Ontario Institute of Technology
(Freiman et al, 2018, http://ctmath.ca/computational-thinking-in-mathematics-education-

symposium/ ).

By asking questions on How can one study CT? What perspective should one adopt? What
is the relationship between CT and mathematics, and particularly mathematical thinking?
we looked in the literature to find different approaches to conceptualize and to study CT.
Two frameworks in particular drew our attention: one developed by Brennan and Resnick
(2012) and another linked to Lyn English’s plenary talk at the Symposium, which focused
on the connections between CT and the STEM disciplines.

First, based on their work with Scratch programming blocks, Brennan and Resnick (2012)
define three dimensions of computational thinking: computational concepts,
computational practices and computational perspectives.

As key computational concepts, the authors give the following list: sequences, loops,
parallelism, events, conditionals, operators, and data. Sequences mean expressing a
particular activity or task in terms of a “series of individual steps or instructions that can
be executed by the computer” (Brennan & Resnick, 2012, p. 3). In some way, the structure
of a sequence is similar to that of a recipe which prescribes steps to be (re)produced.
Loops provide a “mechanism for running the same sequence multiple times”. Events are
defined as “one thing causing another thing to happen”, thus allowing for interactions of
the user with the program. Parallelism means “sequences of instructions happening at the
same time”; this is a feature that can be found in many modern computer languages as it
provides the possibility of several processes running at the same time. Operators offer
possibilities for “mathematical, logical, and string expressions, enabling the programmer
to perform numeric and string manipulations”. This includes a wide range of
mathematical operations (including addition, subtraction, multiplication, division),
functions (like sine and exponents) and operations with strings (including concatenation
and length of strings). Finally, working with data “involves storing, retrieving, and
updating values” (Brennan & Resnick, 2012, p. 6).

When defining components of computational practices, Brennan and Resnick (2012)
used data from interviews with children about the strategies they adopted while
developing interactive media. From the variety of such strategies, four main categories
were identified: being incremental and iterative, testing and debugging, reusing and
remixing, and abstracting and modularizing.

Related to the process of designing interactive media, these categories, according to
Brennan and Resnick (2012) reflect the adaptive nature of CT: there was always the
possibility that the initial plan would “change in response to approaching a solution in
small steps” (p. 7). Indeed, the process is incremental and iterative, rather than being
linear, leading from conception to solution in a straightforward manner. Second,
developing strategies for testing and debugging is also crucial for the designers of
interactive media, as it enables them to solve problems they might encounter “through
trial and error, transfer from other activities, or support from knowledgeable others” (p.
7). Third, a design of a complex interactive media is rarely possible without building on
others’ work by reusing and remixing. This is “amplified by network technologies that
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provide access to a wide range of other people’s work, like the one generated by the
Scratch online community” (p. 8). Finally, abstraction and modularization refer to the
practice of putting together collections of smaller parts, which helps designers build
something large that can be employed at multiple levels, “from the initial work of
conceptualizing the problem to translating the concept into individual sprites and stacks
of code” (p. 9).

The third dimension of CT, one of gaining computational perspectives, describes the
different roles people can play when working with interactive media, roles that go beyond
“pointing, clicking, browsing, and chattingE. Although this role of being consumers is
important for learners, it is not sufficient in terms of the development of CT. According
to Brennan and Resnick’s (2012) framework, working with design tasks encourages more
active roles, which emphasize expression, connection and questioning.

Under this view, the computation itself becomes a medium for self-expression of
someone’s ideas, while giving them a power to create. At the same time, a design activity
seems to reinforce social aspects of CT, leading people to become more connected by
enriching their opportunity of interaction with others (face-to-face or through online
community). Finally, computational perspective of questioning comes from indicators of
young people feeling “empowered to ask questions about and with technology”, hence
developing their abilities to “negotiate the realities of the technological world”, rather
than feeling some kind of disconnect from the surrounding increasingly technological
environment (Brennan & Resnick, 2012, p. 11).

While Brennan and Resnick base their definition of CT on computer programming
(Scratch) tasks (or, more precisely, the process of designing interactive media), English
(2017) looks at CT in a broader sense, through the lens of STEM education, another
growing field in teaching and learning theories and practices. With the aim of challenging
an isolated technology curriculum component (the “T” in STEM), English grounds her
arguments on recent studies by Gadanidis et al. (2017), Schneider et al. (2014), and
Weintrop et al. (2016), all of whom discuss CT skills in a broader and more integrated
manner.

For instance, Weintrop et al.’s (2016) model of computational practices reflects and
represents how many domains in mathematics and science are becoming ‘computational
endeavours’; they are being enhanced by CT, but are also reciprocally enhancing CT
through practices involving data, modelling and simulation, computational problem
solving, and systems thinking. In a similar vein, Schneider et al. (2014) identify problem
solving, modelling, analysing and interpreting data, and statistics and probability as
shared features of mathematical and computational thinking.

While arguing for a more equitable focus on each of the STEM disciplines, English
(2017) sees particular value in the approach to CT adopted by Gadanidis et al. (2016).
This approach focuses on investigating, depicting and learning ‘from cases of “what
might be” (or “what ought to be”), to disrupt common conceptions of what CT and
mathematics are accessible to young children, how they might engage with it, and how
CT affordances may affect mathematics teaching and learning’. In the case of
mathematics, this approach can open the door to higher-level mathematics even to a very
young learner. Extending these sentiments to the broader scope of STEM-education,
English (2017) suggests that equal access to a high-quality STEM education that
integrates CT is a “key issue for future research, not only with respect to socioeconomic,
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gender, and ethnicity factors, but also in terms of capitalizing on and extending the
capabilities of all learners”.

Besides the above-mentioned frameworks, Wilkerson et al. (2018)’s study which used
computational modelling activities is worth to be mentioned, in the context of STEM.
Based on VanLehn et al.’s (2013) four types of CT tasks in a context of science education,
model exploration; notational model construction, analytic model construction, and
model-based inquiry, students were engaged in constructing models of a target system
for which few details were explicitly provided to the student. Students were expected to
conduct research by eventually leveraging their intuitive understandings of a target
system in order to decide what should be included in a model, and what should be the
model’s final form (Wilkerson et al., 2018).

There is also a wealth of literature on Bebras’ computing challenges that are designed to
help students from different parts of the world exploring “their talents and passion for
informatics and computational thinking” (https://www.bebraschallenge.org/). In an
unplugged (with paper & pencil), several tasks were designed targeting one or more
properties of CT (cognitive skills): Abstraction (AB), Decomposition (DE), Algorithmic
thinking (AL) and pattern recognition (PR) (Dolgopolovas, Jevsikova, Savulioniemé &
Dagiené, 2015). Based on the sets of the tasks used in Bebras competitions, our study we
discuss further in the paper, was using some of these tasks with Grade 6 and Grade 9
students enrolled in a Broad-Based Technology course as means of assessment of
students’ change in CT development (Djambong et al., 2018). In the next section, I will
discuss some tasks which make explicit connections of mathematics and CT that can be
found in literature.

Some mathematical tasks, concepts, and processes related to CT

A number of mathematical games, puzzles, and problems created over the human history
provide interesting examples of deep connections between mathematics and CT. We can
cite, for example, the game called Nim, after Bouton (1901) who described it as following:

The game is played by two players, A and B. Upon a table are placed three
piles of objects of any kind, let us say counters. The number in each pile is
quite arbitrary, except that it is well to agree that no two piles shall be equal at
the beginning. A play is made as follows:-The player selects one of the piles,
and from it takes as many counters as he chooses; one, two, . . ., or the whole
pile. The only essential things about a play are that the counters shall be taken
from a single pile, and that at least one shall be taken The players play
alternately, and the player who takes up the last counter or counters from the
table wins. (p. 35)

The game has indeed a long history while belonging to the field of mathematical
recreations leading, among others to the theory of combinatorial games (Boissere et al.,
2017). At the same time through the elaboration of so-called computationally constructed
construction kits, it provides interesting connections to Papert’s ideas of building objects-
to-think computationally-with (Weller et al., 2018). In their turn, Mannila et al. (2014)
providesan example of Nimrod, a demonstration nim-player machine designed in the
1950s “to draw the public’s attention to the potential of the first commercial modern
computer, the Ferranti Mark 17, yet can provide a “rich source of ideas for a program
aimed at introducing CT ideas in an engaging way (p. 21).
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Another famous puzzle is so-called Eight Queens (Chess enigma) suggested by one chess
magazine in the mid-19™ century to move to a more general recreational sections of that
time journals drawing attention of mathematicians, among them, Gauss who spent quite
a time to figure out how to place eight queens on a chessboard with no one being on the
path of any other (Freiman, 2018). The search for solution methods has led to important
generalizations in recreational mathematics books (such, as for example works by Lucas
and Bell) to become, in the second part of the 20" century a routine task for introductory
computer science courses, and which is more important, appeared, in its general form,
important for studying of what's called a P vs NP Problem, so apparently being linked to
a 1 million-Prize announcement in 2017 (https://www.claymath.org/millennium-
problems/millennium-prize-problems_ ). It is also noticeable that the puzzle is used as
an example of one important algorithm called backtracking (Knuth, 1968).

To finish with puzzles, it is plausible to add an example of the Tower of Hanoi task
analyzed by Lucas (1884). Inspired by ancient legends, the puzzle is often presented as
a task of replacing disks, of different diameter, from one peg to the other following a
simple rule that one disk is moved at once; then the disk with smaller diameter can not be
covered with the disk of bigger diameter, and finally the hole operation should be done
with a minimum of moves. Of course, at least one more, intermediate, peg is needed in
order to ruled to be respected. Again, the task it very rich in terms of search of solution
method and mathematical generalizations (such as the 2" -1 pattern). And again, it
provides important connection to algorithms, such as, for example, the goal recursion
strategy (Simon, 1975) to make links to an algorithmic thinking (Leder, 2020,
https://www.stemlittleexplorers.com/en/make-and-solve-tower-of-hanoi/ ).

The use of computers for proving mathematical theorems is nowadays reduced to an
almost routine application of a number of virtual tools and environments. However, the
earlier efforts of getting help from digital technologies were leading to some very
important mathematical results, but also to vivant debates about possibility to trust
computer-based proofs, as shows the story of a so-called Four colours theorem
formulated in the mid-19" century but remained unproved till the mid of 1970s until
computer was used by Appel and Haken (Appel, 1984). By analyzing the story of this
proof, one of the recent publications (Gonthier, 2007) analyzes the issues of checking the
proof by citing the work by Robertson et al (1997) and also the author’s own efforts to
write a formal proof script that “that covers both the mathematical and computational
parts” of the original proof (p. 1). The author claims that such approach could be
successfully used “to turn almost every mathematical concept into a data structure or a
program, thereby converting the entire enterprise into one of program verification” thus
leading to a more effective use of “mathematical abstraction in software engineering” (p.
2)”.

In a more educational context, intersections of algebraic and computational thinking are
examined by Brating and Kilhamn (2021). The authors ground their analysis in the work
by Malara and Navarra (2018) who describe algebraic thinking as shift of attention from
the result to the process in problem-solving situations. Similarly, Brating and Kilhamn
(2021) argue that CT is also centered around problem-solving processes, using
debugging and tinkering as practices that explore the structure of an algorithm. The
authors conclude that “from very different angles, both domains address the structure of
a process more than its result, at least on a theoretical level”. In the context of geometry,
one of the classical work, by Abelson and diSessa (1981), on the use Papert’s turtle leads
the authors to introduced what they call a turtle geometry which they contrast to the
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coordinate geometry (with reference to the Cartesian coordinates). Indeed, the turtle
geometry draws on the commands FORWARD and RIGHT, in analogy with x and y-
coordinated in coordinate geometry to “give an alternative way of measuring figures on
a plane, a way that complements the coordinate viewpoint” (p. 11).

Coming back to the tasks and their possible applications in the classroom, the complexity
of relations of mathematics education and CT becomes apparent; this was also clear from
the cited-above 2017 discussion (Freiman et al., 2018). Let’s recall some of its important
points.

According to Wing (2008), CT is a complex venture that shares with mathematical
thinking an approach to dealing with solving problems, with engineering thinking
strategies for designing and evaluating large, complex systems that operate within the
constraints of the real world, and with scientific thinking a common understanding of
computability, intelligence, the mind and human behaviour. diSessa (2018), on her part,
dresses a bigger picture of CT by shifting the focus to “computational literacy”: a ‘new,
deep, and profoundly influential’ kind of literacy that ‘will impact all STEM disciplines
at their very core’. In turn, Denning (2018) points at Pélya’ (1945) classic work on
problem solving within the specific context of mathematics and mathematics education
(decomposition and re-composition, drawing a picture, generalizing, and planning) while
considering his book How to Solve It as “precursor to computational thinking” (p. 34).
Denning (2018) importance of a computational model: we engage with abstraction,
decomposition, data representation, and so forth, in order to get a model to accomplish
certain work; but the steps are not arbitrary, they must control some computational model.

To continue with diSessa’s (2018) views, CT is considered as the use of
‘epistemologically rich’ computer systems with ‘yet unrealized consequences for the
mathematics we can experience and might teach’. Hence, a deeper understanding of ‘what
calculation or computation can accomplish, their limitations, their built-in assumptions
about the world, signs of failure, and what might be done to contextualize algorithms
better, or even change them to suit local needs’ could be a promising starting point of real
integration of computations in work situations (diSessa, 2018, p. 24). Thus, in
comparison to Wing, diSessa seems to be promoting a perspective that places a discipline
like mathematics at its center and aims to figure out how to make CT work within and for
that discipline.

Reflecting on examples of introducing CT in teaching and learning practices: case
of New Brunswick (NB), Canada

In my talk, I shared several examples of how the ideas of CT can be vehiculated in
different teaching and learning contexts. In this text, I will briefly review some of them.

Overall, despite some movements over the past two decades, in Canada, in general (it is
important to mention that there is no federal system of education; K-12 schools are
running by each province independently; but of course, there are several connections and
interprovincial agreements on some educational policies countrywide), there is no clear
place of CT in the provincial curricula. For instance, Ontario has only recently (since
2020) included coding in its new mathematics curriculum
(https://www.ontario.ca/page/new-math-curriculum-grades-1-8).

I recall my personal experience of teaching Maths & Informatics at one elementary Pre-
K-6 private school in Quebec (from 1995 to 2003). In later 1990s, this was a time of the
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use of educational CD-ROMs with some elements of computer coding and mathematical
games that were helping young children to get familiar with technology and elements of
logic, spatial thinking, and computations in a playful way. On a more formal side, the
school used a so-called Challenging Mathematics Curriculum (Défi mathématique)
(Freiman, 2006) with a section on logic that also included some elements of programming
with Basic and LOGO in Grades 3-4. In Grade 5, my students were exploring Dynamic
Geometry Software (Cabri Géometre http://www.cabri.net/ ) and several interactive
websites (ex. Convey’s Game of Life, https://playgameoflife.com/ )

The same mathematics curriculum (Défi mathématique) was in place in that time in NB
(French schools). Moving to NB and beginning (since 2003) my work at the Université
de Moncton, helped my, along with teaching elementary mathematics education courses
for pre-service teachers, to begin research on ICT use in schools. This included the pilot
action research on the use of individual laptops in some schools, in Grades 7-8 with
elaboration and implementation of several interdisciplinary (maths, science, and French)
problem-based teaching scenarios in 2004-2006 (Freiman et al, 2011).

We also conducted, within an Innovative Learning Agenda, a collaborative study of
integrating robotics-based learning into mathematics class in 2008-2009 (RoboMaTIC
project, http://www.apprendrepourlavie.com/blogue/2008/11/14/la-recherche-
robomatic-se-poursuit/ https://www.youtube.com/watch?v=w0-8EOO6N04). Some of
our publications emphasize the value of exploring multiple connections of robotics to
(meta)cognitive, problem-based and socio-affective aspects of learning (Freiman et al.,
2010; Blanchard et al., 2010) (Figure 1).

Figure 1. Robotics- and problem- based learning model for new (computer) generation of
students (Freiman et al., 2010)

We also analysed students’ problem-solving strategies on investigating a complex task to
be performed by the robot (Savard & Freiman, 2016) (Figure 2). Students had to learn to
simultaneously control robot’s movement and wheel’s rotation. Digging into their
learning patterns seeing it as an interaction of mathematical, digital, and socio-cultural
contexts, we identified several CT skills manifested; among them students were trying to
make connections, through computational manipulations (Sullivan & Heffernan, 2016),
between data entries in the computer program (time and distance, time and rotation) and
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how successfully the robot followed the path. We also documented students’ difficulties
to reflect on the results of the use of trial-and-error strategy and to adjust their actions.
(Savard and Freiman, 2016).
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Schema of the robot’s Robot’s path Students’ schema of the robot’s path
path in the task represented on the
classroom floor

Figure 2. Example of a complex robotics-based learning task (Savard & Freiman, 2016).

We also found several conditions for meaningful learning: supportive, risk-free learning
environment supportive & immediate feed-back; also an importance of a feed-forward
assessment (Savard & Freiman, 2016).

Later in mid-2010, we founded (in 2014) the CompeTl.CA (Compétences en TIC en
Atlantique) partnership network to study ICT (Information and communication
Technology) competencies development over the lifespan in a variety of contexts
(Freiman et al., 2016). On of the case studies conducted in 2015-2016 was an assessment
of CT within coding activities with the home-made Vizwik flow-chart environment
(Gauvin et al., 2015), as well as other coding platforms (such as Scratch, Lego Mindstorm,
etc.).

By investigating students’ on-task learning, that means without formal introduction to
the basics of computer programming, but rather through making students designing
computer games, we built on theoretical view of CT that emphasizes the importance of
the personal component characterized by a strong engagement of students that allows
them to explore the affordances of the technology-rich environment (TRE) to create
games or other types of applications while making their learning visible in attaining goals
they fix to themselves (self-directed learning) (Djambong et al., 2018). We also
considered a social dimension that implies that fact the knowledge constructed by
students becomes a social capital which can be shared with other students, both in
conceptual and tangible forms while helping them for build a real community of practice
(Kafai & Burke, 2014). We also emphasized the value of a cultural dimension which
determines the way of thinking (abstract or formal versus procedural or concrete) is the
most valuable in a particular moment or context. Finally, a rangible dimension allows to
appreciate the result of students work which happens not only a product of their
imagination but also something real (hands-on) that takes form of codes, programs,
diverse applications that students construct in the TRE.

Among the results, we reported gains in (1) accessibility: introducing a novel software
development tool that helps students quickly and easily develop prototypes of mobile
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applications by means of Vizwik, a visual data flow programming platform; (2) positive
impact on student engagement, motivation, collaboration, along with an increased level
of productivity while interacting with the Vizwik TLE; (3) fostering innovative teaching
practices with some teachers became active users and creators of didactical knowledge
within Vizwik online platform, and proceeded to develop and share their lessons with
others through social media (similar to what happened, for example to GeoGebra
community). From the perspective of implementation of innovation, this was a positive
indicator of the ease of integration, learning, and early adoption of new technology by
some teachers. (5) At a macro-level of reflection on the experience as example of
innovative CT practice in schools, we notice a certain confusion at the conceptual and
semantic levels where the terms computer science, coding, and programming are
employed without a clear distinction and sometimes as being almost synonymous.
Overall, our results seem to comply with previous studies that point at the fertility of a
project-first (prior to formal teaching) approach to introducing coding to young learners
(Webb et al., 2013; Leonard et al., 2018).

Within more integrated STEM-based approaches to CT Djambong’s (2018) doctoral
study on the use of PhET virtual simulator for learning physics (buoyancy, density)
describes a teaching-learning scenario and research settings: theme of floatation and
Archimedes Force; duration of 5 one-hour periods over 1 month; 27 middle school
students (Grades 7-8, from two schools) participating in the study working in dyads. Its
main findings include: (1) the evidence that learning science using a virtual simulator
seems to result in the enrichment of the inquiry process by the modeling process through
the construction of multiple representations of complex scientific phenomenon (in our
case, Archimedes Force); (2) the value of an interdisciplinary approach (instrumental
genesis, mathematical modeling and conceptual modeling); (3) the increasing
opportunities of conceptual change via eventual modification the initial representations
of students (prediction stage); and (4) students' exposure to the premises of CT (problem
decomposition, algorithmic thinking, abstraction and identification of patterns) to
leverage various transdisciplinary and soft-skills (problem solving, collaboration, critical
thinking, curiosity, perseverance, self-determination, among the others).

Based on another doctoral research by Chiasson (2019), we investigated how Grade 6
students created and used resources for learning mathematics within the robotics
challenge in a flexible learning environment (using Robotics Kits Dash & Dots and Apple
Playground coding app) that helped them to create, validate, & present thus mobilising a
CT learning process (Freiman & Chiasson, 2019) (Figure 3).

Diversification and complexification of ressources

(Affordances of ressources)

Accessibility of resssources

(Human and technologies)

Approaches to solving problems

[tinker, create, collaborate, debug, persevere)

Concepts

(Domains et mathematical processes - number, space, measurement,
algebra, il deling, di ition, w

Figure 3. Learning process in robotics challenge (Freiman & Chiasson, 2019).
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Finally, several examples of fostering CT in integrated STEM environments, in raise in
provincial schools under the form of makerspaces, since 2016 (Freiman, 2020).
Makerspaces are known as learning spaces (digital fabrication labs, or ‘fabulous labs’),
introduced in early 2000s in the United States to engage students in a multitude of
projects, during which they explore various technologies, create new things of all kinds,
and share their results with others; Gershenfeld, 2012; Brilliant Labs,
https://www.brilliantlabs.ca/ ). Makerspaces provide an environment in which students
can design, experiment, build and invent while learning about STEM. Activities can range
from cardboard construction to electronics, programming, robotics, and sewing.
According to Rendina (2015), a creative laboratory is a place where students can make
use of a variety of diverse materials to discover, invent, explore and create in an
environment that encourages the construction of their own learning (Figure 4).

Space to create (source, Brilliant Labs)

*Think, design, tink, test, refine ... el
Py
, -t

T,

Figure 4. Brilliant Labs: A Space to create. https://www.brilliantlabs.ca/

Our first data from the questionnaires and in-school observations from 2016 data
collection sets showed that school makerspaces do offer a variety of setting and activities,
often within multi-age groups where students have freedom to choose a project to work
on, individually or in teams. An informal assessment approaches are used capturing
students’ motivation, engagement, creativity, resilience, authenticity, hands-on abilities,
dynamic, and initiative. On the teaching side, activities seem to support
interdisciplinarity, teachers’ guidance, community involvement, and social innovation
(Freiman, 2020).

Students’ perceptions (N=147) seem to confirm their experiences would lead to
improving in learning (86%), increase opportunities for showing and presenting (77%),
and knowledge sharing (75%), while finding activities useful for everyday life (75%).

Here are examples of quotations from interviews with some students: “I really like it
(makerspaces)” — “It’s mostly easy once you get the hang of it” — “We had a few like bugs
while we were making it (application) and like it was kind of like hard to figure out the
code (...) but it wasn’t too hard.” — “When you finally figure out how to fix the problem
(...) it’s I probably the best feeling.” “It (Brilliant Labs) helps us understand the different
possibilities and helps us with real problem” (Freiman et al., 2016).

Overall, our results seem to join the voice of other scholars who notice that “making has
the ability to enrich the school-day curriculum and bridge formal and informal learning
contexts” (Oliver, 2016, p. 160). In a K-12 context, there is a “relationship between the
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maker movement and the effort to increase STEM-related curriculum and interest in
STEM careers and to move beyond current career” (Niederhauser and Schrum, 2016, p.
329). Niederhauser and Schrum (2016) also consider “making” as a pedagogical
orientation with its main focus on “integrating creativity and imagination with design and
encourages problem-finding in addition to problem-solving” (p. 359).

Such experiences seem to foster multiple connections of CT to STEM-based learning, as
showed some other examples I presented during my talk: construction of a model of
village by Grade 3 class working collectively integrating model-building with physical
materials (like cardboard) and coding in Scratch or by Grade 6-8 students co-creating in
Minecraft collaborative environment (Freiman et al., 2021) (Figure 5).

Example of students” work in makerspaces:
Building a model of village

Grade 6-8 students building an interactive map
of their village using Minecraft

Grade 3 students have collaboratively
(whole class) built a model of their
village with interactive exposition using
Makey-Makey and Scratch

Figure 5. Example of students’ projects in makerspaces (Freiman et al., 2021).

Coding with Scratch can contribute to the development of CT, as reported by Brennan
and Resnick (2012), as well as to the development of conceptual depth in mathematics.
Indeed, research conducted by Gadanidis and his team (2017) reveals multiple
connections to mathematics curriculum, among them through making abstraction
tangible, for example when drawing squares with Scratch; the square can be moved,
manipulated, and acted upon by other code blocks. Then, coding a square allows for
automation (further use of the code) and modelling mathematics concepts dynamically.
Finally, blocks-based coding, according to Gadanidis (2017) offers a “low floor, allowing
engagement with minimal prerequisite knowledge, and a high ceiling, offering
opportunities to extend learning to more complex concepts and more varied
representations, just like Papert’s Logo” while supporting students agency by giving
students “ownership of their learning” (p. 3). While there seems to be a direct connection
of Scratch programming to CT, it is less obvious in the case of Minecraft where 3D
modelling is put upfront.

Besides students’ ownership of their learning (as in Scratch programming), according to
Repenning et al. (2014), such complex environment (assembling 3D shapes in 3D world)
also generates heavier demands on student spatial reasoning. The authors also argue that
this experience adds a so-called body syntonicity related to Papert’s views of students
ability to “project themselves onto objects—essentially becoming the objects—would
help them overcome otherwise difficult programming challenges”. In 3D programming,
it seems to be supported by the user interface that “lets programmers select any object in
a complex world and put that object into a first-person perspective. If the object moves
or turns, the camera adjusts accordingly” (p. 71).
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Always in connection to 3D design and 3D printing technology, our study of makerspaces
has also allowed documenting learning from a design thinking perspective, strongly
emphasized by maker educators (Hughes et al, 2017). Among several projects we could
observe studying Grade 6 students design thinking class in a school makerspace, one
brought our particular attention, namely, an effort of two students to co-design a device
that gives a second life to broken pencil. Inspired by the Frankenstein story, students
baptized their invention as Frankenstein pencil.

Again, students’ voices help to capture richness of their learning experience, for example
when they have chosen their project:

(St1) We thought of a name, the Frankenstein pencil. Because Frankenstein
comes back from the dead. (St2) Same thing with the pencil, if you like break
it, you have this little thing that puts it back together. ... It comes back to life,
so we’re basically bringing a pencil back to life... I knew about Frankenstein
for a long time, but I just heard about it again and I just thought about it for a
few weeks.

Following design thinking process, they shared their view of a problem they could
identify:

(St2) We have broken a lot of pencils (St1) So, you have to replace the pencils
all the time. (St1) we’re still designing, and we’ll have to 3D print the first
prototype, and hopefully that works because we’re really on a tight schedule.
If the first few prototypes don’t work, we’ll be mad. R2: Is it stressful? (St2):
Yeah; (Stl) So, we’re going to have to work really hard on the design, so we
don’t have to redesign. I think we’re make one or two.

On the stages of ideation and prototyping, students had to make a detailed drawing of
their device with measurements, then (co-)create, working collaboratively, a digital
model using Tinkercad software. This last part appeared to be hard, perhaps too
demanding for young learners who also found themselves under a time pressure (Figure
6):

R1: What do you do to make it happen, to make progress? (St2) Keep going,
don’t take big breaks or anything because that doesn’t work well. We had time
to work on it, if we don’t design it, then that’s not good. I just realized a second
ago that we did the measurements all wrong. .... R3: What are you going to
do? (St2) First of all, either get rid of parts or just restart all the measurements.
I think our project was a little too hard right now because we have to make it
so that the spikes make the grooves, and the grooves have to fit with the part
we want it to fit and then we have to put it inside of the thing. So that’s probably
a bit too hard and we don’t know what we’re going to do.
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So what would they really
do? Looking into their work:

 Starting from scratch

* Working simultanously on
2 screens

+ Try to adjust their
measurements

Figure 6. Students working collaboratively on digital prototyping with Tinkercad.

To our knowledge, students never got to 3D print their prototype, so the phases of testing
and refining were not achieved. Indeed, despite many progresses in manipulating
complex shapes and measurements students made to design their prototype, including
learning how to make a cylinder with the hole and some kind of spiky thingies (the shape
of triangular prism), they could not figure out how to put them inside of the cylinder, so
it holds two broken parts of the pencil thus leaving their process unfinished. Does this
mean they weren’t successful? Not, according to the teacher:

(T) Students frequently want to construct a massive, complex thing that is
simply not doable in 15 classes. ... I've never had a student not come up with
an idea for an invention. ... (it is important) Teaching students how to manage
discouragement when they are told that their idea is too big. ... Students
transition from a moment of not knowing how to learn in this new environment
to arriving at class saying “Are we building today?”

Our data comply with the view of CT as associated, among other features, “with
competence-based technological literacies that include tech prototyping, fostering
applied creativity, and design thinking” (Jenson & Droumeva, 2016; Leonard et al.,
2018). Moreover, this context seems to be genuine for the emergence of problem-solving
strategies based on tinkering. This view joins one expressed by Kotsopulos et al. (2017)
who consider tinkering as a part of their Pedagogical Framework of Computational
thinking, along with three other components: unplugged, making, and remixing. Further,
in connection to mathematics, or more specifically, development of mathematical habits
of mind, tinkering, along with experimentation, pattern recognition, and formalizing
hypothesis in conventional mathematical notation, is considered by Pei et al. (2018) as a
part of the use of CT practices.

Enlarging our discussion on novel ideas about CT: computational making,
computational empowerment & computational participation and some conclusive
remarks

While my talk was dealing with reflecting on literature and our research on CT conducted
in the period 2014-2019 (CompeTI.CA Network development), some new directions of
research and open questions have emerged requiring deeper attention from mathematics
educators looking into incorporating CT in their teaching and learning practices, among
them, computational making, computational empowerment & computational
participation.

49



EIEM 2021

The first concept, computational making is particularly appealing to the context of
makerspaces. Indeed, according to Rode et al. (2015), computational (thinking applied
to) making experiences engage students in the activities where aesthetics, creativity,
constructing, visualizing multiple representations, and understanding materials are five
key factors. Computational empowerment (CE), in its turn, is considered by Iversen et al.
(2018) as engaging learners in co-creation of the future. It aims at providing children and
youth with the ability to understand how others have developed digital technologies for
them, and how these technologies produce meaning in their everyday lives, relations and
society at large.

It also aims at making the intended use that designers have inscribed into the digital
technology, and their motives for doing so, visible and comprehensible. In this way, CE
allows for children and youth to gain access to co-creating the future that emerges through
the design of digital technologies thus broadening the scope of CT to include empathic,
aesthetic, ethical and structural aspects of technology design and development. It is
closely linked to participatory design ideas and values by creating opportunities for future
generations to engage as agents and cocreators of potential and critical alternatives.
Consequently, CE denotes the processes in which students creatively, critically and
reflectively investigate digital technologies in order to create new artefacts adapted for
meaningful practices.

The third concept, computational participation (CP) builds on the work by Kafai and
Burke (2013) who see CT in terms of CP to emphasize that “objects-to-think-with”—to
use one of Papert’s key ideas—are indeed ‘“objects-to-share-with” others, so to move
beyond seeing programming as an individualistic property but rather begin to understand
it as a communal practice steeply grounded in how we think about what students today
should learn in order to be functional and active participants in their respective
communities.

Besides novel computational dimensions of CT, some researchers and practitioners look
in its transdisciplinary nature. For instance, Chiasson’s (2019) study we cited above
opens up to the perspective of learning for novel (smart) society (and its Industry 4.0)
where CT is a foundational skill behind the 21% learning process where it is activated
withing the active learning environment to include data collection and observations to
notice problems that have arisen during the execution-validation phase. In fact, students’
observations and data analyses prompted questions, engaging them in inquiry in order to
identify the source and nature of the problems they encountered. When sharing their
findings, students admitted that they learned that problems can be solved with more than
one method. In fact, trial and error (tinkering) was the most popular approach used by the
students for problem solving. This view of CT can also make mathematics educators to
enlarge their worldview where mathematical processes are transcended into ones used in
data science, one of cornerstones of modern society (Chiasson & Freiman, 2021, under
review).

In conclusion of my talk, I formulated several open questions which might need to be
further investigated: CT, does it ever exist? Or, everything with technology (or without?)
is (somehow) related to CT? If it exists, is it teachable? In what context? Under what
conditions? Can we measure (assess?) it? Regarding linking mathematics to CT: what is
it about? (computer science, problem solving, concepts & processes, tools, etc.). To deal
with these questions I found a quote from Gadanidis et al. (2017) which [ used to conclude
the talk:
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We need many more cases of what might be in mathematics and CT integration
to better understand the role CT affordances might play in disrupting and
improving mathematics education, and how this might be sustained. Such cases
offer opportunities to imagine alternatives and instructional situations to reflect
on and to critique, and pedagogical models to think-with in improving
mathematics education. (p. 94)
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Resumo: Um ensino eficaz da matemética envolve pensar, de forma integrada, tanto o
desenvolvimento conceptual como o desenvolvimento de capacidades matematicas
transversais, nomeadamente, através de tarefas que promovam as capacidades de
resolucdo de problemas, raciocinio matemético e comunica¢do matematica, promovendo
também o estabelecimento de conexdes, a utilizacdo flexivel de representacdes e o
pensamento computacional dos alunos. A discussdo que perspetivamos neste painel
centrar-se-a na investigacao produzida em torno de trés destas capacidades — Resolugao
de Problemas de Matematica, Raciocinio Matematico e Comunicagdo Matematica — e ird
tomar como ponto de partida uma revisao do estado da arte com foco no mapeamento de

57


mailto:hjacinto@ie.ulisboa.pt
mailto:mhm@ie.uminho.pt
mailto:jpponte@ie.ulisboa.pt
mailto:jperdomd@ull.es

EIEM 2021

temas emergentes, perspetivas tedricas mais influentes, bem como as metodologias que
tém sido preferencialmente adotadas. Com base nesta sintese da literatura, faremos uma
andlise prospetiva com o intuito de identificar temdticas de investigacdo promissoras,
com potencial de contribuir para o avanco do conhecimento cientifico e também produzir
impactos ao nivel da aprendizagem matemadtica dos alunos. Assim, e em colabora¢do com
os participantes, ensaiaremos uma agenda para a investigacdo num futuro préximo em
torno das capacidades matemadticas transversais.

Abstract: An effective teaching of mathematics involves to ponder, in an integrated way,
both conceptual development and the development of mathematical processes, namely
through tasks that promote problem-solving skills, mathematical reasoning, and
mathematical communication, also promoting the establishment of connections, the
flexible use of representations and students’ computational thinking. In this panel we aim
to discuss the research produced on three of these mathematical processes — Problem
Solving, Reasoning, and Communicating — and, as our starting point, we will consider a
review of the state of the art with a focus on mapping emerging themes, influential
theoretical perspectives, as well as the methodologies that have been prevailing. Based
on this synthesis of the literature, we will carry out a prospective analysis in order to
identify promising research topics, which may afford innovation and establish progress
both in terms of scientific knowledge and in producing an impact on students’
mathematical learning. Thus, in close collaboration with the participants in the panel, we
will draft an agenda for research in the upcoming times regarding these mathematical
processes.
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THE TRANSVERSAL MATHEMATICAL PROCESSES AND TEACHING AND
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The Discussion Group 1 is developed around the theme of the meeting, the Transversal
Mathematical Processes, with a special focus on the issues of teaching and learning
Mathematics.

O Grupo de Discussdo 1 desenvolve-se em torno do tema do encontro, as Capacidades
Matematicas Transversais, com um enfoque especial nas questdes do ensino e da
aprendizagem da Matematica.

As capacidades sdo um dos elementos fundamentais no dominio das competéncias, tal
como se descreve no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoria (Martins et
al., 2017), considerando-se que “As competéncias sdo combinacdes complexas de
conhecimentos, capacidades e atitudes, sdo centrais no perfil dos alunos, na escolaridade
obrigatoria” (p. 12).

Mais recentemente, no documento referente as Aprendizagens Essenciais de Matemaética
do Ensino Bésico (Canavarro et al., 2021), as capacidades matematicas transversais sao
uma das referéncias nos trés ciclos deste nivel de ensino, sendo destacadas seis: resolucao
de problemas, raciocinio matematico, comunicacdo matemadtica, representacoes
matematicas, conexdes matemadticas e pensamento computacional. Tendo em conta
documentos curriculares anteriores, constata-se que o pensamento computacional € uma
capacidade ‘nova’, que se junta as anteriores, € que vem incentivar o desenvolvimento de
competéncias fundamentais para a integracdo dos alunos nos desafios que se colocam no
futuro. No Ensino Secunddrio, tal como evidenciam as Aprendizagens Essenciais para
este nivel de ensino (ME-DGE, 2018), ¢ dado destaque a resolucao de problemas a par
do desenvolvimento do raciocinio matemdtico e da comunicacdo matemética,
salientando-se a importancia de criar oportunidades aos alunos para descobrir, raciocinar,
provar e comunicar matematica.
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No que se refere ao desenvolvimento de capacidades matemdticas transversais, o
curriculo encontra-se articulado entre os trés ciclos do Ensino Bésico, de modo a retomar
os vérios temas matematicos, em espiral, ao longo dos nove anos de escolaridade. Neste
processo as diferentes capacidades enunciadas revelam-se cruciais para esse
desenvolvimento. Todas elas estdo presentes nestes trés ciclos assumindo um maior
aprofundamento a medida que os alunos avancam nas suas aprendizagens, procurando-
se que estes resolvam tarefas cada vez mais complexas que tenham subjacente uma inter-
relacdo entre as diferentes capacidades. Parte-se, nos primeiros anos, de situacdes
problemadticas que envolvam raciocinios simples e que podem ser representadas por
expressoes ou modelos simples, de preferéncia baseados no uso de ferramentas
tecnolégicas que possam privilegiar o pensamento computacional. A medida que se
avanca na escolaridade as situagdes a estudar vao aumentando a sua complexidade,
necessitando de conexdes e raciocinios mais elaborados suportados em representagoes
que conduzam a uma maior abstracdo dos conceitos estudados.

Este grupo de discussao € sustentado na apresentacdo de seis comunicagdes e dois posters,
distribuidos pelos dois dias do Encontro. As capacidades matematicas transversais estdo
presentes nestas apresentagdes, com incidéncias diferentes, mas mostrando a sua
relevancia quer no processo de ensino quer na aprendizagem dos alunos. Globalmente,
constituem contributos para uma melhor compreensao das capacidades matematicas dos
alunos, da relacdo que se estabelece entre as acdes do professor e o desenvolvimento
dessas capacidades e de processos que poderdo favorecer praticas que contribuam para
esse desenvolvimento. Apresenta-se, em seguida, uma stimula das capacidades
matematicas transversais presentes nestas comunicagdes bem como as implicacdes que
as mesmas tém no desenvolvimento do processo investigativo.

O recurso a representacdes matematicas corresponde a uma das capacidades
fundamentais a desenvolver e € considerada por varios autores (p. e. Friedlander &
Tabach, 2001; Mainali, 2021) como fundamental para a compreensdo dos conceitos
matematicos. A utilizacdo de multiplas representacdes permite aos alunos compreender
ideias matematicas que nao tenham compreendido numa s6 representagdo (Friedlander &
Tabach, 2001; Rocha, 2016). Mainali (2021) refere diferentes tipos de representagdes: (i)
representacao grafica, (ii) representacdo numérica, (iii) representacdo algébrica e (iv)
representacdo verbal, admitindo que para apresentar uma ideia matemética possa ser
necessdrio usar mais do que uma representacdo e que a conexdo entre diferentes
representacdes é fundamental em Matematica.

Esta capacidade estd presente em varias das comunicagdes deste grupo de discussdo.
Gomes, Quaresma e Ponte procuram compreender como duas professoras preparam e
conduzem discussdes coletivas quando participam em estudos de aula e também na sua
pratica letiva posterior, considerando diferentes representagdes que os alunos podem usar.
Velez, Serrazina e Ponte analisam a prética de um professor do 1.° Ciclo do Ensino
Basico, estabelecendo uma relag@o entre as suas agdes e as representacoes utilizadas pelos
seus alunos na sala de aula. Mais especificamente, procura-se compreender a forma como
o professor gere a atividade dos seus alunos no que respeita a utilizacao e interpretacao
das representacOes utilizadas na sala de aula. Na comunicagdo de Martins e Martinho as
representacdes surgem como uma ferramenta de suporte a resolu¢do de problemas, nos
quais os alunos fizeram uso de todas as representacdes que tinham ao seu alcance.
Finalmente, Subtil e Domingos focam-se no desenvolvimento de representacdes
multiplas a partir de esquemas de uso e de esquemas de a¢do instrumentada que sdo
mobilizados pelos alunos.
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A resolugdo de problemas € outra das capacidades matematicas transversais, que de certo
modo pode desempenhar um papel central em todo o processo de ensino e aprendizagem
da matemaética. Considera-se que nesta capacidade estdo incluidas varias dimensoes, que
vao desde a forma como os problemas sdo representados, os significados da linguagem
matemadtica ou as formas como se conjetura e se raciocina. Os alunos devem ter
oportunidade de discutir com os colegas, com o professor, de argumentar, de criticar e de
interagir por forma a haver uma partilha de ideias matemdticas e de estratégias de
resolu¢do, podendo estas envolver o uso de diferentes processos de raciocinio. Desta
forma, esta capacidade acaba por ser geradora e integradora de outras, como o raciocinio,
a comunicacgdo, as conexdes € O pensamento computacional. A procura por um
entendimento comum sobre o que é um prolema nao tem sido uma tarefa facil, pelo que
deixamos aqui apenas uma ideia que remonta ao auge do desenvolvimento dos estudos
nesta temdtica — um problema ¢ uma situacdo com que uma pessoa se depara e para a
realizacdo da qual ndo tem um procedimento ou algoritmo que conduza a solucdo
(Kantowski, 1980).

A capacidade de resolugdo de problemas estd presente em praticamente todos os estudos
deste grupo de discussdo, no entanto em varios deles serve de veiculo para colocar em
acdo outras capacidades que lhe estdo associadas. No estudo de Martins e Martinho a
resolucdo de problemas € utilizada para discutir aspetos relacionados com a comunicagdo
matemadtica. No de Subtil e Domingos a resolu¢do de problemas serve de base ao
desenvolvimento do raciocinio € como promotora da comunicacdo matemaética. No de
Souza, Rodrigues e Ponte privilegia-se a capacidade de resolver problemas em estudos
de aula e na interpretacdo de informac¢do de natureza estatistica. Por ultimo, no estudo de
Velez, Serrazina e Ponte a resolu¢do de problemas também constitui o contexto para a
interpretacdo das representagdes utilizadas em sala de aula.

O raciocinio matemaético € outra das capacidades matematicas transversais a desenvolver
nos alunos. Raciocinar matematicamente € fazer inferéncias justificadas (Mata-Pereira &
Ponte, 2017) e envolve processos de raciocinio como classificar, conjeturar, generalizar
e justificar. O raciocinio matemadtico diz respeito a capacidade que um sujeito tem de, a
partir do acesso a informagao, conseguir interpretar e produzir conhecimento, através da
formulagdo, explicacdo, argumentacdo e justificacdo de conjeturas. O desenvolvimento
do raciocinio matemdtico dos alunos € uma das principais prioridades para a
aprendizagem da Matemadtica (Jeanotte & Kieran, 2017; Stylianides & Stylianides, 2009),
constituindo um aspeto central da literacia matemaética.

z

O raciocinio matemadtico é um tema particularmente focado por quatro dos estudos
apresentados neste grupo de discussdo. No estudo de Mendes, Delgado, Brocardo e Ponte
o objetivo € identificar e relacionar as acdes do professor que se focam no
desenvolvimento do raciocinio matematico durante a conducao da discussao coletiva de
uma tarefa. No de Subtil e Domingos também se procura que os alunos desenvolvam o
seu raciocinio através de tarefas de base tecnolégica de modo a consolidarem o seu
conhecimento matemdtico. No de Martins e Martinho € enfatizado o papel do raciocinio
quando os alunos resolvem problemas e precisam de partilhar as suas resolucdes.
Também o trabalho de Aguiar, Ponte e Mata-Pereira se centra no raciocinio matematico
em topicos algébricos, em particular no aspeto do uso da linguagem algébrica.

z

A comunica¢do matemadtica € outra das capacidades a desenvolver nos alunos. Esta
capacidade de comunicar matematicamente, oralmente ou através da escrita, contribui
para o desenvolvimento da literacia matemdtica (Martinho & Rocha, 2017). Um aluno
com uma menor literacia matematica podera enfrentar maiores dificuldades na
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organizacdo do seu discurso, o que impedird uma boa explicitacdo dos seus raciocinios.
Denota-se, deste modo, que a comunicacdo estd presente no desenvolvimento das
restantes capacidades tornando-se uma ferramenta primordial na sua evolugao.

Efetivamente, esta capacidade esta associada a todos os estudos apresentados neste grupo
de discussio, assumindo em alguns deles um lugar de destaque. E o caso do trabalho de
Martins e Martinho que se centra na comunicagao escrita dos alunos na resolucdo de um
problema matematico. No de Gomes, Quaresma e Ponte a comunicagdo é primordial para
a realizacdo das discussdes coletivas e no trabalho de Subtil e Domingos esta presente em
todo o processo de mediacdo semidtica.

O estabelecimento de conexdes matemdticas pode ser associado a possuir um
conhecimento profundo da matematica, envolvendo o ser-se capaz de estabelecer relagdes
entre diferentes ideias matemadticas, produzir e lidar com distintas representacdes de
ideias matemadticas, e raciocinar com diferentes ideias matemaéticas (Barmby, Harries,
Higgins, & Suggate, 2009). Neste sentido, varias das propostas de comunicacio presentes
neste grupo de discussao envolvem o estabelecimento de conexdes para expressar ideias
matemadticas, ainda que nenhuma das comunicacOes tenha como objetivo principal
investigar sobre o seu papel.

Relativamente ao pensamento computacional trata-se de uma capacidade matemaética
transversal introduzida, mais recentemente, nos documentos de orientacao curricular para
o ensino da Matematica. Também ela é fundamental para a constru¢do do conhecimento
matematico dos alunos, mas ainda tem pouca expressdo no contexto das investigacoes a
apresentar neste grupo de discussao.
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Resumo: No estudo apresentado nesta comunicagdo procuramos compreender como
duas professoras preparam e conduzem discussdes coletivas quando participam em
estudos de aula e também na sua pratica letiva posterior, considerando diferentes
representacdes que os alunos podem usar. A andlise das gravacdes video das aulas, das
gravacoes dudio das sessdes do estudo de aula e da entrevista em grupo focal sugere que
as professoras prepararam e conduziram discussdes coletivas durante o estudo de aula,
desafiando os alunos a explicarem as diferentes representacdes que usaram, e uma delas
continuou a conduzi-las depois do estudo de aula. Nas sessdes de planeamento, para
enriquecer a discussao coletiva, as professoras tiveram o cuidado de selecionar/elaborar
tarefas em que os alunos podiam usar multiplas representacdes. Quando conduziram a
discussao, selecionaram respostas com diferentes representagdes, incluindo respostas
incompletas ou com erros, como planearam, mas também respostas que ndo tinham
antecipado, e convidaram os alunos a apresentarem as suas respostas, desafiando-os a
explicé-las. Contudo, uma das professoras assumiu a explicacdo das respostas dos alunos
na aula de investigacdo que lecionou. Depois do estudo de aula, na sua prética, a outra
professora continuou a procurar envolver os alunos na discussdo, convidando-os e
desafiando-os a apresentarem e explicarem as suas representacdes e estratégias, dando
um papel central a representacdo algébrica.

Palavras-chave: Comunicacdo Matemadtica; Discussdao Coletiva; Ensino Secunddrio;
Estudo de Aula; Representacoes.

Abstract: In the study presented in this paper we aim to understand how two teachers
prepare and conduct whole-class discussions while they participate in lesson studies, and
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also in their subsequent teaching practice, considering different representations that the
students may use. The analysis of the video recordings of the lessons, of the audio
recordings of the lesson study sessions, and of the focus group interview suggests that the
teachers prepared and led whole-class discussions during the lesson study, challenging
the students to explain the different representations they used, and one of them continued
to lead these discussions after the lesson study. In the planning sessions, to enrich the
whole-class discussion, the teachers took care in selecting and designing tasks in which
the students could use multiple representations. When leading the discussion, they
selected answers with different representations, including incomplete answers or answers
with errors, as they had planned, but also answers they had not anticipated, and they
invited the students to present their answers, challenging them to explain them. However,
one of the teachers took over the explanation of the students' answers in the research
lesson she taught. After the lesson study, in her teaching practice, the other teacher
continued to seek to engage students in the discussion, inviting and challenging them to
present and explain their representations and strategies, giving a central role to the
algebraic representation.

Keywords: Lesson Study; Mathematical Communication; Representations; Secondary
School; Whole-class Discussion.

Introducao

No ensino e aprendizagem da Matematica é fundamental usar diferentes representagcoes
(Friedlander & Tabach, 2001; Mainali, 2021; NCTM, 2017), pois o seu uso ‘“tem
potencial para transformar a aprendizagem numa experiéncia significativa” (Rocha,
2016, p. 54). A utilizacdo de multiplas representacdes permite aos alunos compreender
ideias matematicas que nao tenham compreendido numa s6 representacdo (Friedlander &
Tabach, 2001; Rocha, 2016), escolher a representacao que preferem ou selecionar a mais
eficaz para resolver uma determinada tarefa (Mainali, 2021). E, pois, importante que os
alunos desenvolvam a competéncia para trabalhar com diferentes representagcdes
(Friedlander & Tabach, 2001) e para fazer a transicdo entre diferentes tipos de
representacdo (Mainali, 2021). Contudo, ndo é de esperar que eles desenvolvam
espontaneamente essa competéncia, precisando de ser incentivados a usar diferentes
representacdes (Friedlander & Tabach, 2001). Assim, € importante que os alunos
trabalhem em tarefas em que podem usar diferentes representacdes e seguir diferentes
estratégias, que depois podem apresentar e explicar aos seus colegas. No entanto, “ha um
escasso nimero de investigacdes que expliquem a escolha das representacdes para ensinar
e aprender Matematica” (Mainali, 2021, p. 18). Além disso, quando os alunos resolvem
tarefas em que podem usar diferentes representacdes, pode surgir uma variedade de
respostas, dificultando a tarefa do professor quando acompanha o trabalho auténomo dos
alunos ou quando os convida a apresentar e explicar as suas respostas durante a discussao
coletiva.

A condugdo de discussdes coletivas € um desafio aos professores (Kooloos et al., 2020;
Stein et al., 2008) e esse desafio € ainda maior para os professores do ensino secundario
que propdem tarefas cuja resolug@o envolve frequentemente um maior nimero de passos
do que aquelas que sdo propostas aos alunos do ensino bdsico. A participacdo dos
professores em estudos de aula, enquanto processo de desenvolvimento profissional
centrado na prética letiva, ¢ uma oportunidade para desenvolverem o seu conhecimento,
nomeadamente sobre o uso de representacdes € a comunicacdo em sala de aula (e.g.,
Murata et al., 2017; Quaresma & Ponte, 2016). Contudo, € também importante perceber
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o impacto que essa participacdo tem na sua pratica letiva posterior (Richit et al., 2021).
Assim, o estudo apresentado nesta comunicagdo tem como objetivo compreender como
duas professoras preparam e conduzem discussdes coletivas, quando participam em
estudos de aula e na sua prética letiva posterior, tendo em conta as diferentes
representacdes que os alunos podem usar. Pretendemos responder as seguintes questdes:
(1) Como as professoras preparam a discussao coletiva com base nas representacdes que
decidem usar ou que antecipam que os alunos possam usar? (ii) Como conduzem a
discussao a partir das representacoes usadas pelos alunos? e (iii) Que aspetos consideram
quando refletem sobre a conducao da discussao?

Enquadramento teérico
Estudo de aula

Origindrio do Japao, o estudo de aula € um processo de desenvolvimento profissional em
que os participantes planeiam colaborativamente uma aula, a aula de investigacdo, para
ajudar os alunos a ultrapassar um problema de aprendizagem que identificaram. Nas
sessOes de planeamento, os professores elaboram a tarefa a propor aos alunos, antecipam
representacoes que eles podem usar e estratégias que podem seguir. Antecipam também
dificuldades que os alunos podem ter e pensam em formas de os ajudar a ultrapassa-las.
A aula é conduzida por um dos professores, enquanto os outros a observam, focando-se
no trabalho desenvolvido pelos alunos. Depois da aula, com base nas suas observagdes,
os professores discutem o trabalho e as aprendizagens dos alunos e podem introduzir
alteracodes na tarefa ou no plano de aula, se necessario (Fujii, 2016; Quaresma & Ponte,
2016).

Representagoes matemdticas no ensino-aprendizagem de funcdes

A utilizacdo de multiplas representacdes € uma ferramenta importante no ensino e na
aprendizagem da Matematica, permitindo aos alunos uma melhor compreensdo dos
conceitos matematicos (Mainali, 2021; Rocha, 2016). Sobre os tipos de representacao
mais comuns, Mainali (2021) refere: (i) representacdo gréfica, onde inclui imagens,
diagramas, planos de coordenadas e outras representagdes que usem figuras; (ii)
representacdo numérica, onde se considera a apresentacdo de ideias ou conceitos
matematicos, organizados, ou ndo em listas ou tabelas; (ii1) representacdo algébrica,
usando simbolos ou férmulas; e (iv) representacdo verbal, onde inclui a utilizacdo da
linguagem oral e escrita. Acrescenta que para apresentar uma ideia matematica, pode ser
necessario usar mais do que uma representacdo e que a conexdo entre diferentes
representacdes ¢ fundamental em Matematica, proporcionando aos alunos ‘“maior
flexibilidade na resolucdo de tarefas matematicas” (Mainali, 2021, p. 16). Assim, é
importante que o professor proponha tarefas em que se possam usar diferentes
representacdes, mas também € importante que incentive os alunos a usarem diferentes
representacOes € que as use na sua pratica letiva (Mainali, 2021; Rocha, 2016). Contudo,
os professores podem ser tentados a selecionar apenas as estratégias e representagdes que
mais valorizam. No seu trabalho, Rocha (2016) analisou a pratica de uma professora no
ensino e aprendizagem de funcdes, com alunos de 15-17 anos, focando-se nas
representacoes que podem ser obtidas com a calculadora gréifica. Concluiu que a
professora usou sobretudo as representagdes grafica e algébrica, comecando a discussao
coletiva por uma delas, sem uma ordem particular, e que a representacdo tabelar foi
intencionalmente a representacdo menos usada. Comparando a pratica de duas
professoras num estudo de aula, Murata et al. (2017) concluiram que, na aula de
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investigacdo, uma delas conduziu a discussdo dando particular atencdo a um tipo de
representacdes e estratégias, enquanto a outra professora promoveu o uso de diferentes
estratégias e usou diferentes representagdes, partindo das explicagdes dos alunos.

Discussades coletivas

A comunicacdo é um elemento fundamental na aula de Matematica, seja ela oral ou
escrita, centrada no professor ou partilhada entre ele e os alunos. Além de o professor
propor tarefas que possam ser resolvidas usando diferentes representagdes e estratégias,
a investigacdo tem apontado a importancia de os alunos serem chamados a apresentar e
explicar as representacdes que usaram e as estratégias que seguiram para resolver a tarefa
proposta (Kooloos et al., 2020; Murata et al., 2017). A investigacao tem apontado também
a conducdo de discussdes coletivas como um desafio para o professor, que tem de
acompanhar o trabalho dos alunos e conduzir a discussdo para promover a aprendizagem
dos alunos (Murata et al., 2017; Stein et al., 2008). Stein et al. (2008) sublinham a
importancia de o professor preparar a conducdo desse momento da aula e sugerem que
antecipe as representacoes e estratégias que os alunos podem usar, que selecione as
respostas que considera importante discutir com a turma, decidindo a ordem pela qual
elas devem ser apresentadas, e que estabeleca conexoes entre as diferentes respostas, para
ir ao encontro do objetivo da aula. No entanto, os alunos podem usar representacoes e
estratégias que o professor ndo antecipou, cabendo-lhe decidir se deve inclui-las na
discussdao e como introduzir representacdes que nao tenham surgido durante o trabalho
autonomo dos alunos. Tem também de decidir se inclui na discussdo a exploracio de
respostas incompletas ou com erros, sem se afastar dos objetivos da aula. Para tomar essas
decisdes, o professor precisa de acompanhar o trabalho dos alunos e procurar perceber
como pensaram.

Nas suas interacdes com os alunos, o professor realiza diferentes acdes, com diferentes
propositos, procurando, por exemplo, fazé-los avangar na resolucio da tarefa ou leva-los
a explicar como pensaram. Centrando-se nas acOes do professor na condugdo de
discussodes coletivas, Ponte et al. (2013) organizam-nas em dois grupos distintos, um
relacionado com a gestdo da aprendizagem e outro com 0s tOpicos € processos
matematicos, no qual centram a sua atencao. Os autores identificam quatro tipos de acdes:
convidar, para levar os alunos a apresentar as suas estratégias de resolu¢do; apoiar/guiar
que procuram encaminhar os alunos na resolug¢do da tarefa; informar/sugerir, para
introduzir ideias na discussao ou validar respostas dos alunos; e desafiar, procurando que
seja o aluno a introduzir representacdes, interpretar e estabelecer conexdes, argumentar e
avaliar os argumentos dos seus colegas. Usando este quadro de analise num estudo que
realizaram, Ponte e Quaresma (2016) referem que as acdes de desafiar ocorrem sobretudo
em momentos de trabalho usando diferentes representagdes, ou em momentos em se
procura estabelecer conexdes, fazer generalizacOes e apresentar justificagdes. Na
introdugdo de conceitos e procedimentos, ocorrem sobretudo acdes de informar/sugerir
e de guiar.

Analisando também as acdes do professor na conducdo de discussdes coletivas, Kooloos
et al. (2020) organizam-nas em quatro categorias: (i) acOes divergentes, em que o
professor convida um ou vdrios alunos a participar, pede-lhes que expliqguem ou
clarifiguem as suas ideias e faz-lhes perguntas sem lhes apontar a direcdo a seguir; (ii)
acdes convergentes, em que € o professor que assume o controlo das ideias que sdo
discutidas, descartando ou reformulando as ideias dos alunos, explicando, ou fazendo
perguntas apontando-lhes a direcdo a seguir; (iii) acdes de encorajamento, para
incentivar os alunos a continuar a sua explicacao; e (iv) acoes de regulacdo, relacionadas
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com a gestdo da comunicacdo. Os autores propdem ainda oito agdes dos alunos:
apresentar etapa(s) da resolugdo, responder de forma ambigua, explicar, comentar uma
resolucdo, responder parcialmente, intervir por sua iniciativa, reagir (de forma breve) a
uma pergunta e questionar. O primeiro autor do estudo colaborou com uma professora
que lecionava o ensino secunddrio, no planeamento de quatro aulas, focando-se na
conducdo de discussdes coletivas. Comparando a forma como a professora conduziu a
discussdo nessas aulas, os autores referem que, com o passar do tempo, a professora
passou a incluir respostas incompletas ou com erros na discussdo, usando menos acoes
convergentes e dando mais oportunidades aos alunos para explicarem as suas respostas.

Metodologia

Esta investigacdo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen,
1994), partindo do trabalho de trés professoras com mais de 25 anos de servigo em dois
estudos de aula, que decorreram na sua escola. A primeira autora do artigo, que ja tinha
trabalhado com as professoras em diversos momentos, conduziu os estudos de aula,
assumindo também o papel de participante.

No primeiro estudo de aula, que decorreu entre novembro de 2019 e fevereiro de 2020,
participaram Sofia, Branca e Luz. As professoras lecionavam a disciplina de Matemética
A a turmas do 11.° ano (alunos com 16/17 anos) e decidiram planear aulas no dominio
“Fungdes reais de variavel real”, promovendo o uso de multiplas representagdes. Para a
primeira aula, lecionada por Branca e Sofia nas suas turmas, decidiram elaborar uma
tarefa para iniciar o estudo do sinal de fun¢des racionais. Na sequéncia deste trabalho,
planearam uma nova aula que foi lecionada pelas trés professoras nas suas turmas. Neste
caso, elaboraram uma tarefa com problemas envolvendo a determinacao de intervalos de
monotonia e extremos de funcdes reais de variavel real, aplicando a nocao de derivada.
Depois deste estudo de aula, ndo foi possivel observar aulas das professoras devido ao
encerramento das escolas.

Entre setembro e novembro de 2020, duas das professoras, Sofia e Luz, participaram num
outro estudo de aula. Elas planearam duas aulas para o dominio “Probabilidades”,
lecionadas por cada uma delas nas suas turmas, com alunos do 12.° ano. Depois do estudo
de aula, entre abril e maio de 2021, apenas foi possivel observar aulas de uma das
professoras, Sofia, quando ela lecionou aulas no dominio “Funcdes reais de variavel real”.

Em ambos os estudos de aula, as professoras decidiram dar atencdo a comunica¢ao em
sala de aula, por ser uma capacidade matemadtica transversal ao curriculo e um assunto
muito discutido no seu grupo curricular. Sofia e Luz observaram todas as aulas de
investigacdo, dando particular atencdo a aspetos que tinham sido previamente discutidos,
como erros e dificuldades dos alunos e aspetos surpreendentes nas suas respostas ou
explicacdes. Depois de cada uma das aulas, as professoras reuniam para refletir sobre o
que tinham observado, alterando o plano de aula ou a tarefa, se necessério.

A recolha de dados incluiu recolha documental (tarefas e planos de aula), gravacdo dudio
das sessoes e das entrevistas semiestruturadas (em grupo focal, no fim do primeiro estudo
de aula e a cada uma das professoras, no fim do segundo). Incluiu também gravacao dudio
e video de aulas (GV), durante e ap6s o estudo de aula. Foram pedidas as autoriza¢des
necessdrias para a recolha de dados e os nomes das participantes e dos alunos sdo
pseudonimos. Dando particular atencdo ao uso de representacdes no ensino e
aprendizagem de fung¢des, para este artigo, seleciondmos momentos das conversas entre
as professoras nas sessdes do estudo de aula conduzido em 2019/20 (Sx), nas reflexdes
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poés-aula (R1.x e R2.x) e nas entrevistas (E), onde foram discutidas a preparacdo de
discussdes coletivas. Como Sofia e Luz participaram em ambos os estudos de aula,
seleciondimos momentos representativos da forma como elas conduziram discussdes
coletivas na segunda aula que planearam. Seleciondimos também momentos de uma das
aulas lecionadas por Sofia depois do segundo estudo de aula.

Para analisar as acdes das professoras na conduc¢do das discussdes coletivas, partimos do
quadro propostos por Ponte et al. (2013). Num segundo momento, analisimos os dados
usando o quadro proposto por Kooloos et al. (2020), procurando perceber se as agdes das
professoras seriam sobretudo convergentes ou divergentes. Num terceiro momento,
procuramos relacionar as acdes propostas em ambos os quadros, resultando nas a¢cdes da
Figura 1.

Convidar
Convidar os alunos
Convidar um aluno

Perguntar sem apontar a

direcdo
Apoiar/Guiar ‘
Reformular —) :
Perguntar apontando a Infogmar/ Sugerir

dire cdo esclc.lrtar
Encorajar Explicar
Confirmar

l Desafiar !

Pedir explicagdes
Pedir clarificacoes

Figura 1. Acdes do professor na condugao de discussdes matematicas (adaptado de Ponte et al.
(2013) e de Kooloos et al. (2020)).

Consideramos que, quando o professor realiza acdes de convidar ou desafiar os alunos,
incentiva-os a explicar como pensaram e conduz a discussdo a partir das ideias destes
(acdes divergentes). Quando o professor faz uma agao de convidar, pode dirigir o convite
a um aluno ou a vdrios alunos ou fazer-lhes uma pergunta sem lhes apontar a dire¢do
que podem seguir. Quando os desafia, o professor pode pedir-lhes explicacdoes ou
clarificagbes. Centrando em si a condugdo da discussado (agdes convergentes), o professor
pode realizar a¢des de informar, explicando ou descartando o que o aluno disse, ou pode
apoid-lo ou guid-lo, reformulando algo que ele disse, fazer-lhe uma pergunta apontando
a dire¢do que pode seguir ou encorajd-lo a continuar a sua explicagcdo. Embora o nosso
foco sejam as acOes das professoras, analisdmos também as ac¢des dos alunos usando o
quadro proposto por Kooloos et al. (2020).

Resultados
Tarefa 1 — Partir da representacdo algébrica

No planeamento da primeira aula, Sofia propos uma tarefa onde indicava aos alunos as
representacoes que deveriam usar: algébrica, grafica e uma tabela onde pudessem
relacionar os sinais dos polinédmios do numerador e do denominador com o sinal do
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quociente. Pensando no trabalho que esperavam que os alunos fizessem, as professoras
discutiram se deveriam alterar o enunciado da tarefa e decidiram escrever apenas

. . X+3 ~ . ~
“Resolve, em R, a condicio > 0”, para ndo limitarem as representacdes que eles

poderiam usar e as estratégias que poderiam seguir, enriquecendo a discussao coletiva.
Anteciparam as representacdes que os alunos poderiam usar, mas também erros que eles
poderiam cometer. Para os apoiar, decidiram incentivd-los a confrontarem vdrias
representacoes, nomeadamente a algébrica e a grafica: “era interessante eles irem
primeiro ao grafico e depois eles proprios pensarem: ‘Porque € que estdo a surgir solugdes
que ndo tinham obtido com x +3 > 0 Ax — 2 > 0?°” (Sofia, S5).

As professoras decidiram comegar a discussdo coletiva usando a representacdo grafica.
Depois, antes de ser apresentada uma representacdo algébrica correta, selecionariam
alunos que usassem representacdes algébricas incompletas ou com erros, pedindo-lhes
que explicassem como ultrapassaram as suas dificuldades para ajudar outros alunos a ndao
cometer o mesmo erro: “Mostra [aos teus colegas] para percebermos o que ¢ que esta
errado” (Branca, S5). Por fim, seria apresentada uma resolu¢do com recurso a uma tabela
como a da Figura 2, por ser uma estratégia que os alunos podiam usar para determinar
sinais do quociente ou do produto. Caso os alunos ndo usassem alguma destas
representacdes, as professoras desafiariam os mais rapidos a usé-las.

Na aula que lecionou, Sofia conduziu a discussdo como planeado. Depois de convidar um
aluno a apresentar e explicar a resolucao usando uma tabela, convidou outra aluna a fazer
um esboco da representacdo graficade y = x + 3 e de y = x — 2 junto a tabela (Figura
2).

Figura 2. Tabela desenhada pelos alunos no quadro.

Sofia: O que € que estd a fazer entdo a Iné€s? (perguntar sem apontar a diregcdo)

Inés: Como nés sabemos que 0 —3 e o 2 sdo os zeros das funcdes, e as fungdes
tém declive positivo, entdo nds desenhamos a reta com declive positivo
[aponta para o esbogo das retas que desenhou] e com zero no 2 e no —3.
E, a partir daqui, ja conseguimos tirar os sinais. (explicar)

Sofia: Exatamente. (confirmar) Porque se trata de uma fungdo (...) y = x + 3
¢ uma fungdo (...) cuja representacdo grafica ... (perguntar apontando a
direcdo)

Virios alunos: E uma reta.

Sofia: E uma reta. (confirmar) Com declive... (perguntar apontando a direcdo)
(GV)

Este segmento continuou com a professora a guiar os alunos (perguntar apontando a
direcdo), certificando-se que todos compreendiam como o esbo¢o das representagdes
graficas os podiam ajudar a completar a tabela. Em todas as intervencoes, as acdes de
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perguntar apontando a diregcdo levaram os alunos a reagir (de forma breve) a uma
pergunta.

Na reflexdo pds-aula, as professoras referiram que, tal como anteciparam, sugerir aos
alunos o confronto entre a representacdo grafica e a algébrica ajudou-os a identificar e a
corrigir o erro que cometeram. Valorizaram a clareza das explicacdes que os alunos
deram e referiram que eles perceberam que poderiam usar diferentes representagcdes para
resolver a tarefa e seguir vdrias estratégias para escrever os sinais na tabela:

Luz: Mas ele disse ali uma coisa que era importante: porque € que foram
calcular os zeros. (...) ele até fez os gestos! Onde € que a fungdo estava...
acima ou abaixo [do eixo dos xx]. (...) Aquela miuda [que] foi fazer os
desenhos das retas com os declives, eu acho que isso também consolidou
o que ele ja tinha dito.

Sofia: Exato, exato. No fundo, [ele] estava a tentar explicar os mais € 0s menos
por substitui¢do. E depois ela foi 14 (...) dar outra perspetiva. (R1.2)

Tarefa 2 — Escrever a representacdo algébrica e partir da representacdo grdfica

Na segunda aula, as professoras decidiram propor aos alunos uma tarefa que envolvia a
construgdo de caixas sem tampa a partir de uma folha de papel, cortando quatro quadrados
de lado x, um em cada canto da folha. Depois de observarem a primeira aula, sentiram
necessidade de continuar a incentivar os alunos a usar a representagdo grafica: “Uma
coisa que eu tenho que insistir ainda mais com eles... € trabalhar mais com a calculadora.
(...) fazerem o grafico para terem uma ideia (...) Mas eles estdo um bocadinho renitentes
em usar a calculadora e saber estudar o grafico” (Luz, S10). Assim, decidiram pedir
explicitamente aos alunos para representarem graficamente a funcdo V, que relacionava
a medida da altura da caixa com o seu volume, ¢ a sua fun¢do derivada, V' (Figura 3),
depois de eles escreverem a expressao algébrica das fungdes.

Com uma folha de papel podemos facilmente construir uma caixa sem tampa, cortando quatro
quadrados congruentes, um em cada canto da folha, com ilustram as figuras:

=

Partindo de uma folha com 16 cm de largura e 21 cm de comprimento, seja x o valor do comprimento
do lado do quadrado que retiramos em cada canto.

Desta forma € possivel fazer caixas de varios tamanhos.

1.1. Escrevam a expressdo algébrica da fungdo V que da o volume da caixa em fungdo de x.
1.2, Determinem a expressdo algébrica de V', funcdo derivada de IV,

1.3, Recorrendo a calculadora grafica, representem no mesmo referencial os graficos das fungdes IV e
-LI,-r
Procurem estabelecer uma relagio entre o sinal de V' e a monotonia de V.

1.4. Determinem o valor de x para o gual o volume da caixa é maximo.

Qual é o valor de V' nesse ponto?

Figura 3. (Parte da) tarefa elaborada pelas professoras.
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Pensando nas representacdes que os alunos podiam usar para responder a questdo 1.3, as
professoras consideram que usar uma tabela onde registavam a variagdo de sinal de V' e
a monotonia de V os ajudaria a organizar a informacdo e precisavam de decidir se
deveriam colocéd-la no enunciado. Luz explicou porque, na sua opinido, deveriam incluir
a tabela no enunciado para os alunos completarem, argumentando que essa representacao
seria util no 12.° ano, quando os alunos tivessem de relacionar a derivada de segunda
ordem com o sentido da concavidade do grafico de uma fun¢do. Considerando que isso
poderia uniformizar as representacdes que poderiam surgir, as professoras decidiram ndo
incluir uma tabela no enunciado, mas, se os alunos nido a usassem, elas iriam introduzi-la
durante a discussao.

As professoras discutiram também as respostas que poderiam selecionar e como as
poderiam sequenciar para a discussdo coletiva. Decidiram incluir respostas com erros,
nomeadamente nas questdes 1.1 e 1.2, e, quando os alunos fossem apresentar o seu
trabalho, iriam pediam-lhes que explicassem como tinham corrigido os seus erros, tal
como tinham discutido no planeamento da primeira aula. Para as questdes 1.3 e 1.4,
decidiram comecar por alunos que usassem a representacao verbal, seguida de alunos que
usassem tabelas.

Quando acompanhava o trabalho dos alunos na aula que lecionou, Sofia percebeu que
varios usaram a representacdo verbal e/ou uma tabela para estabelecer uma relacdo entre
a monotonia da funcdo V e o sinal da sua derivada, como tinha sido antecipado. Decidiu
comecar a discussdo coletiva convidando um aluno que usou uma representacao grafica
das fungdes V e V', a representagdo verbal e duas tabelas (Figura 4).

4.
)

- / “ ]
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Figura 4. Resposta registada por um aluno no quadro.

Sofia: Quer explicar o que escreveu? (perguntar sem apontar a direcdo)

Pepe: Quando o dominio € de 0 a 8, quando o volume aumenta, ou seja, a
monotonia da fungdo € crescente, a funcdo da sua derivada vai ser com
sinal positivo. Quando cresce, o sinal € positivo. (responder parcialmente)

Sofia: Exatamente. (confirmar) E podemos ainda tirar conclusdes sobre o que
acontece ao valor da fun¢do e da sua derivada no [ponto x=] 3. O que é
que acontece? (pedir explicacoes)

Pepe: E zero na sua derivada e o volume vai ser maximo. (responder
parcialmente)

Sofia: O zero da derivada vai corresponder a um méaximo da funcdo volume,
exatamente. (reformular) (GV)

Depois da primeira intervengdo do aluno, Sofia desafiou-o a completar a sua explicacao
e terminou reformulando a resposta dada. A discussdo continuou com a professora a
convidar outra aluna a escrever a sua resposta no quadro, usando uma tabela idéntica a
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da Figura 5, com x €]0, 8], e informou que “a partir de agora, quando estivermos a estudar
a monotonia de uma fun¢do, vamos olhar para o sinal da derivada e vamos fazer um
quadro como esta a fazer a Bianca” (Sofia, GV).

Na aula lecionada por Luz, os alunos usaram representacdes idénticas, incluindo tabelas.
Alguns consideraram uma fungdo V definida no conjunto dos nimeros reais (Figura 5).
Esta questao foi explorada pela professora no momento de discussao:

| Y
| V1 |

—————

Figura 5. Resposta de um Grupo de Alunos Registada no Quadro.

Luz: Esta tabela estd bem [no contexto do problema]? (perguntar sem apontar
a direcdo)

Frederico: Nao. (...) [A tabela] estd de —oo a +00 e o problema € s6 de 0 a 8
aberto. (explicar)

Luz: Muito bem. (confirmar) Entdo o que é que teriamos aqui de alterar?
(convidar os alunos)

Frederico: O 0 e 8, em vez do —oo e do +0o. (responder parcialmente)

Luz: [A professora altera a tabela] Entdao o meu volume era maximo quando o
x era 3, certo? (explicar) (GV)

De forma diferente do que aconteceu nas aulas anteriores, Luz assumiu a explicacao das
respostas que os alunos escreveram no quadro. No entanto, procurou envolvé-los no
momento de responder as questdes da tarefa, tendo em conta o contexto apresentado.
Depois de perguntar a Frederico se a resposta estaria correta, a professora faz-lhe outra
pergunta, alterou a resposta no quadro de acordo com a resposta do aluno e terminou
informando os alunos da necessidade de apresentarem uma resposta no contexto da tarefa.

Quando refletiram sobre as explica¢des dos alunos e as aprendizagens que eles fizeram,
Luz falou sobre os alunos que fizeram a tabela considerando o conjunto dos ndmeros
reais. Sofia acrescentou que o facto de eles apresentarem e explicarem o seu trabalho a
turma € uma oportunidade para enriquecer as representacdes que podem usar:

Um deles disse: “Professora, eu ndo posso fazer esse trabalho no fim? (...)
Primeiro penso na fun¢do e depois penso no contexto do problema.” (...)
fazerem o estudo completo e depois intersetarem com o dominio, ou entdo logo
a partida contextualizar. Terem a nocdo que podem fazer das duas maneiras.
Esses alunos ficaram com essa nocao porque fizeram no lugar de uma maneira
e os colegas foram apresentar de outra. (Sofia, R2.3)

Na entrevista, refletindo sobre o que a levou a assumir a condug¢@o da discussdo na sua
aula, Luz apontou a necessidade de o discurso da sala de aula ser o mais claro possivel
embora, em varios momentos do estudo de aula, tenha valorizado a clareza das
explicacdes dos alunos. Em particular, recordou um episédio de uma aula que lecionou:
“Eu estava ali no quadro cheia de explicagdes (...) Houve um [aluno] que disse:
‘Professora, eu posso ir ao quadro?’ (...) L4 foi... 14 no portugués deles... e os outros:
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‘Ah Professora! E isso? Ah! Entdo ja esta... ja percebi’ (E). Contudo, Luz voltou a referir
a necessidade de o discurso ser claro e matematicamente correto e acrescentou: “Pela
corre¢do da linguagem que estamos obrigados sempre a ter, ndo ¢? (...) Quando queremos
ser nos [a explicar] ... é [como] por a pontuagdo no sitio certo” (E).

Tarefa 3 — Partir de uma representacdo verbal

Para esta aula apds o estudo de aula, Sofia selecionou uma tarefa onde era usada a
representacao verbal, apoiada por uma figura (Figura 6). Antecipou que os alunos podiam
resolvé-la por tentativas, podiam usar uma representacdo algébrica e a definicdo de
logaritmo de base 2 ou usar uma representacao gréfica.

Depois de os alunos lerem a tarefa, Sofia usou uma folha de papel em que fez algumas
dobras, procurando que eles a compreendessem. As restrigdes a circulacdo em sala de
aula, impostas pela pandemia, dificultaram-lhe a monitorizacdo do trabalho dos alunos e
a selecdo e sequenciacdo de respostas para a discussao coletiva. Deu inicio a discussao,
comecando por informar que no enunciado, “ndo ¢ dada uma expressao que nos dé a
altura que vamos obtendo em func¢do do nimero da dobragem” (gravacao video da aula).
Enquanto se dirigia ao quadro para registar as respostas dos alunos, enquanto eles as
explicavam, acrescentou: “Que expressdo serd essa entdo? A que expressdo ¢ que
chegaram para representar o numero de dobragens?” (perguntar apontando a direcdo)
(GV).

Uma folha de papel A4 de 80 g/m? tem de espessura £ = 0,1 mm.

Imagina que tens uma fita muito comprida feita desse papel. Dobrando a fita aoc meio pela primeira vez,
teremos o dobro da espessura (2E = 0,2 mm), como a figura mostra. Dobrando novamente a fita, apos a
segunda dobragem a espessura do papel atingira 0,4 mm e assim sucessivamente.

Supe entdo gue tinhas uma tira de papel gigantesca e gue a podias dobrar tantas vezes quantas quisesses.

Quantas dobras seriam necessarias para gue a espessura do papel atingisse o valor mais aproximado possivel
da distancia da Terra a Lua?
Mota: a distancia da Terra a Lua é aproximadamente igual a 384 400 km.

Figura 6. Tarefa proposta por Sofia.

Martim interveio:

Martim: 0,1 X 2™, (reagir (de forma breve) a uma pergunta)

Sofia: 0,1 X 2™ [escrevendo no quadro] Entdo explique 14... [e acrescenta] em
que n representa o nimero de dobragens. (pedir explicacoes)

Martim: Basicamente, € a espessura inicial que se tem na folha e o 2" consiste
no numero de dobragens que se vai tendo. Para o caso de ndo haver
nenhuma dobragem, fica 2° que € 1 e entdo [a espessura] fica 0,1. Se
houver uma dobragem fica 0,1 X 2 que € 0,2. Se houver 2 [dobragens]
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vai ficar 0,1 X 22 e no total fica 0,4 e vai sempre dobrando o ndmero.
(explicar)

Sofia: Exato. Como é sempre a dobrar, aparece entdo a expressdo 2™, ndo é
verdade? (confirmar)

Martim: E o n ¢é natural (...) e inclui o 0. (apresentar etapa(s) da resolucdo)
(GV)

Desta forma, a professora guiou os alunos, sugerindo-lhes o uso da representacio
algébrica e desafiou Martim a explicar como pensou para escrever u, = 0,1 X 2™. De
seguida, voltou a guiar os alunos:

Sofia: Se eu quisesse por isto como progressao geométrica, (...) como € que
ficaria o termo geral? (...) (perguntar apontando a direcdo)

Lisa: E igual, stora. (intervir por sua iniciativa)

Sofia: Mas escreveu de forma, diferente, ndo escreveu? (pedir explicagoes)

Lisa: Sim, mas depois de simplificar, vai dar ao mesmo. (reagir (de forma
breve) a uma pergunta)

Sofia: E. Mas como é que fez? (perguntar sem apontar a direcdo)

Lisa: u, ia ser 0,2. (apresentar etapa(s) da resolugdo)

Sofia: Que corresponde a primeira dobragem, ndo é? (reformular)

Lisa: Depois a razdo era 2. Ficava 0,2 X 271, (apresentar etapa(s) da
resolucdo)

Sofia: Isto corresponde exatamente ao termo geral de uma progressao
geométrica, ndo €? O termo geral de uma progressdo geométrica é dado
por... (perguntar apontando a dire¢do)

Lisa: u; X v (reagir (de forma breve) a uma pergunta)

Sofia: (...) Mas esta [aponta para 0,1 X 2™] acaba por ser mais intuitiva, ndo é?
(...) Mas sdo iguais [0,1 X 2"e 0,2 X 2""1)], ndo é? Se simplificarmos
0,2 X 21 estava a dizer a Lisa... diga l4... (perguntar apontando a
direcdo)

Lisa: Fica-se com 0,2 X % X 2™ .. fica 0,2 X %que da 0,1 e, portanto, 0,1 X 2™,
(explicar) (GV)

Neste segmento, a professora usou sobretudo agdes convergentes, comeg¢ando e
terminando a interacdo com a aluna com essas acdes. No entanto, Sofia conseguiu que
Lisa explicasse a forma como pensou, desafiando-a a explicar por que “depois de
simplificar, vai dar ao mesmo” e guiando-a quando ela foi apresentando as vdrias etapas
da sua resposta. Questionada sobre o facto de os alunos nao terem usado a representacao
grafica nem ela a ter introduzido, Sofia referiu:

A verdade € que agora acabamos por privilegiar estas resolu¢des em que eles
usam a expressdo da funcdo ou termo geral da sucessdo... porque no exame
[nacional] € sobretudo isto que eles terdo de fazer, nao é? Muitas vezes até diz
para eles ndo usarem a calculadora gréfica... e eles t€ém de saber fazer estes
procedimentos (Reflexdo pés-aula).

Deste modo, embora sabendo que os alunos poderiam ter usado outras representacdes, a
professora conduziu a discussdo selecionando aquelas que, no seu entender, lhes
poderiam ser tteis para responderem as questdes do exame nacional.
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Conclusao

Nas sessoes de planeamento do estudo de aula, as professoras elaboraram as tarefas de
modo a ndo limitarem as representagcdes que os alunos podiam usar, para enriquecer 0s
momentos de discussdo coletiva. Para preparar a discussdo, anteciparam as
representacdes que esperavam que eles usassem e discutiram como poderiam sequenciar
as respostas dos alunos para a discussdo coletiva, pensando no trabalho e nas
aprendizagens que eles deveriam fazer, como sugerem Stein et al. (2008) e discutiram
também a importancia de incluir respostas com erros. Anteciparam ainda dificuldades
que poderiam emergir no trabalho auténomo dos alunos e, para os apoiar sem uniformizar
as suas respostas, decidiram desafid-los a confrontar diferentes representac¢des. Depois do
estudo de aula, Sofia também selecionou uma tarefa que os alunos podiam resolver
usando diferentes representagdes e antecipou representagdes que eles poderiam usar, mas
optou por basear a discussao coletiva na representacao algébrica.

Nas aulas de investigacdo, as professoras conduziram as discussdes coletivas usando
diferentes representacdes, iniciando-as também por diferentes representacoes, tal como
refere Rocha (2016), e deram particular aten¢do ao uso de uma tabela, por considerarem
que essa representacdo ajudaria os alunos a resolver outras tarefas. Sobre as acOes das
professoras na conducao desse momento da aula, de forma diferente do que consideramos
na Figura 1, as acdes de perguntar sem apontar a direcdo nao foram usadas apenas para
desafiar os alunos, mas também para os convidar a participar na discussdo. Os segmentos
que apresentdmos comecaram com uma a¢ao de convidar, seguidas de acoes de desafiar,
tal como referem Ponte et al. (2013) e Ponte e Quaresma (2016). Além disso, tal como
referem Ponte e Quaresma (2016), as acOes das professoras nao seguiram um padrdo: as
acoes de convidar podem ser seguidas de acdes de desafiar (tarefa 2 e 3) ou
informar/sugerir (tarefa 2), por exemplo. No entanto, nos segmentos referentes a tarefa
3, as a¢oes de convidar ndo se seguiram ac¢des de apoiar nem sugerir, de forma diferente
do que referem Ponte et al. (2013).

Refletindo sobre as aulas, Luz apontou a falta de rigor na linguagem usada pelos alunos
como constrangimento a condugdo de discussdes coletivas, mas valorizou a clareza da
explicacdo de um aluno numa aula lecionada por Sofia e partilhou um episédio de uma
aula que lecionou em que as explicacdes de um aluno foram mais claras para alguns
colegas do que o estavam a ser as suas explicacdes. Sofia mostrou preocupagcdo em
preparar os alunos para responder as questdes de exame nacional como uma limitacdo ao
uso de diferentes representacdes no 12.° ano, mas referiu a discussao coletiva como uma
oportunidade para os alunos alargarem o leque de estratégias e representacdes que podem
usar.

No estudo de aula, as professoras puderam, assim, desenvolver o seu conhecimento sobre
o uso de mudltiplas representacdes, em particular durante a condugdo de discussdes
coletivas, reconhecendo as potencialidades desse momento da aula para promover a
aprendizagem dos alunos. Depois das discussdes em torno da primeira tarefa que
elaborou, Sofia mostrou preocupacdo em propor tarefas que dessem aos alunos a
possibilidade de usarem diferentes representacdes, durante e apds o estudo de aula.
Quando conduziram as discussdes a partir das diferentes representacdes que os alunos
usaram, fizeram-no de forma diferente, como no estudo de Murata et al. (2017): Luz
assumiu a explicacdo das respostas dos alunos, mas procurou envolvé-los na altura de
responder as questdes da tarefa, e Sofia conduziu as discussdes desafiando os alunos a
apresentar e explicar as representacdes que usaram, tanto durante como apds o estudo de
aula.
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Como referem Kooloos et al. (2020), aprender a conduzir discussdes coletivas é um
processo complexo e que requer tempo, pelo que este € um aspeto a que continuard a ser
dada atencdo em futuros estudos de aula. Em futuras investigacdes, pode também ser
importante continuar a observar aulas das professoras depois do estudo de aula, para
perceber se propdem tarefas em que os alunos possam usar diferentes representacdes, se
incluem momentos de discussdo coletiva e como os conduzem, quais as potencialidades
que lhe reconhecem para promover a comunicagdo matemadtica e a aprendizagem dos
alunos e os constrangimentos que identificam.
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Resumo: Nesta comunicacdo analisamos a prética de Ricardo, um professor do 1° Ciclo
do Ensino Bésico (CEB) a lecionar o 3.° ano de escolaridade e procuramos estabelecer
uma relacao entre as suas agdes e as representacdes utilizadas pelos seus alunos na sala
de aula. Daremos um maior enfoque na interacdo entre alunos e professor durante a
resolucdo de problemas na sala de aula. Assim, pretendemos compreender de que forma
Ricardo explora uma tarefa na sala de aula, focando a nossa anélise no modo como gere
a atividade dos seus alunos no que respeita a utilizacdo e interpretacdo das representagdes
utilizadas na sala de aula. Os dados foram recolhidos através da gravacdo video e dudio
das aulas e posteriormente foram analisados através de anélise de contetdo. Os resultados
indicam que o professor altera as suas representacoes, acoes € questionamento consoante
a atividade dos alunos e as dificuldades que parecem sentir. Paralelamente, o0 momento
de Discussdo coletiva parece ser aquele em que se verifica uma maior dindmica na
alteracdo de agdes e questionamento do professor. De forma geral, Ricardo gere a
atividade dos seus alunos de forma a promover o uso e interpretacdo de diferentes
representacdes. Para isso, o professor adapta as suas representacdes, acdes e tipos de
questionamento.

Palavras-chave: Acdes do Professor; Pritica do professor; Questionamento;
Representagdes; 1.° ciclo.

Abstract: In this paper we analyse the actions and questioning of Ricardo, a Grade 3
teacher, and how it relates with pupils' representations. We focus our analysis on pupils'
and teacher interaction during problem solving in the classroom. Therefore, we aim to
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understand how the teacher manages his pupils' use and interpretation of representations.
Data were collected through audio and video recordings and later analysed through
content analysis. Results show that the teacher changes his actions, questioning and
representations according to pupils' activity and difficulties. Additionally, whole group
discussion seems to be the moment where there is a more dynamic change of teacher's
actions and activity. Overall, Ricardo manages his pupils' activity in order to promote the
use and interpretation of different representations. For that purpose, the teacher adapts
his own representations, actions and questioning.

Keywords: Elementary school; Questioning; Representations; Teacher's Actions;
Teacher's Practice.

Introducao

Quando falamos em representacdes, referimo-nos ndo sé ao produto que resulta da
representacio, mas também ao processo de representar (NCTM, 2007). Para além da
abrangéncia da nocdo de representacdo, todo o sistema representacional € bastante
complexo, na medida em que para além do estabelecimento de conexdes entre as
diferentes representacOes, cada representacdo pode estar relacionada com diferentes
conceitos e paralelamente, um conceito pode ter varias representacdes (Goldin (2008).
Assim, na sala de aula, o papel do professor € crucial, influenciando os alunos
relativamente ao uso e interpretacdo das representacdes (Stylianou, 2010). Nesse sentido,
varios autores recomendam o recurso a vdrios tipos de representacdes na sala de aula de
forma a promover a utilizacdo e compreensao das diversas representacdes (NCTM, 2007;
Tripathi, 2008). Nesta comunicacdo, pretendemos compreender de que forma Ricardo
explora uma tarefa na sala de aula, focando a nossa andlise no modo como gere a atividade
dos seus alunos no que respeita a interpretacao das representacdes por eles utilizadas.

Representacoes e pratica dos professores

Tendo em conta o papel essencial que ocupam na compreensao e na aprendizagem dos
alunos (NCTM, 2007), as representacOes t€m sido objeto de estudo de varios autores. Por
exemplo, Tripathi (2008) indica que uma representacao é uma constru¢do mental ou fisica
que descreve ndo s os aspetos estruturais de um conceito, mas também as inter-relacoes
que estabelece com outros conceitos. Refere ainda que as representacdes permitem
interpretar, comunicar e discutir as nossas ideias com os outros. No mesmo sentido,
Goldin (2008) define representacdo como algo que representa alguma coisa, de alguma
forma e refere-se também a rede de sistemas representacionais, em que cada
representacdo matematica estd integrada num sistema representacional préprio, com
regras, significados e normas aceites por um certo grupo social. Este autor indica que a
compreensdo da complexidade dos sistemas representacionais se vai tornando cada vez
mais dificil, pois através de uma representacdo, podemos estabelecer conexdes com
outras representacdes e com diferentes significados. Por esta razdo, o desenvolvimento
dos sistemas representacionais de cada aluno ocorre de forma lenta e progressiva. Assim,
torna-se essencial a comparacdo e o estabelecimento de conexdes entre novas
representacoes € as representagdes que ja conhecemos e aprendemos a utilizar. Por essa
razdo, Goldin (2008) e Goldin e Shteingold (2001) alertam para o facto de, apesar de
conhecermos uma representacdo em determinado contexto, podermos sentir dificuldade
em compreender o significado que lhe esta atribuido num contexto diferente.

80



EIEM 2021

Na sala de aula, durante o processo de aprendizagem do sistema representacional, os
professores sdo agentes facilitadores, através das decisdes que tomam, das prioridades
que definem, dos planos de a¢do que formulam e da forma como operacionalizam estes
planos (Schoenfeld, 2000). Consequentemente, as tarefas que propdem aos alunos t€ém
também um papel fundamental. Thomas, Mulligan e Goldin (2002) recomendam que as
tarefas propostas aos alunos permitam: (i) o contacto e o recurso a diferentes
representacdes matematicas; (ii) a consciencializacdo sobre a transformacdo de
representacoes matematicas; e (iii) a consciencializacdo da natureza e do valor das
representacdes matematicas, em conjunto com as ideias de critério e de escolha da
representacao adequada. Por sua vez, Bishop e Goffree (1986) indicam a importincia de
ser dada aos alunos a oportunidade de criarem e usarem representagdes proprias. Referem
também que os professores devem utilizar uma “linguagem mais comum”, enquanto
recorrem a representacoes que os alunos ja conhecem e dominam, o que, por um lado,
possibilitard o estabelecimento de conexdes entre representacdes €, por outro, respeitara
o ritmo individual dos alunos. No mesmo sentido, McDonough e Clarke (2003) dao
algumas sugestoes relativamente as caracteristicas da pratica dos professores. Assim, na
sua perspetiva, estes devem: (i) falar de forma clara; (i1) propor tarefas adequadas e
desafiantes, com diferentes respostas possiveis; (iii) promover o estabelecimento de
ligagcdes com aprendizagens passadas; e (iv) aproveitar os momentos de aprendizagem
que surgem espontaneamente na sala de aula. Fazem igualmente referéncia ao recurso a
diferentes materiais e representacdes bem como a escolha de tarefas que provoquem o
raciocinio matemdtico e a argumentagdo. Desta forma, na sua perspetiva, os professores
possibilitardo que os seus alunos expliquem o que pensaram e questionem o que ouviram,
0 que potenciard o seu gosto pela Matematica.

Tipos de acoes e de questionamento dos professores

Cada professor tem caracteristicas individuais que influenciam a forma como comunica
com os seus alunos, o seu questionamento e a defini¢do dos objetivos que definem as suas
acoes. Deste modo, um dos aspetos que importa compreender € a forma como se
caracterizam as agdes e os tipos de questionamento dos professores. Nesse sentido, Ponte
e Quaresma (2016) fazem referéncia a quatro tipos de agdes dos professores: convidar,
guiar, informar e desafiar. Por sua vez, Ponte e Serrazina (2000) referem a importancia
do papel do professor na gestio da participacdo dos alunos, nomeadamente a forma como
lhes pedem para explicar e justificar as suas respostas. No mesmo sentido, Mason (2000)
considera que as questdes colocadas pelos professores sdo instrumentos pedagdgicos
através dos quais € possivel envolver os alunos e avaliar a sua compreensao de ideias e
técnicas. A semelhanca do que acontece com as representacdes, varios autores tém
procurado compreender e caracterizar os tipos de questionamento do professor. Por
exemplo, para Blosser (1975) existem quatro categorias de perguntas: (1) gerenciais, com
a finalidade de orientacdo; (ii) retdricas, para dar um maior enfoque numa ideia; (iii)
fechadas, com um nudmero limitado de respostas, dando ao professor um feedback
concreto sobre o conhecimento do aluno; e (iv) abertas, em que existe um maior nimero
de respostas possiveis, podendo estas ser utilizadas para promover a discussdo coletiva.
Por sua vez, Mason (2000) refere que o questionamento dos professores pode ter por
objetivo: (i) focalizar, para focar os alunos num determinado aspeto; (i) testar, para aferir
a compreensdo dos alunos e (iii) inquirir, para compreender o pensamento dos alunos e
perceber quais os aspetos que valorizam e desvalorizam. No mesmo sentido, Ponte e
Serrazina (2000) referem-se as perguntas de: (i) focaliza¢do, com o intuito de orientar os
alunos na realiza¢do de uma tarefa; (i) confirmag@o, com o objetivo de aferir se os alunos
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sabem a resposta correta; e (iii) inquiri¢ao, em que se procura compreender o processo de
resolucdo da tarefa.

Metodologia de investigacao

Os dados apresentados sdo parte integrante da investigacdo da primeira autora desta
comunicacdo, realizada no ambito da tese de doutoramento. Durante a investigac@o sobre
a pratica dos professores com representacdes matemdticas, um grupo de quatro
professores do 1° CEB, a lecionar o 3.° ano de escolaridade, reuniu-se periodicamente
para a realizacdo de sessoes pré e pos aula, com o intuito de refletir sobre as suas praticas
e analisar o trabalho dos seus alunos. Nesta comunica¢do analisamos a interagdo em sala
de aula de um dos professores, Ricardo (os nomes utilizados sdo ficticios), durante a
exploracdo da tarefa: “Os alunos do 3.° ano vdo realizar uma visita de estudo. Para o
efeito, alugaram 4 autocarros que vdo cheios. Sabendo que vdo 24 alunos em cada
autocarro e que por cada dez alunos tem que ir um adulto, quantos alunos vdo a visita?
E quantos adultos?”. Ricardo € um jovem professor que trabalha num agrupamento do
distrito de Lisboa. A sua turma € composta por vinte € um alunos, com quem trabalha ha
dois anos.

De acordo com os professores participantes neste estudo, os alunos participam
frequentemente em tarefas de Resolugdo de Problemas. No entanto, tendo em conta as
dificuldades e necessidades dos alunos e dadas as caracteristicas especificas deste
problema (cujo enunciado possibilita duas interpretacdes diferentes), o grupo de
professores considera que serd interessante explorar esta tarefa com as suas turmas.

Os dados foram recolhidos por video e dudio gravacdes durante toda a observagdo da
sessdo em sala de aula. Posteriormente, foram transcritos na sua totalidade pela primeira
autora e analisados através de andlise de conteido. Para isso, relemos atentamente todas
as transcricodes efetuadas, identificimos as ideias e as informac¢des mais importantes € no
final organizamos os dados em diferentes categorias. Assim, inicialmente categorizimos
os dados de acordo com os trés momentos da exploracao de uma tarefa (Ponte, 2005): (i)
introducdo da tarefa; (ii) trabalho auténomo dos alunos; e (iii) discussdo coletiva.
Relativamente a categorizacdo das representacdes, a partir das categorias definidas por
Bruner (1999), por Ponte e Serrazina (2000) e por Thomas, Mulligan e Goldin (2002),
definimos cinco tipos de representagdo (tabela 1).

Paralelamente, tendo por base Ponte e Quaresma (2016), definimos um quadro de analise
onde categorizamos as agOes dos professores relativas a atividade dos alunos, no que
respeita o trabalho com representagdes (tabela 2).

Tabela 1. Tipos de representacgio.
Ativas Recurso a objetos concretos € a movimentos
Pictéricas Desenhos detalhados e proximos da realidade
Icénicas  Esquemas
Verbais Linguagem verbal

Simbdlicas  Simbolos matematicos
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Tabela 2. Acdes do professor e atividade dos alunos.

Atividade dos alunos
(relacionada com Acbes do professor

representacoes)

Privilegiar a escolha livre de representacdes

Desafiar para a escolha de representacdes diferentes das
Produzir/Escolher conhecidas

Dar sugestdes sobre representa¢des adequadas

Sugerir explicitamente ou dar exemplos

Desafiar para a utilizacdo de uma representacdo
Pedir para explicar ou interpretar uma representacao

Dar sugestdes para salientar a utilizacao ou interpretacdo de uma
Usar representacao

Informar os alunos sobre a interpretacdo e utilizacdo de uma
representacao

(In)validar a representagdo escolhida pelos alunos

Desafiar para o estabelecimento de tratamentos, conversdes e
conexodes

Conduzir ao estabelecimento de conexdes
Transformar

Conduzir a identificacio de tratamentos e conversdes possiveis

Informar sobre tratamentos e conversdes

Desafiar para a sistematizacdo e avaliacao das representagdes
utilizadas

Conduzir a sistematiza¢do de informacao relevante e a avaliacao

Refletir do trabalho realizado

Informar sobre aspetos relevantes e sobre a adequagao das
representacdes utilizadas

Aqui, categorizamos as acdes dos professores relativamente a forma como promovem a
interpretacdo e utilizagao de representacoes e estabelecemos uma relagdo com a atividade
dos alunos, partindo do pressuposto de que existe uma relagdo bidirecional entre as a¢des
do professor e a atividade dos alunos. Desta forma, se por um lado, as agdes dos
professores influenciam a atividade dos alunos, por outro, o contrario também se verifica.
Relativamente a anélise do questionamento por parte dos professores, tendo por base os
trabalhos de Blosser (1975), Mason (2000) e Ponte e Serrazina (2000), agrupdmos os
tipos de questionamento em trés grupos, onde podemos encontrar subtipos de questdes
(tabela 3).
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Tabela 3. Tipos de questionamento.

Tipos de .
P Tipos de perguntas Exemplos
questionamento
Focalizacdo Perguntas retdricas J4 vimos que temos o par AB, certo?
. Podem abrir na pagina...?

Perguntas processuais
Perguntas orientadoras Entdo e se somasses?

Confirmacio Perguntas fechadas Com quantos ficamos se juntarmos 10?
Perguntas abertas Podemos resolver a tarefa de outra forma?

Inquiricao Perguntas abertas Concordas com a resposta do colega? Porqué?

Resultados

Introducdo da tarefa

Ricardo comeca por ler o enunciado da tarefa de modo a ajudar a turma a interpretar as
representacdes verbais que constam no enunciado. Enquanto o faz, alguns alunos tentam
resolver a tarefa oralmente.

Vanessa: Adultos sdo quatro!

Ricardo: Adultos sdo quatro?

Vanessa: Sim! Vai um adulto em cada comboio! Ai! Num autocarro!

André: Nao! Nao! Porque ali diz que € um adulto por cada dez! . . .

Ricardo: Vala, Vanessa! Vamos 14!

Vanessa: Professor, estou a pensar!

Claudio: Professor! E noventa e seis alunos!

Ricardo: Mas € para fazer as duas coisas! Quantos alunos e quantos
professores! Quantos adultos e quantos alunos!

Os alunos discutem oralmente a interpretacdo que fazem do enunciado da tarefa e
simultaneamente, procuram resolver mentalmente a tarefa. Ricardo opta por informa-los
relativamente ao que considera mais relevante no enunciado da tarefa, centrando-se nas
duas questdes principais. Ao mesmo tempo, acompanha a discussdo dos alunos e
questiona-os através de uma pergunta de confirmagao fechada (“Adultos sdo quatro?”).

Trabalho autonomo dos alunos

Depois de explorar o enunciado da tarefa, Ricardo pede aos alunos que trabalhem
individualmente, de forma a encontrarem a solu¢do da tarefa. Enquanto o fazem, Ricardo
observa-os em siléncio, analisando as representacdes produzidas e as dificuldades que
sentem. A certa altura, depois de observar a solu¢ao de Mateus, questiona-o em voz alta,
sobre a solucdo encontrada:

Mateus: E noventa e seis alunos!

Ricardo: E os adultos? Como é que sabes que [os alunos] sdo noventa
e seis?

Mateus: Porque € vinte e quatro vezes quatro!
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Ricardo: E porque € que € vinte e quatro vezes quatro?

Mateus: Porque € vinte e quatro por cada autocarro e cada autocarro
leva um adulto!

Vanessa: Naooo! Cada DEZ alunos, tem que ser um adulto! . . . Cada
dez alunos tém que ter um adulto!!

Ricardo: Entdo... E porque € que € vinte e quatro vezes quatro?

Mateus: (siléncio enquanto olha para o enunciado da tarefa)... Porque
sdo vinte e quatro alunos e quatro autocarros!!

Ricardo: Porque temos quatro autocarros e cada um tem vinte e quatro
alunos, ndo €?

Mateus: Sim!!

Ricardo: (enquanto simboliza cada autocarro com um dedo das maos)
Vinte e quatro num, vinte e quatro noutro, vinte € quatro noutro
e vinte e quatro noutro! Dava noventa e seis, ndo ¢? Entdo... Ja
encontraram os noventa e seis alunos... Agora quero saber...
Quantos adultos também!

Mateus responde acertadamente no que respeita ao nimero total de alunos e explica como
encontrou a resposta obtida. No entanto, apesar de compreender por que razdo ha 96
alunos, revela dificuldade em interpretar o enunciado da tarefa de modo a encontrar o
numero correto de adultos (mesmo com a ajuda da intervencdo de Vanessa). Apesar de
se aperceber das dificuldades sentidas por Mateus, Ricardo opta por focar-se na primeira
questdo do enunciado da tarefa. Desta forma, pede ao aluno que interprete a representacao
que utilizou, questionando-o através de perguntas de confirmacao fechada (“Como € que
sabes que sdo noventa e seis?”’). No final da sua interven¢do, Ricardo recorre a uma
representacdo ativa (utilizando os dedos) para simbolizar cada autocarro. Depois, da
indicacdes a turma para que retome o trabalho auténomo, apesar das diversas tentativas
por parte dos alunos em continuar a discutir a tarefa coletivamente.

Ana: Professor eu sei! Eu estou a pensar...

Ricardo: Estds a pensar... Mas imagina que isto ¢ uma ficha de
avaliacdo! Eu quero que me expliques € ai [no teu caderno]! Para
eu depois quando for para casa, “ver e corrigir”! Nao quero que
tu me digas: “Porque...”! Quero que tu me fagas! (faz aspas com
os dedos nas duas expressoes assinaladas)

Ricardo nao condiciona a turma para a escolha de uma determinada representacdo e
promove a escolha livre de representacdes para a resolucdo desta tarefa. No entanto, face
a insisténcia de alguns alunos em resolver oralmente a tarefa, o professor determina que
registem por escrito as suas respostas, o que os conduzird a conversao das representacoes
mentais em representacdes escritas. Vitor € um dos alunos que acede ao seu pedido e
procura resolver a tarefa através de uma representacao simbdlica, na forma de algoritmo.

Vitor (desanimado): D4 vinte e quatro na mesma!

Ricardo: O que é que da vinte e quatro na mesma, Vitor? Vinte e
quatro ¢ o numero de alunos que vai em cada autocarro... Isso
estd 14 escrito [no enunciado]! Ndo precisas de fazer conta
nenhuma... Diz 14 [no enunciado] . . . (no quadro, utiliza uma
representacao pictdrica de autocarros — Figura 1)

Ricardo: Quatro autocarros!!
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Figura 1. Representagdo pictorica utilizada por Ricardo.

Ricardo apercebe-se da frustracdo de Vitor perante a escolha de uma representacao
simbdlica que o aluno ainda ndo compreende, nem utiliza com seguranga, e que
provavelmente escolheu condicionado pelas dificuldades que sente na interpretacao do
enunciado da tarefa. Assim, o professor sugere a turma uma representacdo pictorica com
o intuito de ajudar os alunos que sintam a mesma dificuldade de Vitor. Simultaneamente,
recorre a perguntas de focalizacdo retdrica (“O que é que da vinte e quatro na mesma,
Vitor?”). Em seguida, Vanessa interpela o professor e ambos discutem a solucdo
encontrada pela aluna.:

Vanessa: Professor posso explicar?

Ricardo: Eu sei que sdo quatro autocarros e que eles vao cheios!

Vanessa: [Em] Cada autocarro vao vinte e quatro...

Ricardo: Vinte e quatro, qué?

Vanessa: Alunos...

Ricardo: Cada autocarro tem vinte e quatro alunos. Assim eu ja
consigo saber quantos alunos ¢ que sdo...?

Vanessa: Temos que fazer a conta de quatro vezes vinte e quatro...
(aponta para o registo do algoritmo que tem no caderno)

Ricardo (reproduz o algoritmo da multiplicacdo no quadro — figura 2):
Eu j4 sei que tenho noventa e seis alunos! E agora, como € que
eu sei quantos adultos vao?

Vanessa: Entdo... (siléncio) Estdo a dizer que cada dez alunos... Tem
que ir um adulto. E tem que... (siléncio) Noventa alunos vao
nove [adultos]!... (siléncio prolongado).

Figura 2. Representacio de Vanessa, transcrita para o quadro por Ricardo.

Vanessa explica ao professor como utilizou a representa¢do simbodlica que escolheu. O
professor pede-lhe que interprete a representagdo utilizada, questionando-a através de
perguntas de confirmagdo fechada (“Vinte e quatro, qué?”’) e de confirmacao aberta (“E
agora, como ¢ que eu sei quantos adultos vao?”). No entanto, Vanessa ndo consegue
explicar porque sdo nove adultos e Ricardo decide iniciar a discussdo coletiva com o resto
da turma.
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Discussdo coletiva

O professor reproduz no quadro uma representacdo iconica muito semelhante a que Jonas
utilizou no caderno. Ao invés do professor, o aluno ndo utilizou o esquema da tabela para
organizar os dados, mas Ricardo prefere fazé-lo com o intuito de tornar a representacao
de Jonas mais percetivel para a turma. Depois de registar a representacdo icénica no
quadro, Ricardo pede a Jonas que apresente e explique a representacdo que utilizou.

Ricardo: O Jonas fez aqui de uma maneira facil de perceber... Diz 14
Jonas...

Jonas: Sdo... Dez alunos e vai um adulto... Entdo fiz os noventa
[alunos] que vai até ao nove [adultos].... (Ricardo reproduz no
quadro uma representacdo iconica semelhante a utilizada pelo
aluno — Figura 3).

Ricardo: O Jonas ndo fez [esta] tabela... Mas fez o contetido da tabela
... Nao foi, Jonas (aluno acena afirmativamente com a cabeca)?
Puseste aqui... Um adulto... Sdo quantos alunos?

Jonas: Dez... (professor escreve “10” por baixo do nimero “17)

Ricardo: Nao foi? Foi isso que fizeste ai no teu caderno... Entdo...
Como € que eu continuo esta tabela? Por cada dez alunos, vem
um adulto, certo?

Vanessa: Entdo... Vinte alunos... Vao dois!

Ricardo: Trés adultos...

Alunos: Trinta!!! (continuam até chegar aos nove adultos e noventa
alunos) . ..

Figura 3. Representacdo iconica utilizada por Ricardo, semelhante a
representacdo de Jonas.

Ricardo pede a Jonas que interprete a representacao utilizada, questionando-o através de
perguntas de focalizacdo retorica (“Nao foi?”, “Por cada dez alunos, vem um adulto,
certo?”) e confirmagao fechada (“Um adulto... Sdo quantos alunos?”, “Como ¢ que eu
continuo esta tabela?”’). A certa altura, o questionamento e a discussdo alargam-se ao
resto da turma. Assim, a medida que questiona os seus alunos, o professor afere a sua
compreensdo e completa a tabela até a coluna “90 alunos”.

Ricardo: Noventa e seis! Entdo eu s6 tenho mais seis alunos! Posso
levar mais um adulto, ou nao?

Alunos: Nao!

Jonas: Tem que ser dez!!!

Ricardo: Tem que ser dez adultos?

Alunos: Nao!!! ...
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Ricardo: Este [adulto] (aponta para o “1”) leva dez [alunos]... Dois
adultos levam vinte, trés levam trinta, quatro levam
quarenta...Nove adultos, levam noventa criancas! E as outras
criancas vdo com quem? (siléncio prolongado) Vao ficar na
escola? (siléncio prolongado) Tem que ir mais um adulto com
eles, ndo ¢? Entdo... Nos... Apesar de ndo termos os cem
alunos... Precisamos a mesma de dez adultos... Porque estas seis
criangas, ndo vao sozinhas, pois ndo? Se cada adulto leva dez e
sobram mais seis criangas... Precisamos de mais um adulto para
estas seis criangas... Sim? Esta?

Ricardo desafia os alunos a interpretar a representacdo iconica reproduzida no quadro,
questionando-os através de perguntas de inquiri¢do (“Posso levar mais um adulto, ou
ndo?”, “Tem que ser dez adultos?”’). A turma ndo consegue chegar a um consenso.
Enquanto a maioria dos alunos considera que apenas se poderdo contabilizar nove
adultos, outros como Jonas, consideram que serdo necessarios dez adultos. No entanto,
nenhum aluno consegue explicar como interpretar a representacao reproduzida no quadro.
Assim, o professor altera as suas acdes e comecga por dar sugestdes para salientar a
interpretacdo da representacdo, questionando-os através de perguntas de confirmacio
aberta (“E as outras criangas vao com quem? Vao ficar na escola?”). Mais uma vez,
perante o siléncio prolongado da turma, Ricardo altera as suas acdes e decide informar os
alunos relativamente a interpretacdo da representacao reproduzida no quadro. Para isso,
questiona-os através de perguntas de focalizacdo retorica (“Tem que ir mais um adulto
com eles, ndo ¢?”, “Sim? Esta?”).

Enquanto questiona a turma, Ricardo opta por ndo retirar do quadro as vdrias
representacdes utilizadas (o que possibilita a visualizacdo de todas as representacoes),
promove o estabelecimento de conexdes entre elas e, consequentemente, facilita a
compreensdo da solucao encontrada (Figura 4).

Figura 4. Representacdes utilizadas por professor e alunos na resolucio da tarefa.

Contudo, alguns alunos discordam da solucdo encontrada. Na sua perspetiva, ao invés de
10 adultos, seriam necessérios 12 adultos. Anteriormente, durante a sessdo de preparacao
da aula, o grupo de professores percebeu que alguns dos alunos poderiam interpretar o
enunciado da tarefa de duas formas, o que levaria a duas solucdes diferentes. Assim,
durante o trabalho auténomo dos alunos, Ricardo esteve atento as solucdes encontradas
pelos alunos e agora pede a Mauro que apresente a solu¢do que encontrou e que o leva a
discordar da maioria dos seus colegas.
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Ricardo: Entdo, mas n6s poderiamos ter resolvido isto de uma maneira
diferente... Que daria outro resultado... Mauro... Explica 1a...
(Mauro vai ao quadro reproduzir a representagcao que utilizou) . .
. Vamos prestar atencao a resolu¢ao do Mauro... Explica 14 aos
teus colegas o que estés a fazer (Figura 5) ...

Figura 5. Representacdo iconica (esquema com representacdes simbdlicas) de Mauro.

Mauro: Se sdo vinte e quatro alunos em cada autocarro... Se cada dez
alunos vao com um adulto... Dez vdo com um adulto, mais dez
vao com outro adulto e os quatro [que sobram] vdo com outro
adulto...

Ricardo: Estao a perceber o que o Mauro estd a fazer? O Mauro esta a
fazer por autocarro! N6s fizemos o total e dividimos por adultos,
nao foi? O Mauro esta a fazer em cada autocarro! Olha aqui...
Isto (completa a laranja o esquema utilizado por Mauro) ¢ um
autocarro! Leva dez alunos, mais dez alunos, mais quatro alunos!
Leva vinte e quatro! Nao €? Um autocarro leva vinte e quatro
alunos! O que o Mauro diz € que estes dez alunos levam um
adulto (escreve “1” a laranja — Figura 4), estes dez [alunos] levam
outro adulto e estes quatro ndo podem ir sozinhos... Tém que
levar também um adulto! Estdo a perceber!?

Alunos: Sim!

Ricardo pede a Mauro que explique como interpretou e utilizou a representacdo que
escolheu. Apesar de o aluno o fazer com clareza, o professor informa a turma sobre os
aspetos que considera como mais relevantes na interpretagdo e utilizacio da representagdo
de Mauro. Para isso, questiona a turma através de perguntas de focalizacao retérica (“Nos
fizemos o total e dividimos por adultos, ndo foi?”, “Leva vinte e quatro! Nao ¢?”’). Em
seguida, solicita novamente a intervencao do aluno:

Ricardo: Entdo... Explica aos teus colegas... Quantos adultos ¢ que
vao!?

Mauro: Doze!

Ricardo: Doze adultos! Pela maneira que nds tinhamos aqui feito
primeiro... Quantos adultos é que iam?

Alunos: Dez!!
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Ricardo: Mas... Da maneira como o Mauro resolveu... Que também
estd correta!! Estdo ambas corretas! ... O Mauro fez por
autocarro! . . . Entdo se eu tenho aqui (aponta para o “primeiro
autocarro” de Mauro trés adultos... Aqui também vou levar...
Um, dois, trés adultos (aponta para o “segundo autocarro”), um,
dois, trés adultos (aponta para o “terceiro autocarro”), um, dois,
trés adultos (aponta para o “quarto autocarro”).

Alunos: Doze!

Ricardo pede a Mauro que explique a utilizacdo e interpretacdo da representacdo que
escolheu. Ao mesmo tempo, conduz a turma ao estabelecimento de conexodes entre a
representacao de Mauro e a de Jonas e as duas interpretacdes do enunciado da tarefa. Para
1sso questiona a turma através de perguntas de confirmacao fechada (““Quantos adultos ¢
que vao!?”, “Quantos adultos ¢ que iam?). No final, informa novamente os alunos sobre
os aspetos mais relevantes da interpretacao e utilizacdo da representacdo utilizada por
Mauro, sem questionar a turma.

Discussao

Durante a introducao da tarefa, Ricardo informa a turma sobre os aspetos do enunciado
da tarefa que considera mais relevantes. Neste momento, o seu questionamento ¢ feito
através de perguntas de confirmacio fechada. Paralelamente, acompanha a discussao
coletiva que surge espontaneamente entre os alunos e inicialmente opta por nao interferir.
Durante o Trabalho auténomo dos alunos, o professor observa o seu trabalho e analisa as
representacdes utilizadas. Com o intuito de facilitar a compreensao do enunciado da tarefa
por parte dos alunos recorre a uma representacao ativa € a uma representacdo pictorica.
Quando intervém junto dos alunos, Ricardo pede-lhes que interpretem a representacio
utilizada e conduz a conversdo de representacOes mentais em representacoes escritas.
Assim, encoraja os alunos a utilizar representacdes proprias (Bishop & Goffree, 1986),
sem os condicionar na escolha de uma determinada representacdo. Ao fazé-lo Ricardo
promove a consciencializagdo para a importancia de escolher a representacdo adequada
para cada situag@o (Thomas, Mulligan & Goldin, 2002). Na Discussao coletiva, Ricardo
pede aos alunos que expliquem como interpretaram e utilizaram as representacoes
escolhidas, questionando-os através de perguntas de confirmagdo fechada e de
focalizacao retérica. Mediante as respostas obtidas e de acordo com as dificuldades que
perceciona nos alunos, o professor: (i) desafia os alunos a interpretar a representacdo
utilizada recorrendo a perguntas de inquiri¢do; (ii) sugere como interpretar a
representacao, recorrendo a perguntas de confirmacdo aberta; ou (iii) informa a turma
relativamente a forma como se interpreta a representacdo utilizada, recorrendo por vezes
a perguntas de focalizacao retdrica.

De forma geral, nos trés momentos da exploracdo da tarefa as agdes e tipos de
questionamento utilizados por Ricardo tendem a alterar-se consoante as respostas € as
dificuldades apresentadas pelos alunos. Assim, quando os alunos demonstram menos
dificuldades, Ricardo prioriza as agdes e os tipos de questionamento que promovem um
alto nivel de exigéncia cognitivo (Figura 6). Por sua vez, quando os alunos apresentam
maiores dificuldades, Ricardo altera as suas acoes e tipos de questionamento de forma a
diminuir gradualmente o nivel de exigéncia cognitivo.
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Nivel de exigéncia Inquiricao Desafiar

cognitiva
A Confirmagso Ab Pedir para explicar ou para interpretar
Nivel de exigéncia Confirmacéo Aberta Conduzir
cognitiva - Dar sugestoes
intermédia Confirmacao Fechada
Nivel de exigéncia Confirmacéao Fechada Informar
ognitiva X < Invalidar
reduzida Focalizacao

Figura 6. Relacg@o entre acdes e questionamento do professor.

Conclusao

Ricardo demonstra consciéncia da necessidade de promover nos seus alunos a capacidade
de fazer conversoes e tratamentos (Duval (2006). Essa consciéncia é evidenciada em
diferentes momentos da realizacdo da tarefa. Por exemplo, durante a Introducao da tarefa,
converte as representacOes verbais do enunciado da tarefa em representacdes ativas e
pictoricas. Posteriormente, no momento de Trabalho auténomo dos alunos, procura
diferentes tipos de representacdes que possam ser discutidos em grande grupo. Por fim,
na Discussao coletiva possibilita que fiquem registadas no quadro, em simultaneo, todas
as representacdes utilizadas. Dos trés momentos, a Discussdo coletiva € aquele que o
professor privilegia para promover uma maior interacdo entre alunos, através da
discussdo e comparagdo entre as representacOes utilizadas (Bishop & Goffree, 1986).
Deste modo, para promover a interpretacdo e utilizacdo de diferentes representagdes, o
professor gere a atividade dos seus alunos, recorrendo a diferentes tipos de
questionamento, diversificando as suas acdes e utilizando um leque variado de
representacoes (ativas, pictdricas, iconicas e simbdlicas).
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Resumo: Nesta comunicacido focamo-nos no trabalho realizado com base numa tarefa de
organizacdo e tratamento de dados, numa perspetiva de ensino exploratério, para
compreender como € que o estudo de aula promove o desenvolvimento do conhecimento
didatico dos professores do 1.° ciclo envolvidos. Prestamos particular atencao a fase de
escolha e preparacdo de uma tarefa para a aula de investigacdo, ao trabalho realizado em
sala de aula e a reflexdo pos-aula. A investigacao insere-se no paradigma interpretativo e
segue uma abordagem qualitativa. As participantes sdo cinco professoras do 1.° ciclo e a
primeira autora, que dinamizou o estudo de aula. Os dados foram recolhidos por
observacao participante pela primeira autora desta comunicagao, com a elabora¢do de um
diario de bordo, recolha documental e gravacao dudio das sessdes de trabalho e video da
aula assistida. Os resultados mostram que as professoras participantes valorizam o ensino
exploratério com tarefas desafiadoras e que reconhecem a importancia de tirar partido de
situacOes proximas da realidade dos alunos, usando tarefas matemaéticas com significado,
capazes de tornar as aprendizagens contextualizadas e transversais ao curriculo. Na
preparacdo da tarefa procuram antecipar dificuldades e introduzir adaptacdes que
facilitem o trabalho dos alunos, sem diminuir o grau de dificuldade da tarefa. Na reflexao
pos-aula consideram que as decisdes tomadas na preparagcdo da aula e a antecipacao das
dificuldades dos alunos contribuiram para a eficicia na gestdo da aula e valorizam a
discussao e apresentacdo de estratégias no quadro. A opinido dos alunos manifestada no
final da aula reforca a importancia deste tipo de tarefas.
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Palavras-chave: Conhecimento Didatico; Estudo de Aula; Gestdo Curricular;
Organizagdo e tratamento de dados.

Abstract: In this communication, we focus on the work carried out based on a task of
data organization and handling, from an exploratory teaching perspective, to understand
how lesson study promotes the development of didactic knowledge of the teachers of 1st
cycle involved. We pay particular attention to the phase of choosing and preparing a task
for the research lesson, the work carried out in the classroom and post-lesson discussion.
The investigation follows a qualitative approach and the interpretive paradigm. The
participants are five teachers from the 1st cycle and the first author, who led the lesson
study. Data were collected through participant observation by the first author of this
communication, with the preparation of a logbook, document collection and audio
recording of the work sessions and video of the assisted class. The results show that the
participating teachers value exploratory teaching with challenging tasks and that they
recognize the importance of taking advantage of situations close to the students’ reality,
using mathematical tasks with meaning, capable of making learning contextualized and
transversal to the curriculum. In preparing the task, they seek to anticipate difficulties and
introduce adaptations that make the students’ work easier, without reducing the degree of
difficulty of the task. In the post-lesson discussion, they consider that the decisions taken
in the preparation of the lesson and the anticipation of students’ difficulties contributed
to the effectiveness of lesson management. They also valued the discussion and
presentation of strategies on the board. The students’ opinions expressed at the end of the
lesson reinforce the importance of this type of task.

Keywords: Curriculum Management; Data Organization and Handling; Didactic
knowledge; Lesson Study.

Introducao

As multiplas exigéncias da sociedade atual requerem o desenvolvimento de competéncias
diversas nos alunos, de modo que estes possam compreender a realidade e serem cidaddos
mais criticos e interventivos nos processos de decisdo. Situagdes reais, como, por
exemplo, a pandemia de COVID-19, colocam-nos perante abundante informagdo de
natureza estatistica e pdem em evidéncia a importancia de os alunos desenvolverem os
seus conhecimentos em literacia estatistica, para assim compreenderem melhor a
informacdo disponibilizada. Considerando a relevancia destas temdticas na sociedade
atual, € importante que os alunos aprendam desde cedo a analisar, selecionar e interpretar
dados estatisticos, para se poderem tornar cidadaos informados, capazes de exercerem a
sua plena cidadania. Preferencialmente, o ensino dos conceitos e representacdes
estatisticas deve partir de situagdes reais ou proximas da realidade dos alunos (Martins &
Ponte, 2010). Neste sentido, e uma vez que as tarefas estdo no cerne do trabalho dos
alunos e que sdo determinantes para as suas oportunidades de aprendizagem, importa
compreender que caracteristicas das tarefas sdo valorizadas pelos professores, que
preocupacdes tém na preparagao destas tarefas e porque valorizam determinadas praticas
letivas.

Esta comunicacdo decorre de um projeto de investigagao de doutoramento em curso, O
estudo de aula em Matemdtica e o desenvolvimento da gestdo curricular no 1.° ciclo. Um
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dos seus principais objetivos é compreender como é que o estudo de aula promove o
desenvolvimento do conhecimento diddtico da Matematica dos professores envolvidos.
Aqui, em particular, focamo-nos em aspetos especificos das vérias etapas deste ciclo de
estudo de aula, cujo objetivo era desenvolver nos alunos a capacidade de resolver
problemas envolvendo a andlise e interpretacdo de informacao de natureza estatistica.

Estudos de Aula

Com origem no Japao e disseminado por vdrios paises, o estudo de aula é considerado
um processo de desenvolvimento profissional dos professores. Uma particularidade deste
modelo € o foco na praética letiva possibilitando o aprofundamento de questdes relevantes
em relacdo aos conteudos que ensinam, as orientacOes curriculares, aos processos de
aprendizagem dos alunos e a dinamica da sala de aula (Ponte et al., 2016). Recentemente,
em Portugal, t€m sido realizados alguns estudos de aula adaptados ao contexto portugués,
nomeadamente com professores do 1.° ciclo (Baptista et al., 2014; Ponte et al., 2014;
Quaresma & Ponte, 2017, 2019) Destacam-se trés caracteristicas fulcrais em todo o
processo: o papel central do professor, o contexto natural onde ocorre (a escola), e o foco
nas aprendizagens dos alunos e ndo no trabalho do professor. Um estudo de aula parte de
uma questdo relevante relacionada com as aprendizagens dos alunos, que os professores
querem aprofundar e decorre em vdrias etapas interrelacionadas — planificagdo,
implementacdo/observacdo e reflexdo sobre as aulas — que se constituem num ciclo,
podendo haver um unico ciclo ou varios (Lewis et al., 2009; Murata, 2011).

Este processo incentiva os professores a realizarem um trabalho de cunho colaborativo,
caracterizado pela partilha de objetivos, discussdo de ideias e constru¢cdo de recursos de
ensino, criando oportunidades de aprendizagem mitua em que podem compartilhar e
desenvolver os seus conhecimentos. As potencialidades que advém de experi€ncias de
colaboragdo profissional podem contribuir para fortalecer o sentimento de confianga e
estimular o aperfeicoamento das préticas letivas dos envolvidos e da sua capacidade
reflexiva, encorajando-os a arriscarem situacdes inovadoras nas suas salas de aula,
contribuindo assim para o seu desenvolvimento profissional.

Por outro lado, este foco na prética letiva, que o estudo de aula fomenta, acaba por colocar
em evidéncia um dos aspetos do conhecimento profissional do professor, que segundo
Ponte e Oliveira (2002) pode ser designado por conhecimento didético e inclui quatro
vertentes: o conhecimento da Matematica, o conhecimento do curriculo, o conhecimento
do aluno e dos seus processos de aprendizagem e o conhecimento dos processos de
trabalho em sala de aula. Na perspetiva destes autores, a vertente do conhecimento da
Matematica abarca o conhecimento dos conceitos e procedimentos matemdticos, das
representacoes desses conceitos e as conexdes internas (entre os diversos topicos da
Matematica) e externas (com outras disciplinas e dreas do conhecimento). A segunda
vertente deste conhecimento € o conhecimento do aluno e dos seus processos de
aprendizagem, facto que se considera fundamental para o exercicio e sucesso da atividade
de professor. Envolve conhecer os seus alunos como pessoas, nas suas varias dimensoes,
identificando onde as suas caracteristicas individuais possam interferir, positiva ou
negativamente, no seu desempenho escolar. A terceira vertente do conhecimento didatico
diz respeito ao curriculo e a0 modo como o professor faz a gestdo curricular. Aqui se
inclui o conhecimento das grandes finalidades e objetivos do ensino da Matemadtica, bem
como a organiza¢do dos contetidos, o conhecimento dos materiais e das formas de
avaliagdo a utilizar. Este conhecimento € determinante na tomada de decisdes sobre a
forma de orientar o processo de ensino-aprendizagem, nomeadamente nos assuntos a que
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o professor deve dedicar mais tempo ou nas prioridades a considerar a cada momento,
acompanhando a evolugdo das perspetivas curriculares. Por fim, a quarta vertente incide
sobre o conhecimento da pratica letiva, considerando-se este 0 &mago do conhecimento
didatico. Inclui as diferentes planificagdes (de longo e médio prazo), o plano de cada aula,
a concecdo de tarefas e tudo o que respeita a conducdo das aulas de Matemaética, como as
formas de organizagdo do trabalho dos alunos, a criagdo de uma cultura de aprendizagem
na sala de aula, o desenvolvimento e a regulacio da comunicacdo e a avaliagdo das
aprendizagens dos alunos e do ensino do préprio professor (Ponte & Oliveira, 2002).

Gestdao curricular

A gestdo curricular estd associada a um conjunto de agdes que o professor desenvolve
para promover experiéncias educativas de acordo com uma inten¢do, considerando as
caracteristicas dos alunos, as suas experiéncias prévias e os processos de aprendizagem.
Estas acOes sdo o resultado da confluéncia de varios fatores, uns externos e independentes
do professor e outros inerentes ao proprio professor, que define a sua estratégia de ensino
atendendo a diversidade de alunos da turma, aos seus interesses e necessidades.

De acordo com Ponte (2005), na estratégia de ensino do professor pode estar implicito
um ensino mais expositivo, em que este assume um papel mais ativo, sendo o transmissor
do conhecimento, e o aluno € o recetor, tendo um papel mais passivo, ou um ensino
exploratério em que os alunos sdo chamados a realizar “uma parte importante de
descoberta e constru¢ao do conhecimento” (p. 13) e t€ém um papel mais ativo, ou ainda
situacOes intermédias que combinam estas duas modalidades.

Em qualquer destas situagoes, as tarefas desempenham um papel central, na medida em
que a sua natureza condiciona a atividade que delas decorre e, se queremos que sejam
verdadeiras oportunidades de aprendizagem (Ponte, 2005), devem ser criteriosamente
escolhidas. Segundo este autor, a diversidade de tarefas pode ser organizada observando
diferentes dimensdes, nomeadamente o seu grau de desafio e de estrutura, originando
diversos tipos de tarefas — problemas, exercicios, investigacoes e atividades de exploracao
—, a que acresce a sua diferente duracio e contexto associado. Estas dimensdes devem ser
ponderadas em funcdo do que se pretende que o aluno faca, ndo esquecendo que a
variedade contribui para a diversificacdo de experi€ncias de aprendizagem e para
aumentar as oportunidades de aprendizagem dos alunos.

A pratica do ensino exploratorio comeca com a escolha pelo professor de uma tarefa
desafiante, ou seja, uma tarefa com grau de desafio ao alcance dos alunos, capaz de
promover o desenvolvimento de conhecimento novo ou, utilizando a conhecida expressao
de Lev Vygotsky, que se situe na “zona proximal de desenvolvimento” dos alunos (Ponte,
2014, p. 5) e adequada aos propositos da aula. Uma tarefa é considerada desafiante
quando estimula os alunos a mobilizarem os seus conhecimentos prévios para
desenvolverem um processo de resolucdo, fazendo uso de diferentes estratégias e
representacOes matematicas. Este trabalho continua com a preparagdo da aula, durante a
qual o professor avalia as potencialidades da tarefa, planeia a sua exploracao estruturada
em trés ou quatro fases (introducdo, exploracao, discussao e sistematizacao), e prepara-
se para lidar com a complexidade dessa exploracdo na sala de aula (Canavarro et al.,
2014; Stein et al., 2008). Termina com uma reflexdo sobre a mesma.

Esta prética torna-se muito exigente para o professor porque acarreta um conjunto de
atividades exigentes e meticulosas, que exigem disponibilidade por parte do professor
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(Canavarro, 2013), podendo ser causa de grande instabilidade e geradora de muita
insegurancga, sendo necessario um trabalho continuado e persistente por parte deste.

Metodologia de investigacao

Valorizando a importancia da experiéncia vivida pelas participantes, adotdmos uma
abordagem interpretativa a partir dos dados que foram recolhidos no terreno, para, através
de uma andlise indutiva, realizar uma descri¢do tendo em vista a sua compreensao
(Bogdan & Biklen, 1994).

Esta investigacdo resulta da realizacdo de um estudo de aula numa escola do 1.° ciclo de
Lisboa, no ano letivo de 2019-2020 e no inicio de 2020-21', com quatro professoras que
lecionavam turmas do 2.° ano de escolaridade e uma professora que fazia apoio a estas
turmas?. As sessdes foram dinamizadas pela primeira autora deste artigo com o apoio dos
outros dois autores. A realizacdo desta investigacdo foi autorizada pela direcdo do
Agrupamento e as participantes consentiram a gravacao de todas as sessoes.

As cinco professoras que integraram este estudo de aula, e a quem atribuimos
pseudénimos, sdao professoras consideradas experientes, com 18 ou mais anos de servico
docente no 1.° ciclo, e que estavam motivadas para participar.

Como tema de trabalho neste estudo de aula, o grupo de professoras elegeu a resolucao
de problemas, considerando-a uma atividade relevante na aprendizagem da Matematica,
transversal a todos os dominios e na qual os alunos revelam muitas dificuldades. Na
totalidade foram realizadas 19 sessOes, com uma duracdo ajustada ao proposito
estabelecido (entre 1 e 3 horas), que constituiram uma oficina de formacao creditada. As
sessOes seguiram o planeamento normal de um estudo de aula, tendo-se realizado 4 aulas
de investigacdo diferentes, cada uma dinamizada pela respetiva professora da turma.

Os dados foram recolhidos por observagao participante com elaboracdo de um diario de
bordo, gravacao dudio de todas as sessdes de trabalho e video das aulas de investigacdo
e recolha documental. Atendendo ao objetivo desta comunicagdo, a andlise de dados
incidiu sobre as sessdes de planeamento, lecionacdo e reflexdo da ultima aula de
investigacdo e procurou identificar elementos relevantes tendo em vista descrever as
praticas destas professoras na selecao, adaptacdo, preparacdo e exploracao de uma tarefa
centrada na anélise e interpretacdo de informacao de natureza estatistica.

Planeamento da aula de investigacao

Para a sessdo de planeamento, as professoras tinham recebido por email uma brochura
(Martins & Ponte, 2010) que, para além de sugerir um conjunto de tarefas para o tema de
organizacdo e tratamento de dados, também apresenta aspetos essenciais dos conceitos
associados a este tema e trabalhados no ensino bésico.

A tarefa foi escolhida de um conjunto de vdrias propostas recolhidas de diferentes
manuais e trazidas pela investigadora. Procurou-se que as tarefas tivessem diferentes
niveis de desafio, contextos pertinentes e proximos da realidade dos alunos. A escolha

1 0 estudo de aula estava projetado para o ano letivo 2019-2020, mas devido a suspensdo das atividades
letivas determinadas pelo Decreto-Lei n.° 10-A/2020, de 13 de marco, por forca da situacdo pandémica
relacionada com a COVID-19, as sessdes foram interrompidas em mar¢o e s6 retomadas em setembro,
tendo o estudo de aula sido concluido em novembro 2020, no ano letivo 2020-2021.

2 Todas as professoras sio indicadas com nomes ficticios.
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recaiu numa tarefa que foi adaptada da brochura referida (Martins & Ponte, 2010, pp. 56-
57), tendo em vista realizar uma abordagem transversal ao curriculo, partindo de uma
circunstancia atual:

Rute: Ainda que as outras sejam interessantes, eu gosto mais desta (referindo-
se a tarefa “A noticia do jornal”).

Inv: Esta ideia surgiu-me depois de ter estado na sala da Rute e de ter visto que
estdo a trabalhar com o mapa de Portugal. Achei interessante associar a
pandemia, um tema atual, com o mapa e dar outra amplitude a tarefa. Ou
seja, estdo a trabalhar uma tarefa de Matematica, associada a uma situagao
real, que se enquadra em conteidos do Estudo do Meio e, como isto (o
enunciado da tarefa) € uma noticia, no fim, eles podiam reescrever a
noticia melhorando-a. Seria uma tarefa contextualizada e transversal ao
curriculo.

Neste momento, o grupo decide dar particular atencdo ao enunciado desta tarefa e
procurar compreender o seu alcance, resolvendo-a:
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Rute: Ou seja, eles tém que descobrir a que cidade corresponde cada barra, de
acordo com a informagdo do relatério, certo?

Inv: Exatamente. Sao duas situagdes: a que cidade corresponde cada barra e o
valor dos intervalos da escala representada no eixo vertical.

Ema: Est4 giro!

Flor: Esté giro, mas dificil.

Inv: H4 duas informagdes que ajudam a comecar.

Ema: A do Porto?

Clara: E a de Viana do Castelo.

(..r)

Clara: Entdo, este é o do Porto, o que tem a barra maior. E continuando a ler:
“O numero de doentes internados no hospital do Porto ¢ o dobro dos que
estdo em Braganga.”

Flor: Tens que arranjar ai um que seja o dobro [querendo dizer a metade].

Ema: Entdo sé pode ser esta aqui, a dltima.

Clara: [Lendo em voz alta] “O hospital de Braga ¢ o que tem o segundo numero
de doentes...”

Rute: O segundo niimero € o qué? O que tem mais em segundo lugar?

Inv: Sim.

(...)

Clara: [Contando os intervalos da barra do Porto) um, dois, trés, quatro, cinco,
seis, sete. Entdo Bragancga tem trés e meio!

Flor: Braganga € o ultimo! O que eu acho mais dificil nem € a interpretacdo do
gréfico, € a informagdo explicita no texto. Acho que estas siglas [UCI —
Unidades de Cuidados Intensivos] vao atrapalhar.

Inv: Podemos simplificar o texto.

(..r)

Inv: Ja sabemos qual € a barra do Porto, de Braga e de Braganca...

Rute: Agora ndo consigo descobrir quem € Vila Real e Viana do Castelo!

Clara: [Lendo] “Vila Real tem menos 4 doentes que no Porto”.

Ema: E este aqui! [Apontando para a primeira barra].

Rute: Mas porqué? Estou a pensar como os mitdos.

Clara: Porque isto aqui ndo diz as unidades!

Inv: E o que te pede a seguir.
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As professoras procuram resolver a tarefa colocando-se no papel de alunos, identificando
dificuldades motivadas por situagdes para as quais estes ainda ndo t€m um processo
imediato de resolugao:

(..r)

Inv: Como acham que os alunos iam resolver?

Ema: Por tentativas.

Inv: Entdo vamos 14 por tentativas. Se cada intervalo corresponder a um, diz
aqui que “no hospital de Vila Real estdo menos 4 doentes que no Porto”,
entdo o Porto [que sdo 7] menos 4, sdo 3. Nao temos aqui nenhuma barra
de 3.

Rute: Entdo € de 2 em 2.

Clara: Também acho que sim.

Flor: Entdo ndo € Vila Real, Porto, Viana do Castelo, Braga e Braganca?

Clara: Acho que sim.

(...)

Tina: O Porto € com 14, Vila Real sdao 10, Braganca sdo 7, em Braga estdo 11
e Viana do Castelo sdo 5.

Clara: O total sdo 47.

Rute: Mas eu acho muito dificil para os miudos!

Flor: E dificil, mas podemos fazer aqui algumas agilizages.

O grupo assume que aquela questdo da tarefa tem um nivel de desafio elevado. A
discussao foi intensa, mas acabam por concordar que fazendo certas alteracdes, alguns
alunos iam conseguir. Para o efeito, foi determinante a posicdo da professora que ia
lecionar a aula:

Tina: Estas aqui sdo as [tarefas] que eles fazem normalmente [referindo-se as
outras propostas]. Esta [a proposta que acabou por ser escolhida] € para
ver até onde vio... o que conseguem fazer.

Clara: Nao estamos a avaliar; estamos a ver como resolvem.

Tina: Acho giro; é um desafio. Quando eles chegarem aqui [final da 1.
questao], fazem isto rapidamente.

Inv: Vamos entdo olhar para o texto com atencao.

As professoras retomam a leitura do enunciado, identificando eventuais dificuldades dos
alunos na leitura e sugerem adaptacdes apropriando-se da tarefa:

Flor: Retiramos aqui as siglas (UCI) e fica s6 “internados com Covid-19”.

Clara: Acho que faz falta uma linha por baixo das barras para escreverem o
nome da categoria.

Tina: Talvez seja melhor colocar uma caixa de texto para nao colarem os nomes
em cima uns dos outros.

Inv: Entdo uma caixa de texto para escreverem o nome da cidade.

(...)

Tina: Aqui acho que € preciso pOr qualquer coisa na escala para perceberem
que € ali que tém que escrever os nimeros.

Inv: Podemos colocar uma linha vertical e um zero antes da primeira linha
[horizontal].

Tina: Acho que sim. Assim, torna-se mais facil.

Em trabalho colaborativo, as professoras definem alteracdes no enunciado da tarefa, na
apresentacdo grafica e na pertinéncia de algumas questdes. Estas adaptacdes da tarefa
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visam ajustar o nivel de desafio da tarefa aquilo que as professoras entendem ser
adequado aos seus alunos e decorrem do seu conhecimento dos alunos e dos seus
processos de aprendizagem. O cuidado a ter na elaboracdo dos enunciados das tarefas,
nomeadamente na linguagem utilizada e na sua apresentacdo grafica, foi considerado
como fator influente no sucesso da tarefa e alvo de reflexdo noutras sessdes de trabalho.

Em seguida, o grupo delineou o plano de aula, definindo a sua estrutura e antecipando
eventuais dificuldades. Considerando as restri¢des e as medidas de funcionamento dos
estabelecimentos de ensino decorrentes da pandemia de COVID-19, entre outras
condicionantes, nao foi possivel os alunos realizarem trabalho de grupo. Contudo, a aula
foi planeada numa perspetiva de ensino exploratorio:
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Tina: Eu penso projetar a imagem no quadro para eles verem e depois poderem
escrever e explicar mais facilmente. Acho que € mais fécil. Distribuir as
folhas da primeira parte da tarefa [até a questdo 1] e pedir a alguém para
ler. Depois esclarecer as dividas. Acho que vou fazer esta primeira parte
da introducdo como temos feito sempre. Depois, trabalho auténomo.
Nesta fase, eu vou ter que apoiar os alunos com pouca autonomia na
leitura, para eles também participarem. Depois fazemos logo a
apresentacdo e discussao desta parte.

(...)

Inv: O que eu acho que pode ser também interessante € o nome [o titulo] do
gréifico e parece-me que pode levar algum tempo.

Tina: Dar um bocado de €nfase ao titulo, ouvir as explica¢des. Sim, isso leva
tempo.

(...)

Inv: E a seguir fazia a segunda parte: a questdo 2, 3 e 4.

Tina: Voltavam a fazer trabalho auténomo e depois faziamos a discussdo. Até
podia voltar a projetar a tabela e o mapa. Parece-me bem.

Flor: Acho que uma hora € apertado. Agora ndo podem fazer trabalho de grupo
e € importante ouvir os que tém coisas diferentes.

Tina: Mas temos mais tempo, podemos estender até ao intervalo [90 minutos].

Inv: Dificuldades possiveis?

Flor: Vo ter dificuldades em identificar a unidade [referindo-se aos intervalos
da escala]. Por isso é que é importante terem mais tempo.

Tina: Acho que essa € a principal [dificuldade].

Flor: Até pode ser mais pacifico do que nds estamos a supor.

Ema: Eles, as vezes, surpreendem-nos [risos].

Inv: O que eu tenho vindo a ouvir € que sdo surpreendidas pelas resolucdes
deles.

Flor: Mas o facto de ser individual, faz com que alguns levem mais tempo.

Tina: A primeira parte € o que vai levar mais tempo porque t€m que descobrir
as “pistas” [referindo-se as categorias e a escala]. A segunda parte é
pacifica.

Flor: Eu acho que aqui, nas “pistas”, ndo vao ter grande dificuldade. Descobrir
a unidade [referindo-se a escala] é que vai ser mais dificil, nem todos vao
chegar 14.

Ema: Também acho que € mesmo essa a maior dificuldade.

Tina: Por isso é que eu acho melhor partir a tarefa em duas. A segunda parte ja
todos conseguem fazer.
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Inv: No fim, talvez fosse interessante pedir aos alunos para manifestarem a sua
opinido sobre a tarefa.

Deste modo, e de acordo com o plano de aula, a tarefa foi separada em duas partes e a
aula foi planeada com quatro momentos distintos: i) dez minutos para a introdugao da
tarefa; ii) trinta minutos para a primeira parte da tarefa, durante os quais os alunos
procurariam resolver individualmente o desafio e apresentar os resultados e as estratégias
usadas; ii1) trinta minutos para a segunda parte da tarefa, também com apresentacdo de
resultados e estratégias usadas; e iv) dez minutos para a sistematizacao das aprendizagens
e apreciacdo da tarefa por parte dos alunos. As professoras reconhecem que a tarefa tem
diferentes niveis de desafio, sendo a primeira questdo aquela que apresenta um maior
nivel de exigéncia cognitiva, podendo ndo estar ao alcance de todos. As intervengdes
previstas pela professora que ia lecionar a aula vao nao s6 no sentido de apoiar os alunos
que tém pouca autonomia na leitura, de modo que também eles possam participar na
atividade, mas também de motivar a turma para a tarefa e de dar visibilidade as
explicacdes dos alunos.

Para a elaboragdo do plano de aula, para além da antecipacio das eventuais dificuldades
dos alunos, também foi pertinente a resolucao da tarefa pelas professoras, pois estas agdes
forneceram elementos que levaram a decisdo de dividir a tarefa em duas, considerando a
diferente complexidade das questdes, contribuindo para uma melhor gestdo da aula.

A aula de investigacao

Na fase de introdug¢do da tarefa, a professora procurou motivar os alunos para a proposta
de trabalho incitando-os a descobrir o tema da tarefa a partir do titulo “A noticia de
jornal”. Contextualizada a tarefa, e ainda sem acesso a proposta escrita, partindo dos
conhecimentos prévios dos alunos, a professora fez a exploracdo do vocabuldrio
associado e consentiu uma breve conversa sobre vivéncias e preocupacdes associadas.
Desta forma, envolveu emocionalmente os alunos na tarefa, ampliou o vocabuldrio
associado ao tema e criou um ambiente propicio ao sucesso da proposta. Depois projetou
no quadro a primeira parte da tarefa (figura 1) e pediu a uma aluna que fizesse a leitura
do texto.

Seguidamente, a docente procedeu ao esclarecimento de ddvidas e questdes, reforcando
a necessidade de os alunos fazerem uma leitura cuidada das “pistas”.
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*n Tarefa — A noticia de jornal
tﬁ’
ol Covid-19 - A situacdo no norte do pais

Ontem foi o dia mais complicado nos hospitais das capitais de distrito da regiéo norte,
com um elevado numero de doentes intemados com Covid-19, conforme se pode
observar no seguinte grafico:

Hospitais das capitais de distritos da regido norte

N.? de doentes internados com Covid-19

Relatério: Doentes internados com Covid-19 nos hospitais das capitais de distrito da
regiao norte, a saber:
- O hospital do Porto é o que regista o maior nimero de casos.
-0 nimero de doentes intemados no hospital do Porto é o dobro dos que estéo em Braganca.
- O hospital de Braga € o que tem 0 segundo nimero de doentes intemados com Covid-19.
-5 doentes estfo intemados em Viana do Castelo, sendo o hospital que regista menos casos.

- No hospital de Vila Real estédo menos 4 doentes internados do que no Porto.

1 - Completa adequadamente o grafico anterior.

Dé-lhe um titulo, coloca as categorias e numera a escala do eixo vertical.

Figura 1. Primeira parte da tarefa - A noticia de jornal.

Durante a fase de exploracdo da tarefa, ndo sendo possivel realizar trabalho de grupo,
como j4 referido, a professora apoiou os alunos com menos autonomia na leitura. Ainda
que mais condicionada na sua atuacdo com a turma, esta op¢ao permitiu que também
estes alunos estivessem envolvidos. O facto de ser uma tarefa diferente causou alguma
inseguranca nos alunos, mas nada que uma ou outra indicacdo da professora ndo os
motivasse para continuarem. Embora se tenham observado diferentes niveis de
desempenho, no geral, os alunos completaram esta parte da tarefa, revelando maiores
dificuldades, como previsto, na descoberta dos intervalos da escala.

Na fase de discussdo, a imagem do gréfico foi projetada no quadro para dar visibilidade
as estratégias usadas pelos alunos. Esta opg¢do facilitou o acompanhamento por todos e
criou condicdes para a professora apoiar os participantes sem influenciar ou diminuir o
grau de desafio, mas também para poder formular algumas questdes promotoras do
raciocinio e da oralidade dos alunos. Este momento foi particularmente importante pois
nao sO permitiu clarificar algumas situagdes menos compreendidas, como também
encontrar solucdes para dificuldades encontradas e incentivar a comunica¢ao matematica,
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aperfeicoando e introduzindo vocabuldrio mais formal. As apresentagdes das estratégias
usadas para a descoberta da escala foram um bom exemplo desta situacdo, pois
possibilitaram compreender os raciocinios usados pelos alunos que tiveram sucesso e
demonstrar que era possivel chegar a solucdo correta partindo de diferentes “pistas” ou
usando diferentes raciocinios. A discussao sobre o titulo escolhido foi, também, muito
participada e possibilitou, uma vez mais, por em evidéncia aspetos pertinentes da
comunicacdo, especificamente, da comunicagdo escrita em Matemdtica, em particular na
construcdo do titulo de um gréfico. Através das acdes da professora durante esta discussao
foi possivel evidenciar a importancia do titulo na tarefa e explicar a necessidade de usar
vocabuldrio preciso e conciso na sua construcao escrita.

Na fase de sistematizacdo das aprendizagens a docente explorou o registo no quadro,
composto pela projecdo e informacdo acrescentada pelos alunos, e refor¢ou os aspetos
mais significativos nas aprendizagens relativas a um grafico de barras, nomeadamente: 1)
O que se estd a estudar (a varidvel); ii) As categorias (neste caso apresentadas no eixo
horizontal); iii) A escala (no caso em apreco no eixo vertical); iv) Largura das barras
(constante).

Concluida esta primeira parte da tarefa, foi distribuida aos alunos a segunda folha (figura
2), com uma breve explicacdo e o consentimento expresso para consultarem o manual de
Estudo do Meio, se necessario.

2 - Com esta informagao preenche a tabela.

N Viana do .
Hospital Castelo Braga Porto Vila Real Braganga
Internados em UCI 5
Cor azul laranja vermelho amarelo rosa

3- Identifica e pinta cada distrito com a respetiva cor:

4- Afinal, na totalidade, quantos sdo os doentes internados com Covid-19 nestes
hospitais?

Figura 2. Segunda parte da tarefa - A noticia de jornal.

Esta segunda parte da tarefa permitiu um trabalho mais auténomo por parte de todos os
alunos, facilitando a circulagdo da professora pela sala e a observacao do desenrolar do
trabalho dos alunos.
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Na fase de apresentacdo e discussdo de estratégias, os alunos puderam validar as suas
respostas, completar o que nao tinham concluido e observar outros processos para
resolver a ultima questdo, alguns com maior rigor matemdtico. Na quarta questio
observou-se uma diversidade de processos de resolucido bem-sucedidos, sendo que alguns
registos escritos traduziam bem o processo mental de cdlculo, mas ainda evidenciavam
pouco rigor matemdtico. As situacdes de incompletude identificadas nas questdes
anteriores foram resolvidas durante a apresentacdo dos resultados com a meng¢ao expressa
da professora para acrescentarem a informacao em falta.

Concluida a tarefa, foi pedido aos alunos que fizessem a respetiva apreciacdo,
expressando o seu grau de satisfacdo através de um gesto previamente acordado, que
identificassem o que tinha sido para eles mais dificil e que referissem outros aspetos que
considerassem importantes. No geral, os alunos manifestaram satisfacdo com a tarefa,
tendo alguns duplicado o gesto, o que foi interpretado como muito agradado.
Relativamente a maior dificuldade, os alunos identificaram o “eixo”, querendo referir-se
a escala. A professora quis compreender um pouco melhor esta dificuldade e, através do
questionamento que desenvolveu, acabou por perceber que uma das razdes se prendia
com a ideia erronea por parte de alguns alunos sobre um valor fixo para a escala, a
semelhanca das propostas que tinham anteriormente realizado. Este momento foi logo
aproveitado para esclarecer esta questao e reforcar a possibilidade de serem usados outros
valores, como no grafico da tarefa. Por fim, e entre os varios comentérios dos alunos
relativos aos aspetos importantes destacamos os seguintes, que nos parecem muito
esclarecedores das suas opinides: uma aluna referiu que nesta tarefa de Matemaética
estavam “a trabalhar Portugués e Estudo do Meio de uma forma misturada”; outra aluna
disse que “a tarefa que estiveram a fazer ajuda a pensar porque ¢ um bocadinho dificil”;
e um outro aluno referiu que “nesta tarefa tinham que descobrir as categorias € 0 ‘eixo’ e
nas outras estava la toda a informacgao”.

Reflexiao pos-aula de investigacao

Na sessdo de reflex@o, que aconteceu na semana seguinte, as professoras refletiram sobre
o trabalho dos alunos com a tarefa. De referir que a tarefa ja tinha sido resolvida nas
outras turmas e que alguns contributos ndo se resumem sé a aula de investigagdo, mas
também as suas préprias aulas.

Na perspetiva de Tina, docente que lecionou a aula de investigacdo, a turma tem alguns
alunos que sdo mais imaturos e com maiores dificuldades, mas na generalidade os alunos
conseguiram superar o desafio. Referiu também que a maior dificuldade correspondeu ao
que se pensou, ou seja, descobrir o valor dos intervalos da escala:

Tina: Depois, fiquei a pensar que muitas vezes somos nds que formatamos os
alunos. Eles estdo habituados a terem a escala expressa, 0, 1, 2, ... ou,
como na ultima tarefa que fizemos, que era de 5 em 5. Para alguns, foi
determinante reforcar que havia uma pista que ajudava a pensar. (...)
Alguns ficaram a espera do quadro e depois copiaram. Mas depois
conseguiram fazer sozinhos a segunda parte.
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(..r)

Flor: Eu gostei muito da exploracdo do titulo. Achei muito interessante aquela
aluna que fez um titulo muito grande, mas achei que expressava bem o
seu sentir, via-se que tinha percebido o que estava a fazer. (...) Ndo estava
brilhante...

Tina: Mas revelou que ela percebeu sobre o que era o gréfico.

(..r)

Rute: Eu achei muito interessante a explica¢iao daquela aluna que foi ao quadro
explicar a escala. Ela parte da barra de Viana do Castelo e diz: “Se
houvesse aqui um tracinho [apontado o meio do intervalo entre 4 e 6] era
5. E depois vi que era de 2 em 2” e preencheu a escala.

Inv: Eu também gostei muito da outra aluna que partiu da barra do Porto e
explicou que: “Se Vila Real tem menos 4 doentes infetados, entdo daqui
para aqui [apontando a barra do Porto e Vila Real] sdo 4, entdo aqui sdo 2
e aqui sdo outros 2, apontando a escala. E a professora refor¢ou: “E
descobriste que a escala era de 2 em 2.” No fundo esta pista permitia
validar se a informacao estava certa ou nao.

Tina: Estamos habituados a dar aos mitdos os gréficos feitos e esta foi uma
novidade, obrigou-os a pensar.

(..r)

Ema: A Tina teve uma grande preocupacdo na fase de introducdo em
contextualizar a tarefa, deu-lhes voz e criou algum suspense. Acho que foi
muito importante para os cativar.

Flor: Também achei muito importante a pausa a meio. Para aquela franja com
mais dificuldade, deu-lhes a informacdo necessaria para depois poderem
continuar.

Tina: Foi a forma dos alunos com menos autonomia também participarem.

Rute: A primeira parte € que tinha maior complexidade, a segunda era acessivel
a todos.

(..r)

Flor: Sinto muita falta agora do trabalho de grupo. O facto de estarem a
caminhar sozinhos, faz com que tenham mais dificuldades. Se estivessem
em grupo, algumas dificuldades, nomeadamente na leitura, tinham sido
diluidas.

Ema: Por isso € tdo importante aquele momento em que se partilha no quadro
e que se d4 visibilidade as estratégias deles para o grupo. Alguns alunos
s6 desbloqueiam assim.

(%)

Flor: Porque, de resto, o padrao das turmas € muito idéntico: as dificuldades
nos titulos sdo idénticas, as questdes de quem nao consegue sdo idénticas;
as questdes da interpretagdo siao idénticas... Acabam por ser muito
semelhantes e, por isso, foi tdo importante este trabalho. Também nos deu
essa perspetiva.

As professoras constataram que a estratégia de separar a tarefa em duas partes, tendo
subjacente o nivel de desafio das questdes, foi eficaz. A discussdo dos resultados permitiu
aqueles alunos que ndo conseguiram realizar a primeira questdo sozinhos aceder aos
dados necessarios para fazerem as outras questdes que estavam ao seu alcance. Ainda que
nao tenha sido explicito, consideraram a pertinéncia de pensar sobre a dinamica da aula
na eficdcia da sua gestdo.
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Reconhecem que a fase de apresentacdo e discussio de ideias ganha renovada
importancia quando ndo € possivel realizar trabalho colaborativo entre os alunos, na
medida em que possibilita a todos a observagdo de diferentes estratégias de resolucao,
criando momentos de aprendizagem e de constru¢do do conhecimento, mas também
contribui para ajudar a pensar aqueles que sozinhos ndo conseguiram alcangar o resultado.
Valorizam as tarefas diferentes e as praticas do ensino exploratdrio.

As professoras refletem, ainda, sobre as suas préticas, reconhecendo a importancia de
diversificar o padrdo de tarefas e de criar momentos em que se desafiam os alunos.

Consideracoes finais

No processo de adaptacdo da tarefa houve a preocupacdo de a contextualizar numa
situacdo real, muito presente na vida dos alunos, de modo que esta pudesse ser
significativa para eles. Este aspeto foi também valorizado pela professora quando
procurou envolver emocionalmente os alunos e criar uma atmosfera de suspense.

A escolha de tarefas desafiantes acaba por ser um processo que causa alguns
constrangimentos aos professores, nomeadamente porque acarreta um grau de incerteza
quanto a capacidade de os alunos as conseguirem resolver por processos proprios. No
caso em apreco, a tarefa era diferente das tarefas anteriormente realizadas e nio se
resumia a andlise e interpretacdo de dados. Um dos seus principais desafios prendia-se
com o facto de os alunos terem de descobrir a escala, situacdo nova para todos. Ainda
que considerem que a tarefa € dificil, as professoras acabam por escolhé-la com o critério
de “ver o que (os alunos) conseguem fazer”, no sentido em que os desafiava a
mobilizarem os seus conhecimentos prévios para encontrarem um processo de resolugdo,
gerando momentos de aprendizagem e de constru¢ao do conhecimento.

Na reflexdo que as docentes fazem sobre as suas préaticas, enfatizam a diversidade de
tarefas e as praticas de ensino exploratério, como fatores que contribuem para o sucesso
na aprendizagem dos alunos. Em funcio desta reflex@o colaborativa e das experiéncias
bem-sucedidas em sala de aula, sentem-se encorajadas a arriscarem situacdes inovadoras,
assumindo o seu papel de gestoras do curriculo.

Embora ndo tenha sido verbalizado pelas professoras, entendemos que o trabalho que
desenvolveram pde em evidéncia a vertente fundamental do seu conhecimento didatico,
ou seja, o conhecimento da pratica letiva, observando que envolve “tudo o que se passa
antes da aula, em termos de preparacdo e tudo o que se passa depois, em termos de
reflexdo, mas o seu nicleo essencial diz respeito a condugdo efetiva das situacdes de
aprendizagem” (Ponte & Oliveira, 2002, p. 10). Como tal, consideramos que a
participacdo destas professoras neste estudo de aula criou oportunidades de
aprendizagem, em que puderam compartilhar e desenvolver os seus conhecimentos,
encorajando-as a trabalharem com tarefas desafiantes numa perspetiva de ensino
exploratério nas suas salas de aula, contribuindo assim para o seu desenvolvimento
profissional.
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Resumo: A resolu¢do de problemas e a comunicacdo sdo duas competéncias que
contribuem para a compreensdo matemdtica. Além disso, existe uma forte ligagdo entre
elas, ja que quando um aluno resolve um problema terd a necessidade de comunicar o seu
raciocinio, seja oralmente ou por escrito, a um colega ou ao professor. Assim, torna-se
importante analisar o modo como os alunos comunicam, nomeadamente por escrito, para
se perceber que pontos podem ser melhorados. Nesta comunicagdo, apresentamos o
resultado da andlise de resolugdes de seis grupos de alunos do 11.° ano a um problema
que lhes foi proposto, com base em pontos como a completude da resposta, as
representacoes € a organizacdo da mesma. Na andlise realizada, foi possivel encontrar
uma resposta final considerada como ausente, sendo que as restantes estavam todas
escritas de modo explicito. Quanto ao nivel de justificacdo, foram registadas trés
respostas de nivel alto, uma de nivel médio e duas de nivel baixo. Relativamente ao tipo
de justificacdo, os menos observados foram o relacional e o procedimental, com dois
grupos em cada um (apesar de ndo serem os mesmos em ambos) e 0 mais encontrado foi
0 recurso a experimentagdo — sendo que ndo se viram repostas vagas neste problema. No
que toca a representacoes, todas foram utilizadas, sendo que em dois dos grupos foram
utilizadas todas as representagdes em simultaneo. Ja na organizagdo, hd um grupo com
resolucdo considerada desorganizada, dois com resposta parcialmente organizada e trés
organizada.

Palavras-chave: Comunicacio escrita; Ensino Secundério; Representagdes; Resolucao
de problemas.

Abstract: Problem-solving and communication are two Skills that contribute to
mathematical understanding. Furthermore, there is a strong connection between them,
since when a student solves a problem, he will need to communicate his reasoning, either
orally or in writing, to a colleague or the teacher. Thus, it is important to analyze the way
students communicate, namely in writing, to understand which points can be improved.
In this communication, we present the result of the analysis of the resolutions of six
groups of 11th grade students to a problem that was proposed to them, based on points
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such as the completeness of the answer, the representations, and the organization. In the
analysis carried out, it was possible to find a final answer considered as absent, and the
rest were all written explicitly. As for the justification level, three high-level, one
medium-level and two low-level responses were recorded. Regarding the justification
type, the least observed were relational and procedural, with two groups in each (although
not the same in both) and the most found was the use of experimentation — and there were
no vague answers in this problem. Regarding representations, all were used, and in two
of the groups all representations were used simultaneously. In the organization, there is a
group with a resolution considered disorganized, two with a partially organized response,
and three with an organized response.

Keywords: High School; Problem-solving; Representations; Written Communication.

Introducao

A resolucdo de problemas deve ter um lugar de destaque em Matemadtica, seja ela
individual ou em grupo, como € referido pelo Grupo de Trabalho de Matemética (GTM),
no relatério cujo titulo é “Recomendacgdes para a melhoria das aprendizagens dos alunos
em Matematica” (GTM, 2019). Neste documento, € realgada a compreensao matematica
e a sua importancia no ensino da disciplina, sendo que para isto contribuem competéncias
como a resolugdo de problemas, a comunicagdo e o recurso a vdrias representacoes. A
comunicacdo, que pode assumir uma forma escrita, falada ou gestual (Pimm, 2018), tem
uma grande influéncia no processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica (Seabra &
Martinho, 2013). Estas autoras referem que € através da comunicacao que somos capazes
de partilhar ideias e com esse objetivo em mente somos levados a tentar comunicar de
forma mais clara e de modo a ser percetivel por parte dos outros. Assim, a comunicacao
possibilita a aprendizagem e uma “melhor compreensdo do préprio pensamento”
(Boavida et al., 2008, p. 61).

A comunicagdo escrita € um forte aliado no que toca a resolucdo de problemas,
nomeadamente com o recurso a representacdes. Isto porque a escolha das representacdes
a utilizar quando resolvemos um problema matemdtico pode ser o toque crucial que
precisamos para o resolver (Ponte & Quaresma, 2020). Escrever uma resolu¢do de um
problema obriga a uma maior reflexdo sobre o que estamos a fazer do que quando o
fazemos apenas oralmente, sendo que estes registos podem ser feitos com textos,
esquemas ou desenhos (Boavida et al., 2008).

A comunicagdo matemadtica e a resolugdo de problemas tém uma forte ligacdo, uma vez
que os alunos devem analisar o problema, encontrar o método apropriado para o resolver
e comunicar o seu raciocinio aos colegas e ao professor (Wichelt, 2009). Santos e Semana
(2015) reforcam esta ligagdo indicando que a comunicagdo escrita contribui para
diferentes aspetos da aprendizagem em matemdtica, nomeadamente para desenvolver a
capacidade de resolver problemas. Considerando esta ligagdo e a relevancia da resolucao
de problemas e da comunicagdo escrita na aprendizagem da Matemética, este estudo tem
como objetivo analisar como os alunos comunicam as suas resolugdes por escrito,
caracterizando essa mesma comunicagdo com base em categorias como a completude da
resposta, na qual se insere o nivel de justificagdo e o tipo de fundamentacdo, as
representacOes utilizadas e a organizacdo da resolugdo apresentada. Com este artigo,
pretende-se apresentar os resultados da andlise das respostas de alunos do 11.° ano do
curso de Ciéncias e Tecnologias a um problema proposto.

109



EIEM 2021

Comunicacao escrita

Estamos perante um problema quando temos uma tarefa que pretendemos resolver, mas
para a qual ndo temos um método previamente definido para o fazer. Por consequéncia,
a resolucdo de problemas € o processo de descoberta desse mesmo método. Estando
perante um problema, podemos transmitir a nossa resolu¢cao aos outros oralmente ou
deixar um registo escrito dos nossos raciocinios. Neste artigo, o foco estd na comunicacao
escrita, isto €, no registo que os alunos escreveram para a resolucao do problema proposto,
apesar de eles terem também recorrido a comunicacdo oral, uma vez que resolveram o
problema em grupo. Esta comunicacdo oral foi crucial para que os elementos de cada
grupo comunicassem entre si € apresentassem e defendessem as suas ideias, aumentando
também a sua capacidade de argumentagdo e pensamento critico. Mas é também
importante que consigam colocar essas ideias escritas de modo claro para que possam ser
lidas posteriormente, ndo s6 pelos alunos do grupo como também por outras pessoas que
nao acompanharam todo o processo de resolucdo (Martins & Martinho, 2018). Isto é
refor¢ado por Pugalee (2004), ja que refere que a escrita € um meio que os alunos podem
utilizar para comunicar consigo préprios e com os outros. A escrita requer, portanto, que
o aluno tenha o seu discurso claro e estruturado, fazendo conexdes entre o seu
conhecimento prévio e o novo conhecimento (Pugalee, 2001). No fundo, trata-se de
comunicar ideias com clareza e com as devidas justificacOes detalhadas, de modo que
essas ideias sejam compreendidas pelos outros (Freeman et al., 2016). Esta capacidade
de comunicar matematicamente, seja ela através da fala ou da escrita, contribui para o
desenvolvimento da literacia matemadtica (Martinho & Rocha, 2017). Estas autoras
referem que um aluno com uma menor literacia matematica poderd enfrentar maiores
dificuldades na organizagao do seu discurso, o que dificultard a explicitacao dos seus
raciocinios.

Neste estudo, pretendemos caracterizar a comunicagdo escrita dos alunos nas resolugdes
que apresentaram para um problema que lhes foi proposto. Assim, € necessario que se
definam critérios para que essa caracterizagdo e andlise seja feita. De acordo com Santos
e Semana (2015), podemos considerar trés pontos quando analisamos a comunicacao
escrita: a interpretacdo da tarefa, as justificacOes apresentadas e as representacdes
utilizadas. Relativamente a interpretacdo da tarefa, as autoras incluem a recolha da
informacdo e a identificacdo do objetivo, e ainda a forma como essa informacio é
recolhida — se € transcrita ou se € escrita por palavras proprias dos alunos e a precisao da
linguagem. Quanto as justificacoes, consideram-se o tipo de justificacdo, a correc@o e a
completude dessa mesma justificagdo, sendo que no tipo de justificacdo temos quatro
nomenclaturas, de acordo com as autoras: vaga (quando a justificacdo nao € muito clara
ou € pouco informativa), regra (quando a justificacdo € feita exclusivamente com recurso
a regras, algoritmos e definicdes), procedimental (quando se justifica o que € feito numa
determinada etapa, sem explicar o porqué dessa etapa ser vélida), e relacional (quando se
explica o porqué de uma etapa ser valida, sendo que pode incluir ou ndo a explica¢do do
que esta a ser feito nessa etapa, levando a um entendimento relacional). Ainda quanto ao
tipo de justificagdo, Santos e Semana (2015) deixam uma nota de que cada justificacio
sO podera ser de um tipo. Partindo para o ultimo ponto, as representagdes, as autoras
consideram os tipos de representacdo e a precisdao e completude das representacoes.
Especificamente falando dos tipos de representacdo, temos a linguagem verbal (palavras
dos préprios alunos ou com terminologia matematica), representacdo iconica (esquemas
ou desenhos) e representacdo simbolica (simbolos numéricos e/ou algébricos). Yoon
(2016) indica que, destas representacdes, normalmente os alunos sdo encorajados a
recorrer a uma representagdo mais iconica, através de diagramas e desenhos, na fase
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inicial da sua resolucgdo, para os ajudar a descobrir certos padrdes. No entanto, a autora
refere que, na fase de formalizac@o da resposta, normalmente o encorajamento passa para
o uso das representacdes mais simbdlicas e uso da linguagem escrita. Moschkovich
(2018) reforca a utilizacdo dos trés tipos de representacoes, realcando que deve também
ser analisada a interag@o entre estas trés vertentes de representacoes.

Num estudo desenvolvido por Martinho e Rocha (2017) foram utilizados os critérios
referidos por Santos e Semana (2015), embora com algumas adaptagdes que aquelas
autoras sentiram necessidade de fazer para o seu estudo. Martinho e Rocha (2017) optam
por definir quatro pontos de caracterizacdo: compreensao do problema, apresentacao das
diferentes abordagens ensaiadas, fundamentacdo da resposta apresentada e
representagdes utilizadas. A compreensdo do problema vai ao encontro da interpretacdo
da tarefa que referimos no modelo de Santos e Semana (2015), no qual se insere a
explicitacdo do que se pretende ou se € algo implicito e identificavel através da resolucao.
Ja a apresentacdo das diferentes abordagens ensaiadas é algo ausente na nomenclatura
anterior e refere-se a explicitacdo dos passos realizados na resolu¢do do problema e na
fundamentacdo do porqué de considerarem esses passos (ou o porqué de abandonarem
essa etapa). Quanto a fundamentagdo da resposta, esta vai ao encontro da justificacdo
das primeiras autoras, sendo dividida igualmente por nivel de fundamentacao e tipo de
fundamentacdo — no nivel encontramos a corre¢do, a clareza e a completude da
justificacdo, ja no tipo mantem-se os referidos por Santos e Semana (2015), embora
tenhamos um outro tipo, o recurso a uma abordagem empirica ou experimental. No que
toca as representacoes, mantém-se as trés ja referidas anteriormente.

Contexto e Metodologia

O estudo desenvolvido para suportar este artigo contou com alunos de duas turmas de
11.° ano do curso de Ciéncias e Tecnologias, no ano letivo 2020/2021. Os alunos, que
frequentavam uma escola publica num centro urbano do distrito de Braga, tinham todos
o mesmo professor titular de Matemadtica A e inscreveram-se voluntariamente num
projeto de resolugdo de problemas desenvolvido online e num formato extracurricular. O
grupo era constituido por 29 alunos, sendo 15 de uma turma e 14 de outra, e dividiram-
se em seis grupos, trés de cada turma. Estes grupos mantiveram-se constantes ao longo
de todo o projeto, que decorreu entre outubro de 2020 e maio de 2021. Estes alunos
participaram em 16 sessdes de resolugdo de problemas em grupo, coordenadas pela
primeira autora desta comunica¢do, com duracdo de 90 minutos cada. Ao longo destas
sessoes, os alunos tentavam resolver um problema em pequenos grupos e, numa fase
final, era dado tempo para uma discussao coletiva na qual podiam ver as resolugdes dos
colegas, questiond-las e debater ideias. Todas as sessOes foram gravadas, resultando numa
gravagdo por cada grupo e por sessdo, e todos os grupos enviaram uma resolucio por cada
sessdo, antes da fase de discussdo coletiva. Além destas sessdes, a investigagdo contou
também com momentos de preenchimento de questiondrios, entrevistas semiestruturadas
aos alunos e ao professor de matemaética, e ainda uma Ficha de Diagndstico e uma Ficha
Final. No entanto, resolvemos focar a apresentacdo de resultados deste texto num sé
problema, optando por apresentar os resultados da anélise feita a resolucao do problema
proposto na sessao nimero 10, cujo enunciado é:

Uma osga estd dentro de uma sala que tem a forma de um cubo com 10
metros de aresta. Num dos seus percursos, a osga quer ir de um vértice
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da sala até ao vértice oposto do cubo. Qual é a menor distancia que ela
pode percorrer neste caminho?**

Este estudo segue uma metodologia qualitativa com paradigma interpretativo. De acordo
com Latorre et al. (1996), este tipo de investigacdo estd centrado na descoberta e
compreensdao da realidade — neste caso, pretendemos compreender como os alunos
resolvem problemas e comunicam as suas resolucdes por escrito. Uma outra caracteristica
da investigacdo qualitativa € a forte interacdo entre o investigador e o investigado
(Coutinho, 2011). No nosso estudo, a recolha de dados foi feita pela investigadora e
primeira autora desta comunicagdo, que esteve presente em todos os momentos de recolha
de dados, estabelecendo uma forte interacdo com os alunos participantes no projeto.
Neuman (2014) reforca ainda que o investigador estd ativamente envolvido no processo
de recolha e andlise dos dados, sendo estes dados baseados em palavras e imagens — como
jé foi referido, os dados foram recolhidos pela investigadora, que também procedeu a sua
andlise.

Para proceder a andlise dos dados, tivemos necessidade de criar categorias de anélise das
resolucdes apresentadas pelos alunos. Tendo por base os critérios de Santos e Semana
(2015) e Martinho e Rocha (2017), e ap6s alguns ajustes nas definicdes que consideramos
necessdrias ao longo da anélise das resolugdes dos alunos nas 16 sessdes, chegamos a
seguinte categorizacao:

e Correcdo:
o Correta (quando a solucdo apresentada € considerada correta);
o Parcialmente correta
* Concluida (quando a resolucdo apresentada ndo estd
completamente correta, mas tem partes significativas corretas na
sua resolucdo);
= Nao concluida (quando a resolu¢@o ndo estd concluida, mas o que
estd resolvido tem uma parte significativa correta);
o Incorreta (quando a solugdo apresentada € considerada incorreta e ndao
tem partes significativas corretas ao longo da resolucao)
e Completude:
o Nivel de justificagdo
= Alto (apresenta todas as justificagdes necessarias)
= Médio (apresenta quase todas as justificacdes necessdrias, mas
nao as suficientes)
= Baixo (apresenta poucas justificacdes)
= Nulo (n2o apresenta qualquer justificacdo para a resposta
apresentada, ou apresenta justificacdes vagas ou pouco claras)
o Tipo de justifica¢do
= Relacional (justifica a validade de uma etapa, dando espago a que
haja um entendimento relacional)
* Procedimental (justifica o que € feito em determinada etapa)
= Recurso a experimentagao (justifica com base na experimentacao)

3 Adaptado da secgio “O problema deste numero”, da revista Educagio & Matemética, n.° 41.

4 Este foi o enunciado apresentado aos alunos. No entanto, uma forma mais correta linguisticamente seria:
Uma osga estd dentro de uma sala que tem a forma de um cubo com 10 metros de aresta. Num dos seus
percursos, a osga quer ir de um vértice do cubo até ao vértice oposto do cubo. Qual é a menor distdncia
que ela pode percorrer neste caminho?
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= Uso exclusivo de regras (justifica etapas exclusivamente com base
em regras, algoritmos e/ou definicdes)

= Vaga (justifica de forma pouco clara ou pouco informativa)

o Resposta final

= Explicita (apresenta uma resposta explicita para o problema)

* Implicita (ndo apresenta uma resposta explicita para o problema,
mas € possivel subentender qual € a resposta)

= Ausente (ndo apresenta uma resposta explicita nem implicita ou
apresenta mais do que uma resposta)

® Representacoes:

o Linguagem verbal (linguagem natural do dia a dia com possivel
terminologia matematica)

o Representagdo iconica (recurso a esquemas ou desenhos)

o Representagdo simbdlica (recurso a simbolos algébricos)

e Organizacdo

o Organizada (a resolucdo estd bem organizada, tendo um fio condutor
que permite o leitor seguir a resolu¢do do principio ao fim sem
problemas)

o Parcialmente organizada (a resoluciao nao estd totalmente organizada,
havendo partes que exigem ao leitor fazer ligacdes entre as diferentes
etapas para perceber quais devem ser lidas primeiro)

o Desorganizada (a resolucdo estd desorganizada, ndo permitindo ao
leitor seguir devidamente a resolugdo apresentada)

Com todas estas categorias devidamente definidas, estamos em condi¢des para proceder
a andlise dos dados, cujos resultados apresentamos de seguida.

Apresentacao dos resultados

Neste problema, esperava-se que os alunos comegassem por uma fase de experimentacao,
em que fariam vdrias tentativas de caminhos possiveis que a osga poderia percorrer. Era
expectdvel que todos os grupos chegassem a resposta correta, embora se esperasse
também que nem todos apresentassem uma justificacdo para que a solucdo alcancada
fosse, de facto, o caminho mais curto. Esta garantia de caminho mais curto poderia ser
alcancada através da planificacdo do cubo e estabelecendo um caminho em linha reta
entre dois vértices opostos, j4 que o caminho mais curto entre dois pontos € sempre a
medida de um segmento de reta. Com este caminho tracado na planifica¢do, ficariamos
com um triangulo retangulo cuja hipotenusa seria a medida pretendida e os catetos teriam
10 e 20 metros de medida. Recorrendo ao Teorema de Pitdgoras, perceberiamos que a

menor distancia que a osga pode percorrer serd V500 = 10v/5 metros.

Dos seis grupos presentes na sessdo, apenas um apresentou uma resposta incorreta, o
Grupo 2, cuja resolugao podemos ver na Figura 1.

113



EIEM 2021

Figura 1. Resolucio do problema pelo Grupo 2.

-

Numa visdo rdpida da resolu¢do, podemos logo assumir que a resposta € incorreta. E
possivel ver-se trés valores possiveis para solug¢do final, mas nenhum deles é o valor
correto. Inicialmente, podera ficar a divida sobre o que este grupo fez nesta resolugao:
podemos estar perante trés tentativas diferentes e independentes de resolu¢do do
problema, ou podemos estar perante uma sé resolucdo do problema separada em trés
fases. Como € possivel ver, os alunos deste grupo comegaram por assumir que a osga nao
voa e fizeram um célculo para esse caso. Depois, fica a divida: serd que partiram para a
resolucdo mais a direita, como forma de confirmar a primeira parte feita, ou partiram para
a seccdo inferior? Por este motivo, fica logo percetivel que a resposta é desorganizada.
Além disso, o facto de, aparentemente, termos duas respostas distintas, faz-nos assumir
que € uma resposta final ausente. De forma a esclarecer a questao, fomos socorrer-nos da
gravacdo da sessdo e percebemos que o grupo comecou por fazer a resolucao do canto
superior esquerdo, tendo chegado a um resultado para o caso de se assumir que a osga
nao voa — resultado que ficou refor¢cado com os célculos apresentados no lado direito da
resolucdo. Nao contentes com este resultado, decidiram apresentar uma alternativa para
o caso de assumirem que a osga saltava... no entanto, ndo chegam a apresentar uma
resposta final para esse caso, ja que o valor calculado € superior ao valor alcancado no
primeiro caso — ou seja, ou ndo concluiram o caso de a osga saltar, ou nao se lembraram
de ver qual das opcdes dava o caminho mais curto. Aparentemente, ndo concluiram o
caso de a osga saltar, uma vez que referem “1/4 circulo de raio 10" antes do calculo do
perimetro, dando a entender que tinham o objetivo de fazer uma divisao por quatro apds
o célculo do perimetro. Quanto as representacdes, € notdria a auséncia de linguagem
verbal, mas tem uma forte presenca de representagdo iconica, traduzida pelos desenhos
do cubo, e representacdo simbdlica, presente em todos os cdlculos apresentados.
Passando para a completude, temos um nivel de justificacdo baixo, ja que as poucas
justificagOes apresentadas sdo traduzidas apenas por célculos e ndo sdo suficientes para
se entender o raciocinio estabelecido, e o tipo de justificacdo foi feito com recurso a
experimentagdo € com uso exclusivo de regras.
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A resposta do Grupo 2 foi a tnica resposta considerada incorreta. No entanto, nao foi a
tnica a ser considerada com este nivel e tipo de justificacdo, ja que a resolu¢do do Grupo
4 também estd nesse nivel (Figura 2).
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Figura 2. Resolugdo do problema pelo Grupo 4.

Nesta resolu¢do assumimos que o nivel de justificag@o era baixo, uma vez que a Unica
justificacdo presente estd nos desenhos elaborados, ndo sendo considerado o suficiente
para sustentar a resposta e garantir que € o caminho mais curto. J4 quanto ao tipo de
justificacdo, estamos novamente perante o recurso da experimenta¢do e o uso exclusivo
de regras ja que o grupo ndo apresenta mais nenhuma justificagdo além dos desenhos das
diferentes opcdes experimentadas e dos cdlculos. As representacdes utilizadas também
sdo as mesmas do Grupo 2 — ndo assumimos a existéncia de linguagem verbal uma vez
que esta sO estd presente para indicar uma resposta final explicita, e ndo para clarificar o
raciocinio. A resposta final € considerada explicita, j4 que o grupo colocou uma nota
dizendo que o caminho mais curto estaria na op¢do 1 — e € também esta nota que torna
esta resolucdo parcialmente organizada. Para que a resposta estivesse organizada,
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bastaria que a resposta conclusiva fosse escrita no final, sem ser escrita como sendo uma
nota ali acrescentada fora do seguimento normal de leitura, ndo deixando perceber em
que momento da resolu¢do alcangaram aquela conclusao.

Com uma resposta igualmente parcialmente organizada encontramos o Grupo 5, cuja
resolugdo estd visivel na Figura 3.
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Figura 3. Resolucao do problema pelo Grupo 3.

As resolugdes do Grupo 4 e do Grupo 3, presentes nas Figuras 2 e 3, respetivamente,
foram as Unicas consideradas parcialmente organizadas. No caso do Grupo 3, estamos
perante uma resposta correta e apresentada de forma explicita, contando com os trés tipos
de representacOes. Relativamente ao tipo de justificacdo, é relacional ja que a
planificacdo colocada no final da resolugdo serve para validar os calculos que foram feitos
na etapa anterior. O nivel de justificacdo € alto ja que apresenta todas as justificacdes
necessarias.

Também o Grupo 5 apresentou uma justificacdo de nivel alto, apesar de o tipo de
justificacdo ter sido o uso exclusivo de regras (Figura 4).
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Figura 4. Resolucgéo do problema pelo Grupo 5.

O Grupo 5 apresentou uma resposta correta, com nivel de justificacdo alfo, um uso
exclusivo de regras, uma resposta final explicita e uma resposta organizada. No que toca
a representacdes, temos presente a representagdo iconica, pelo desenho do cubo e da sua
planificacdo, e ainda a representacdo simbolica pelos célculos apresentados. Quando a
linguagem verbal, ndo se assume que tenha existido nesta resolucio, uma vez que o que
estd escrito nesta resolucdo ndo é significante para a mesma ao ponto de poder ser
considerado que foi utilizado este tipo de representacao.

Falta apresentar duas resolucdes, mas apenas uma delas tem também o nivel de
justificacdo alto, e pode ser vista na Figura 5.
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Figura 5. Resolu¢ao do problema pelo Grupo 1.

A resolucdo presente na Figura 5 estd correta e organizada, e € apresentada de forma
explicita. E mais um exemplo de uma resolucio que engloba todos os tipos de
representacdo e com um nivel de justificacdo alto. No que toca ao tipo de justificagao,
Vemos o recurso a experimentagdo, ja que o grupo deixa explicito que fizeram tentativas
antes de chegar a resposta final, procedimental, pois os alunos justificam as etapas que
estdo a fazer, e relacional, porque indicam o porqué de fazerem determinadas etapas € a

validade das mesmas.

Finalmente, temos a resolu¢dao do Grupo 6, que é também uma resolucdo completa e

organizada, com resposta final explicita e que pode ser vista na Figura 6.
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Figura 6. Resolucio do problema pelo Grupo 6.

Grupo 6

O Grupo 6 optou por utilizar o software paint para escrever a sua resposta, incluindo a
linguagem verbal para esclarecer a sua resposta € a representacdo iconica através do
desenho do cubo e do tridngulo. O nivel de justificacdo nesta resposta € considerado
médio, a Unica resolucao deste problema com este nivel, isto porque ndo chega a justificar
o porqué de este ser, efetivamente, o caminho mais curto. Quanto ao tipo de justificacao,
Vemos O recurso a experimentacdo, ja que os alunos deste grupo explicitam na sua
resposta que tentaram outros caminhos e todos tinham dimensdes superiores, e
procedimental, pois apresentam a justificacdo de uma etapa — no caso, a exclusdao da
diagonal espacial como possibilidade.

Em jeito de resumo, podemos ver o Quadro 1, para concentrar toda a informacao sobre
as resolucdes a este problema.

Quadro 1. Caracterizacdo da comunicagao escrita nas resolucdes a este problema.

. . G| G G| G
Comunicagao Escrita 1 ) G3 | G4 5 6
Correcao c|1r|cj|cj|c|c

- Nivel de justificagcdo A|B|A|B|A| M

Relacional X -] X| - - -

. Procedimental X/ -1-1-1-1X

. T1‘p © de~ Recurso a experimentacao | X | X | - | X | - | X
justificacdo

Uso exclusivo de regras - X - | XX | -

Vaga - - - - - -

- Resposta final E|A | E | E|E|E
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Representacoes: _-
Linguagem verbal X| -] X | - - | X
Representagdo iconica X[ X | X[ X | X]|X
Representagdo simbdlica X | X | X | X | X]| -
Organizacao O|D|PO|PO| O | O

Através deste quadro-resumo, conseguimos perceber que este problema teve diferentes
tipos de respostas, apesar de cinco das seis respostas estarem corretas (C) e apenas uma
incorreta (I). Quanto ao nivel de justificacdo, conseguimos ver quase todos os niveis, com
excecao do nivel nulo — temos trés resolucdes com nivel alto (A), uma com nivel médio
(M) e duas com nivel baixo (B). Também os tipos de justificacdo estiveram quase todos
representados, exceto a justificacdo vaga. Relativamente a apresentacdo de resposta final,
apenas uma das resolucOes teve resposta ausente (A), sendo as restantes explicitas (E).
Nas representacdes, encontramos dois grupos que recorreram as trés em simultaneo,
sendo que os restantes recorreram a duas — nao havendo nenhum grupo a recorrer apenas
a uma representacdo isoladamente. Por fim, temos uma resposta desorganizada (D), duas
parcialmente organizadas (PO) e trés organizadas (O).

Consideracoes Finais

A comunicagdo escrita € uma parte muito importante do ensino da matematica ja que os
processos de reflexdo e comunicacao estdo interligados (Pugalee, 2001). Este estudo tinha
como objetivo caracterizar a comunicacdo escrita dos alunos na resolucdo de um
problema matemadtico, segundo diferentes categorias de andlise como a completude da
resposta, as representagdes utilizadas e a organizacdo. Na andlise realizada e apresentada
nesta comunicagdo, quase todos os grupos responderam corretamente ao problema e
apresentaram a sua resposta final de forma explicita. No que toca a organizagdo, metade
dos grupos apresentaram uma resposta organizada, sendo que apenas um grupo foi
considerado como tendo uma resposta desorganizada. Quanto a niveis de justificagdo, foi
possivel ver resolucdes de nivel alto, médio e baixo, mas todas as respostas tinham
justificag¢des, nao havendo registo de nivel nulo. Relativamente aos tipos de justificacdo,
fo1 percetivel diferentes misturas de tipos, contrariando o que foi referido por Santos e
Semana (2015), que indicavam que sé poderia haver um tipo de justificacdo. Temos
resolucdes com o tipo relacional e procedimental ao mesmo tempo, mas também
resolucdes apenas com um destes tipos ou até com um destes relacionados com um tipo
dos outros (por exemplo, a resolucdo do Grupo 6 era procedimental e com recurso a
experimentacdo). No que toca as representacdes, todos os grupos conjugaram pelo menos
duas representacdes nas suas respostas, sendo que dois dos seis grupos conseguiram
interligar as trés representagdes. Assim, este estudo mostra-nos a possibilidade de ter
varios tipos de justificacio em simultineo na resolu¢do de um problema, j4 que uma
resolucdo pode ser composta por vdrias etapas, e cada etapa poderd ter um tipo de
justificacdo distinto das restantes. Todas as etapas de resolucdo de um problema sao
importantes e devem ser analisadas por si mesmas, sendo que sdo parte essencial na
andlise de toda a resposta apresentada. Esperamos que este estudo sirva para realcar a
importancia da comunicagdo escrita na resolucao de problemas matematicos e no ensino
da matemadtica em geral, contribuindo com categorias de andlise que ajudem a analisar
essa comunicagao e, consequentemente, a melhora-la.
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Resumo: Este estudo tem como objetivo identificar e relacionar as agdes do professor
que se focam no desenvolvimento do raciocinio matematico durante a condugdo da
discussdo coletiva de uma tarefa. O estudo segue uma metodologia interpretativa e a
recolha de dados foi realizada numa turma de 5.° ano de uma professora, que participou
numa oficina de formagdo sobre raciocinio matemaético, durante a discussao coletiva de
uma tarefa. A andlise dos dados envolveu produzir um relato da discussao coletiva,
associar a cada acdo da professora um tipo de acdo e, finalmente, identificar e caracterizar
as acdes que diretamente se relacionam com o desenvolvimento do raciocinio
matematico, identificando o nimero de acdes incluidas em cada uma das categorias
consideradas. Da andlise dos dados surge a proposta de um modelo com génese num
modelo anterior, que traduz as relacdes e acOes da professora, observadas durante a
discussdo coletiva da tarefa, e que reflete a individualizacdo de ag¢des que possuem
caracteristicas proprias, as potencialidades de cada tipo de acdo para desenvolver o
raciocinio matemaético e a inter-relacao e sequencialidade das acdes.

Palavras-chave: Ac¢des do Professor; Discussdes Coletivas; Processos de Raciocinio
Matematico; Tarefas Matematicas.

Abstract: The aim of this study is to identify and relate teachers’ actions that focus the
development of students’ mathematical reasoning during whole class discussions. The
study uses a qualitative and interpretative methodology. Empirical data was collected in

123


mailto:fatima.mendes@ese.ips.pt
mailto:catarina.delgado@ese.ips.pt
mailto:joana.brocardo@ese.ips.pt
mailto:jpponte@ie.ulisboa.pt

EIEM 2021

a 5th grade class (11-12 years old), during all class discussion of one task. The 5th grade
teacher followed a teacher education program centered on mathematical reasoning. Data
analysis focused a class written report based on the transcription of the dialogs of all class
discussion, associating each teacher action to a specific category and identifying,
characterizing and counting the actions directly related with the development of
mathematical reasoning. Data analysis supported the development of the teacher actions’
previous model establishing a new one that includes the potential of each type of action
to develop mathematical reasoning and the interrelationships and sequencing of the
different actions.

Keywords: Teacher’s Actions; Mathematical Reasoning Processes; Mathematical Tasks;
Whole Class Discussion.

Introducao

Raciocinar matematicamente é fazer inferéncias justificadas (Mata-Pereira & Ponte,
2017) e envolve processos de raciocinio como classificar, conjeturar, generalizar e
justificar. O desenvolvimento do raciocinio matemético dos alunos € uma prioridade para
a aprendizagem da Matemadtica expressa em varios curriculos (Jeannotte & Kieran, 2017)
e € claramente realcado no documento Aprendizagens Essenciais de Matemdtica (ME-
DGE, 2021), recentemente homologado.

Os momentos de discussao coletiva de tarefas que visam promover o raciocinio e a
resolucdo de problemas sdao fundamentais para o desenvolvimento da compreensio
matematica dos alunos (NCTM, 2017). De facto, podem proporcionar a partilha de ideias,
facilitar a procura de argumentos que validem, ou nao, determinada conclusio ou propor
novas justificagdes e generalizacdes. Na andlise das discussoes coletivas ¢ fundamental
atender as agdes do professor, entendidas aqui como uma intervencao, ou conjunto de
intervengoes, relacionadas entre si e realizadas com uma determinada intencdo. Nesta
comunicacdo identificamos e relacionamos as acdes do professor que se focam no
desenvolvimento do raciocinio matematico durante a conducdo da discussdo coletiva de
uma tarefa.

Acoes do professor na discussio coletiva

Virios estudos realizados a partir dos anos 90 do Séc. XX t€m incidido na preparacio e
conducdo das discussdes coletivas, considerando que nelas as ag¢des do professor
desempenham um papel-chave (Fraivillig, Murphy & Fuson, 1999; Lampert, 2001; Stein,
Engle, Smith, & Hughes, 2008; Wood, 1999). Fraivillig et al. (1999) organizam essas
acoes em trés categorias: (i) Incentivar (eliciting) os alunos a apresentar os seus métodos,
(i1) Apoiar (supporting) a compreensao conceptual dos alunos, e (iii) Ampliar (extending)
o pensamento dos alunos. Cengiz, Kline e Grant (2011), que analisam especificamente as
acoes de Ampliar, salientam, no entanto, que as varias agdes surgem muitas vezes de
forma interligada. Ellis, Ozgiir e Reiten (2013) para além das categorias indicadas por
Fraivillig et al. (1999) consideram uma quarta que designam por Responder a (responding
to) e que inclui agdes de reacdo ao que os alunos dizem ou fazem, como, por exemplo,
repetir uma afirmacdo de um dos alunos ou solicitar a um aluno que seja ele a repeti-la.

Uma vez que o estudo que realizdmos incidiu na andlise das agdes do professor durante a
discussao coletiva optdmos por partiu do modelo proposto por Ponte et al. (2013) (Figura
1), que especifica e relaciona caracteristicas fundamentais das a¢des do professor durante
a esta fase de exploracdo das tarefas na aula de Matematica.
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Convidar

¢
e

Informar/ — situagdo de
Sugerir

Gerira

Aprendizagem
Apoiar/Guiar

Figura 1. Modelo das A¢des do Professor na Conducio de Discussdes Matemadticas (Ponte et
al., 2013).

Neste modelo, as acdes do professor sdo organizadas em dois grupos, distinguindo as que
se relacionam diretamente com o0s topicos e processos matematicos das que se focam na
gestdo da aprendizagem (como as relativas a organizacdo do trabalho dos alunos ou o
tempo destinado a exploragdo autonoma da tarefa), e aprofundando as acdes que se
incluem no primeiro grupo. Neste modelo consideram-se as agdes de Convidar que
promovem o envolvimento inicial dos alunos incentivando-os a participar, de
Apoiar/Guiar que incentivam a continuagao da participagao dos alunos na discussdo, de
Informar/Sugerir em que € o proprio professor a introduzir informagao e de Desafiar em
que o professor procura que o aluno avance por si s6 em ‘terreno novo’.

Processos de raciocinio

A complexidade, variedade e inter-relacdo dos processos de raciocinio sdo aspetos
amplamente referidos na investigacdo. No projeto REASON? destacamos os processos
de generalizar, justificar, classificar, conjeturar e exemplificar. Este dltimo, embora sendo
um processo de raciocinio auxiliar, tem um particular relevo no trabalho com alunos mais
novos. Generalizar € um processo central do raciocinio matematico e consiste em afirmar
que uma ideia, propriedade ou procedimento € vélido para um determinado conjunto de
objetos (Carraher et al., 2008; Jeannotte & Kieran, 2017) ou afirmar que uma propriedade
¢ comum a um grupo de objetos (Jeannotte & Kieran, 2017). Justificar, igualmente um
processo central do raciocinio matematico, consiste em apresentar um argumento légico
baseado em ideias matemadticas para sustentar uma determinada afirmac¢do ou refuta-la
(Jeannotte & Kieran, 2017). Classificar é um processo de inferéncia sobre classes de
objetos com base nas suas propriedades e defini¢des, que pode ser desencadeado pela
procura de semelhangas ou diferencas entre objetos matematicos (Jeannotte & Kieran,
2017) e pode corresponder, por vezes, a uma generaliza¢do. Conjeturar esta associado a
procura de regularidades, semelhangas ou diferencas, com o objetivo de estabelecer uma
relagcdo (Jeannotte & Kieran, 2017), envolvendo a formulacdo de afirmacgdes (conjeturas)
que se espera que sejam verdadeiras, mas cuja veracidade é necessdrio validar (Lannin et
al., 2011). Finalmente, exemplificar, tal como anteriormente referido, € um processo que
surge associado, e que apoia, outros processos de raciocinio e consiste em propor
exemplos que apoiem a procura de aspetos semelhantes e diferentes ou que apoiem a
validag@o de uma afirmacdo (Jeannotte & Kieran, 2017).

5 http://www.ie.ulisboa.pt/projetos/reason.
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Metodologia

A recolha de dados foi realizada numa turma de 5.° ano de uma professora® que participou
numa oficina de formacao integrada no projeto REASON, durante a discussdo coletiva
da tarefa “Quantas macds?’”. A aula foi registada em video e a fase de discussdo das
tarefas foi integralmente transcrita. Foram igualmente recolhidas todas as produgdes
escritas dos alunos.

O André e a Rute receberam um saco de magas. Partilharam as
magas entre si e sobrou uma. Tinham acabado de fazer esta partilha
quando chegaram os seus amigos, Ana, Rui e Anténio, que também
queriam magas. Decidiram entdo partilha-las novamente e sobraram
duas. Quantas magas podiam estar no saco?

Figura 2. Tarefa “Quantas magas?”.

Foi usada uma metodologia interpretativa (Erickson, 1986) que envolveu trés fases: 1)
produzir um relato da discussdo coletiva, 2) associar a cada acdo da professora um tipo
de a¢do considerado por Ponte et al. (2013) tal como se exemplifica no Quadro 1, e 3)
identificar e caracterizar as acOes que diretamente se relacionam com o desenvolvimento
do raciocinio matemaético, identificando o nimero de ac¢des incluidas em cada uma das
categorias consideradas. As associacdes entre as acOes da professora e os tipos iniciais de
acdo considerados (fase 2) e a identificagdo das caracteristicas das acdes associadas ao
raciocinio (fase 3) foi realizada inicialmente por um dos autores do artigo e
validada/ajustada posteriormente pelos restantes autores.

Quadro 1. Exemplos da classifica¢do das acdes da professora em trés momentos da discussio
coletiva e sua justificagdo.

Acgdes Excertos Concretizagdo da acdo da professora
Convida a participar quem seguiu uma
S determinada estratégia.
Professora: Vou pedir primeiro ao ) )
Convidar VOSso grupo para ir ali apresentar o (0 grupo selecionado conclui que o facto
que fizeram. de ter de dividir as magas por dois,
sobrando uma maca, implica que o
nimero de macas é {mpar).
Professora: Porque € que 5 magas a
dividir por 5 [pessoas] também ndo Desafia os alunos a analisar as condi¢des
Desafiar estava certo e estava também ali do problema e perceber o que o resultado
indicado a vermelho que ndo estd de um determinado teste implicaria para
certo. Porqué? O que € que era as condigdes iniciais do problema.
preciso acontecer para estar certo?
. . ( Coloca uma questdo para que Lourenco
. Professora: Os dois amigos é que se .. questao para que Lo ¢
Guiar . o ~ corrija o que estd a dizer (significado dos
iam dividir pelas magas? . .
numeros envolvidos).

6 Tanto o nome da professora como dos alunos que surgem nesta comunicagdo sao ficticios.
7 Tarefa adaptada da tarefa “Lots of Lollies”, disponivel em: https://nrich.maths.org/2360.
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Na terceira fase de andlise de dados, as agdes da professora comecaram por ser
organizadas de acordo com os quatro tipos de acdes propostas no modelo de Ponte et al.
(2013) (1) Convidar, (ii) Apoiar/Guiar, (iii) Desafiar e (iv) Informar/Sugerir. A andlise
detalhada de cada conjunto destas acdes permitiu especificar as suas particularidades e
identificar e caracterizar as acOes que diretamente se relacionam com o desenvolvimento
do raciocinio matemdtico. Desta andlise detalhada emergiu uma subdivisdo de algumas
das categorias inicialmente consideradas: (i) Convidar, (ii) Apoiar, (iii) Guiar, (iv)
Desafiar, (v) Informar e (vi) Sugerir. Emergiu, igualmente, um processo de raciocinio
que designdmos por Meta-analisar que ndo incide diretamente em processos de raciocinio
especificos, mas que incide numa reflexdo sobre as condi¢des expressas do problema,
sobre as estratégias usadas ou sobre o que significa formular e testar uma conjetura.
Finalmente, as ac¢des da professora incluidas em cada um dos tipos anteriores foram
organizadas nas categorias relacionadas com processos de raciocinio (Quadro 2), que
igualmente emergiram nesta fase de anélise de dados.

Nesta fase de analise de dados foi também contabilizado o nimero de ag¢des da professora
incluidas em cada uma das categorias consideradas.

Quadro 2. Categorias de andlise de cada grupo de acdes da professora.

. Acdes que se relacionam diretamente com a
Exemplificar S .
explicitacdo de processos de exemplificar.
. Acdes que se relacionam diretamente com a
Classificar L o
explicitagdo de processos de classificar.
Processos . Acdes que se relacionam diretamente com a
Aces e Conjeturar L .
goes especificos explicitacdo de processos de conjeturar.
associadas a . .
processos de Generalizar Ac0es que se relacionam diretamente com a
raciocinio explicitagdo de processos de generalizar.
Tustificar Acgdes que se relacionam diretamente com a
explicitacdo de processos de justificar.
Acdes que visam promover uma andlise
Processos - =
. Meta-analisar global dos processos usados e das conclusdes
transversais
a que os alunos chegam.
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Acoes da professora durante a discussao coletiva

A tabela 1 indica a frequéncia observada em cada uma das categorias identificadas,
distinguindo as acdes em que foi observada uma associacdo a processos de raciocinio das
acdes em que tal ndo aconteceu.

Tabela 1. Frequéncia de cada tipo de acdo por categoria analisada.

Nao
associadas
Agbes . o a
Associadas a processos de raciocinio
processos
de
Processos raciocinio
. . . . . Meta-
Exemplificar | Classificar | Justificar | Generalizar | Conjeturar . Total
analisar
Desafiar 4 2 8 3 - 7 24 1
Guiar 2 - 7 4 1 - 14 35
Informar 2 - - 4 - - 6 11
Sugerir - - - 3 - 1 4 4
Convidar - - - - - - 0 11
Apoiar - - - - - - 0 12

Desafiar e Guiar destacam-se como as acdes que mais incidem no raciocinio. A Unica
acdo de desafiar que ndo se foca em processos de raciocinio ocorre quando a professora
desafia os alunos a explicaram-se, depois de um conjunto de acdes de guiar mais focadas,
mas a que os alunos iam correspondendo avancando respostas pouco precisas:

Professora: Qual é o nimero maior possivel, com o algarismo das unidades 7,
que serve para solu¢cdo do nimero de magas dentro do saco?

Raquel: Tudo o que seja, tudo o que acaba em 7.

Professora: Tudo. E esse tudo € o qué?

Raquel: Infinitos.

Professora: Nao acaba, ¢ sempre... OK. Expliquem-se.

Nas acdes associadas a Desafiar destacam-se as que refletem desafios que a professora,
explicitamente, lanca aos alunos para fazerem uma meta anélise dos processos usados e
das conclusdes a que chegaram. No Quadro 3 descrevemos os trés tipos identificados
destas acOes e apresentamos excertos que ilustram as suas caracteristicas.
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Quadro 3. Tipos de acdes Desafiar associadas a meta-analisar.

Desafiar

Meta-analisar

Descri¢ao

Excerto

Os dados da
tarefa

Desafia os alunos a
analisar as condi¢bes
do problema e
perceber o que o
resultado de um
determinado teste
implicaria para as
condig¢des iniciais do
problema.

Lourenco descreve um a um os testes que realizaram,
experimentando se poderiam estar no saco 3,4 e 5
magas.

Lourenco: 3 macas a dividir por 5 também ndo dava. 5
magas a dividir por 5 também nao dava.

Professora: Porque é que 5 magas a dividir por 5 também
ndo estava certo e estava também ali indicado a vermelho
que ndo esta certo. Porqué? O que € que era preciso
acontecer para estar certo?

Professora: Distribuir por 5 e? O que € que tinha de
acontecer no problema?

As estratégias
usadas pelos
alunos

Desafia os alunos a
identificar diferencas
entre resolugdes da
tarefa, explicando-as
e/ou explicitando
como poderiam
modificar a sua
estratégia inicial.

Depois de dois grupos terem apresentado a sua resolucio
da tarefa:

Professora: O que € que foi diferente nesses grupos?
Vamos ver se vocés conseguem explicar.

Professora: Entdo o que é que ¢ diferente para os grupos
que, a certa altura, deixaram de estar 1 a 1 e comecaram
a...

Professora: Nao? OK. Entdo reparem... entdo vou fazer
uma pergunta diferente. O que € que vocés
compreenderam de todas estas apresentagdes dos vossos
amigos? No fundo o que € que, o que é que ndo
conseguiram fazer enquanto estavam a trabalhar em
grupo, mas que se fizessem agora fariam diferente e o
que € que iam fazer?

O significado
de uma
conjetura.

Procura que os alunos
analisem o seu modo
de pensar e o associem
ao processo de
formular e testar
conjeturas.

Professora: OK. Entdo o pensamento qual foi? Serd
que... vamos transformar o nosso pensamento numa
pergunta. Qual foi essa pergunta?

Bia: Sera que os nimeros, que os nimeros que t€m 7, ou
que acabam em 7, também dao?

Professora: Também dao? Portanto, fizemos uma
pergunta e quando fazemos uma pergunta matematica ou
em ciéncia, o que € que temos de ir fazer a seguir?
Tomis.

Tomds: Testar essa coisa.

Embora a maioria das a¢des de Guiar (35 em 49) ndo incida diretamente no raciocinio
matematico, identificimos agdes de Guiar que podem ser designadas como desafiar em
diferido, quando a professora solicita um pedido de explicitacdo de um desafio colocado
pela propria, na fase de exploragcdo auténoma da tarefa. O episddio seguinte ilustra um
desses momentos, em que a professora interpela Iné€s quando esta descreve o processo de
resolucdo do seu grupo:

Inés: Depois ela disse que ia dar 7, nds experimentamos outra vez, fizemos os
bonecos outra vez com 0, mas depois comegamos a fazer a conta de

Professora: Pronto, mas eu quando fui ai ..

dividir.

. (...). Eu quando fui ai vocés

disseram “o 17 ndao da” e eu perguntei porque € que nao da... porque a
gente comegou a desenhar umas bolas e depois ela disse que aquilo ndo
dava e acabou-se e qual foi a pergunta que eu fiz?
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Bia: Se todos os numeros...

Professora: Nao, ndo. O que é que eu perguntei, Bia?

Bia: Porque € que o 17 ndo dava.

Professora: Porque € que o 17 ndo dava?

Aluno: E depois nds fizemos uma conta de dividir e afinal dava.

6 das 17 acdes da professora consistiram em Informar, ou seja, em referir caracteristicas
dos processos concretizando-as para a tarefa em discussao, tal como se exemplifica no
episddio em que a professora reafirma o que Bia refere:

Bia: Eu disse uma coisa “Ja repararam que sempre que ¢ impar e acaba em 7?”
Professora: J4 repararam que sempre que € impar, acaba em 77

A acdo de Sugerir, que se distingue da de Informar por visar diretamente a participacao
do aluno, foi focada em aspetos associados ao raciocinio em 4 das 8 acdes identificadas.
No excerto seguinte ilustra-se esta acao associada ao processo de generalizar, em que a
professora sugere a possibilidade de vir a analisar a generalizacdo proposta de que os
numeros terminados em 7 experimentados satisfazem as condi¢des do problema.

Um aluno: Todos os nimeros que acabavam em sete davam.
Professora: Talvez houvesse aqui uma histéria, que o 7 seria uma boa
referéncia, se bem que eu j4 ai vou voltar numa outra questao.

Embora Convidar possa estar associado a explicitacdo de processos de raciocinio, esta
relacdo ndo foi identificada na andlise efetuada. O mesmo aconteceu com as acdes de
Apoiar, que visam encorajar os alunos a prosseguir a apresentacdo de uma ideia
enfatizando uma op¢ao, uma resposta ou observagao dos alunos.

A andlise das acOes da professora durante o momento de discussao coletiva, evidenciou,
igualmente, padroes de relacdo entre elas, tanto no que se refere a sua relacdo como a sua
sequencialidade, como se ilustra no excerto seguinte em que Apoiar € seguido de um
desafio (Desafiar) associado a formulacdo de uma conjetura sobre as caracteristicas dos
numeros que sdo solucio do problema.

Raquel: Fizemos as contas e depois... ddo os setes, entdo nds pensdmos “entao
vamos fazer um nimero maior” pensamos em 100 e depois eu assim
“entdo, mas se da 7, se fizermos 107?” e fizemos 107.

Professora: OK. Entdo o pensamento qual foi? Ser4 que... vamos transformar
0 nosso pensamento numa pergunta. Qual foi essa pergunta?

Bia: Sera que os nimeros que tém 7, ou que acabam em 7, também dao?

Relacoes entre agoes e processos de raciocinio

A Figura 3 apresenta um modelo com génese no proposto por Ponte et al. (2013), que
traduz as relagdes e acdes observadas e que reflete (i) a individualiza¢do de agcdes que
possuem caracteristicas proprias, (ii) as potencialidades de cada tipo de acdo para
desenvolver o raciocinio matematico, e (iii) a inter-relacdo e sequencialidade das acdes.
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Figura 3. Modelo das a¢des da professora na condugdo de discussdes coletivas que promovem o
raciocinio matematico.

No cinzento mais escuro destacam-se as relagdes entre as acdes do professor e o foco no
raciocinio matematico. As ligagdes ‘diretas’ entre cada acdo e os diferentes processos de
raciocinio assinalam as potencialidades identificadas de cada uma para incidir no
raciocinio matematico e em que as ligacdes mais ‘grossas’ traduzem a maior incidéncia
nos processos Justificar e Meta-analisar. A parte mais escura da seta dupla que liga Guiar
a Desafiar traduz uma caracteristica importante da acdo Guiar, quando assume a forma
de desafio em diferido, referido anteriormente.

O modelo que propomos avanga seis categorias para as agdes do professor durante a
discussdo coletiva, diretamente relacionadas com topicos e processos mateméticos,
explicita as suas relacdes com o raciocinio matemadtico e a interligacdo entre elas. Embora
a opg¢do de andlise que adotdmos incida em cada a¢do e ndo em sequéncias de agdes,
evidenciou-se sequencialidade entre Apoiar e Guiar e Apoiar e Desafiar pelo que ela é,
igualmente, assinalada no modelo.

Consideracoes finais

O modelo das a¢des do professor na conducdo de discussdes coletivas que promovem o
raciocinio matematico que propomos (Figura 3) evidencia a importancia das ag¢des do
professor e, em particular, a sua relevancia para que possa emergir raciocinio matematico
durante as discussoes coletivas. Distingue, ainda, as potencialidades de cada um dos tipos
de acdes para promover os processos de raciocinio matemdtico de Meta-analisar,
Generalizar, Conjeturar, Justificar, Classificar e Exemplificar.

Destacamos a identificacdo de um processo de raciocinio ndo referido na literatura, Meta-
analisar, que corresponde a um nivel de pensamento em que os objetos em que o professor
foca a acdo sdo os processos de raciocinio. Meta-analisar envolve abstrair de casos
concretos, pensando, por exemplo, em caracteristicas de justificar ou conjeturar.
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Reconhecemos potencialidades do modelo das ag¢des do professor na condugdo de
discussdes coletivas que promovem o raciocinio matemdtico (Figura 3) e das
caracteristicas das acdes do professor identificadas, nomeadamente na fase de
planificacdo quando o professor prepara as questdes que pode colocar aos alunos e
antecipa os processos e representagdes que eles poderao usar. No entanto, esta serd uma
vertente que importa aprofundar em futuras investigagdes. Finalmente, salientamos que
o modelo proposto € hipotético e necessita ser precisado em futuros estudos que incidam
na andlise da exploracdo de outras tarefas, focadas no desenvolvimento do raciocinio
matematico, conduzidas por diferentes professores.
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Resumo: Apresenta-se uma comunicacdo que incide na andlise da resolu¢cdo de uma
tarefa com o artefacto, calculadora gréfica. Procura-se compreender como € os esquemas
de uso e esquemas de a¢do instrumentada mobilizados pelos alunos, contribuem para o
desenvolvimento do raciocinio matematico, representacdes multiplas e comunicagdo
matematica, promovendo a constru¢do de signos de artefacto. Posteriormente, na
discussdo coletiva, como é que a professora promove a transicdo desses signos de
artefacto para signos matematicos. Utilizando uma metodologia de investigacdo
qualitativa de natureza interpretativa e descritiva, adotou-se a modalidade estudo de caso,
focada no trabalho de dois pares de alunos. Os resultados evidenciaram que a calculadora
gréfica influenciou a mobilizac¢do das capacidades matematicas transversais, culminando
com o desenvolvimento de signos de artefacto. E ainda, que a orquestracao da professora
na discussdo coletiva foi imprescindivel para o desenvolvimento do potencial semiético
deste artefacto, resultando na constru¢do do conhecimento matematico.

Palavras-chave: Calculadora Gréfica; Capacidades Matemdticas Transversais;
Mediagdo Semidtica.

Abstract: A communication that focuses on the analysis of the resolution of a task with
the artefact, graphing calculator will be presented in this paper. The goal is to understand
how is that the use schemes and instrumented action schemes mobilized by students
contribute to the development of mathematical reasoning, multiple representations and
mathematical communication, promoting the construction of artefact signs. Later, in the
collective discussion, it is discussed how it is that the teacher promotes the transition of
these artefact signs into mathematical signs. Using a qualitative research methodology of
an interpretive and descriptive nature, the case study modality was adopted, focused on
the work of two pairs of students. The results showed that the graphing calculator
influenced the mobilization of transversal math skills, which culminated in the
development of artefact signs. They also showed that the teacher's orchestration in the
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collective discussion was essential for the development of the semiotic potential of this
artefact, resulting in the construction of mathematical knowledge.

Keywords: Graphing Calculator; Semiotic Mediation; Transversal Math Skills.

Introducao

De acordo com o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria (Ministério da
Educacdo e Ciéncia [MEC] / Dire¢do-Geral da Educacdo [DGE], 2017) em Portugal,
existe a necessidade de o sistema educativo contribuir para o desenvolvimento de
competéncias que permitam dar resposta aos desafios complexos do século XXI, tendo
em consideracdo a evolu¢do do conhecimento e da tecnologia. Os Principios e Normas
para a Matemadtica Escolar (National Council of Teachers of Mathematics [NCTM],
2000/2007), apresentam a Matemdtica como um conhecimento importante que permite
responder a esses desafios, na medida em que a mesma permite o desenvolvimento de
capacidades e competéncias, como a argumentacdo, a comunica¢do, a observacdo, a
resolucao de problemas, a formulagao e teste de conjeturas.

Um programa de Matemdtica de exceléncia, deverd contemplar a integracdo da
tecnologia, em que permita aos alunos individualmente ou colaborativamente, construir
o conhecimento pela via da experi€ncia, aprendendo matematica com compreensao
(NCTM, 2014/2017). As calculadoras e computadores sdo dispositivos que possibilitam
a visualizacdo de objetos matemaéticos, proporcionam a organizacao e analise de dados,
permitem efetuar cdlculos de forma eficiente e exata e podem ajudar a realizar
investigagdes (NCTM, 2000/2007). O recurso a calculadora grafica na resolugdo de
tarefas, no Ensino Bdsico, favorece a aprendizagem, a compreensdo de ideias
matematicas, o raciocinio matematico e a comunicagdo (Pedro, 2020).

O documento onde se encontram pautadas as Aprendizagens Essenciais para o 7.° ano do
Ensino Basico em articulacio com o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade
Obrigatéria (ME / DGE, 2017) foi homologado através do Despacho n.° 8209/2021. Neste
documento, sdo enunciadas seis capacidades matemaéticas: resolu¢do de problemas,
raciocinio matematico, comunica¢do matematica, representacdes matematicas, conexoes
matematicas e pensamento computacional. Essas capacidades sdo valorizadas como
objetivos de aprendizagem e encontram-se integradas em todos os temas matemaéticos,
pois, somente assim, os alunos aprendem matemdtica com compreensao.

Desta forma, € nosso objetivo compreender como € que o uso do artefacto mediador,
calculadora grafica, na resoluciio da tarefa: “Angulos internos de um triangulo”, promove
o desenvolvimento do raciocinio matemaético, representacdes multiplas € comunicacao
matematica. Para responder a este objetivo, formulamos um conjunto de questdes de
ambito mais especifico, nomeadamente: 1) Como é que os esquemas mobilizados pelos
alunos na resolucdo da tarefa com o artefacto, calculadora gréfica, contribuem para o
desenvolvimento do raciocinio matematico, representacdes multiplas e comunicacio
matemadtica? 2) Como € que o desenvolvimento do raciocinio matematico, representacoes
multiplas e comunica¢do matematica, contribuem para construgdo de signos de artefacto?
e 3) Na discussdo coletiva, como é que a professora orienta a evolugdo de signos de
artefacto, relacionados com a tarefa e o artefacto, calculadora grafica, para signos
matematicos, promovendo o desenvolvimento do potencial semidtico da calculadora
gréfica?
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Enquadramento Teérico
Génese Instrumental - esquemas de uso e esquemas de agdo instrumentada

Entende-se por Génese Instrumental o processo pelo qual um sujeito se apropria de um
artefacto, material ou simbdlico, através de esquemas, e o transforma num instrumento,
na resolucdo de tarefas (Rabardel, 1995). O processo de apropriagdo permite que o
artefacto seja “responsavel” pela mediacao da atividade. Podemos diferenciar dois tipos
de esquemas: os esquemas de uso sdo direcionados para a gestdo do artefacto e os
esquemas de acdo instrumentada sdo esquemas mentais, ligados ao raciocinio, cujas
acoes estdo direcionadas para a realizacido da tarefa. Os esquemas mentais podem ser
espontaneos ou matemdticos e emergem de acordo com os significados pessoais do
sujeito (Drijvers & Trouche, 2008).

Teoria da Mediagdo Semiética - Potencial Semiético do Artefacto e Ciclo Diddtico

A Teoria da Mediacdo Semiodtica (TMS) descreve e explica as agdes desenvolvidas por
um aluno, desde o uso de um artefacto especifico para realizar uma tarefa até a
apropriacdo de um determinado contetido matematico especifico (Mariotti, 2018).

Na realizacdo de uma tarefa, o significado matematico incorporado num artefacto pode
ser acessivel através do processo da Génese Instrumental. Quando o artefacto se
transforma num instrumento podem emergir signos associados aos esquemas (Mariotti,
2002). Esses signos® podem ser usados intencionalmente pelo professor para explorar
processos semioticos, visando orientar a evolucdo de significados pessoais para
significados matematicos. Deste modo, o artefacto pode funcionar como um meio para
realizar uma tarefa e como uma ferramenta de mediacdo semidtica para cumprimento de
um objetivo didatico (Mariotti, 2018).

A nivel individual, com a utilizac¢do do artefacto na realizac@o da tarefa surgem os signos
de artefacto (significados pessoais). Por um lado, os mesmos podem ocorrer quando a
tarefa € solicitada a ser realizada em pares e surge a necessidade de se comunicar e,
consequentemente, a producdo de signos referente ao uso do artefacto. Por outro lado,
podem verificar-se quando os alunos sdo convidados a elaborar um relatério escrito
posterior a realizagdo da tarefa resumindo o conteido da discussdo, tornando explicitas
as suas ddvidas. Ao nivel de um especialista, emergem 0s signos matemdticos que se
referem ao contexto da matemadtica e estao relacionados com os significados matematicos
partilhados na sala de aula (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008).

Neste sentido, existe uma dupla relacdo semidtica articulada pelo artefacto, denominada
pelo potencial semidtico do artefacto, que se caracteriza pela facilidade que o mesmo
possui em associar significados matemadticos evocados pelo seu uso, culturalmente
determinados, com significados pessoais que cada sujeito desenvolve na utilizacdo do
mesmo na realizacdo de tarefas especificas. O desenvolvimento do potencial semidtico
do artefacto é da responsabilidade do professor. O professor deve promover a producao
de signos especificos e espontineos pelos alunos, que estdo relacionados com o uso do
artefacto na realizacao da tarefa (signos de artefacto) e orientar a evolugao desses signos
para os signos matemdticos que sao o objetivo da intervencao diddtica (Mariotti, 2018).
Essa evolucdo deve ser promovida através da iteracdo de Ciclos Diddticos (figura 1).
Numa das fases do Ciclo Didatico, a discussdo coletiva € realizada através de dois pares

8 0 termo signo refere-se a relagdo indissoluvel entre significado e significante “signified and signifier”
inspirado por Pierce.
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de Acoes Complementares: “agdo de retorno a tarefa e agdo de focalizagdo” e “solicitar
uma sintese e oferecer uma sintese”.

(

Atividades com o Produgéo individual/
artefacto(s) pequeno grupo de signos

Produgdo coletiva de
signos
Discussdo Matematica

Figura 1. O Ciclo Didético (adaptado de Mariotti, 2018, p. 23).

Capacidades matemadticas transversais
Raciocinio matemadtico e resolucdo de problemas

O raciocinio matemético diz respeito a capacidade que um sujeito tem, de a partir do
acesso a informagdo, conseguir interpretar e produzir conhecimento, através da
formulacdo, explica¢do, argumentacdo e justificacdo de conjeturas. Deste modo o
raciocinio matematico encontra-se fortemente articulado com a resolugdo de problemas
e comunicacdo (NCTM, 2000/2007).

Os professores devem regularmente selecionar e propor tarefas que promovam o
raciocinio e a resolucdo de problemas. Uma tarefa € considerada um problema, quando a
mesma coloca os alunos numa situagdo de exploracdo sem que lhes tenha sido
comunicado qual € o objetivo da intervengdo didética. Deste modo, na resolucao do
problema € viabilizado o acesso a matemadtica através de vdrias abordagens e vdrias
estratégias, nomeadamente no uso de representacdes multiplas (NCTM, 2014/2017).

Representagoes miiltiplas

Os alunos compreendem as ideias matematicas tendo em conta a maneira como as
mesmas sdo representadas. As representacOes podem ser processos observados
externamente ou processos que acontecem internamente na mente das pessoas e que
expressam raciocinios, isto €, ideias e procedimentos matematicos, inerentes a realizacdo
de uma tarefa (Boavida, Paiva, Cebola, Vale, & Pimentel, 2008; NCTM, 2000/2007). As
representacOes externas referem-se a organizagdes simbolicas externas, tais como,
simbolos, figuras, diagramas, gréficos, que pretendem descrever um certo raciocinio
matematico. As representacdes internas nao se conseguem observar diretamente pois
traduzem as imagens mentais construidas pelos sujeitos relativamente a resolu¢cdo de uma
situacdo problematica (Dufour-Janvier, Bednarz & Belanger, 1987).

Coulombe e Berenson (2001) consideram que os professores ao observar as
representacdes dos alunos, poderdo captar os modos de interpretacdo e raciocinio dos
mesmos.

Bruner (1999) refere a existéncia de trés tipos de representacdes: representacoes ativas,
representagoes iconicas € representagcoes simbdlicas. As representagdes ativas. estao
relacionadas com a acdo. O conhecimento € construido por meio da manipulagido de
artefactos didaticos. As representagcoes iconicas estdo associadas a uma disposi¢ao
visual, nomeadamente ao uso de imagens, desenhos e esquemas que traduzem os
conceitos ou conexodes entre eles. As representagoes simbolicas, estdo relacionadas com
a utilizacdo de linguagem simbdlica, no que concerne aos simbolos que retratam ideias
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matemadticas e restantes linguagens que abarcam um conjunto de regras essenciais a
Matemadtica e compreensdo desta disciplina.

A comunicagdo oral e escrita implica o uso de vérias representagdes que transmitem as
ideias matematicas. Os alunos compreendem os significados matematicos tendo em
consideragdo a maneira como os mesmos sao representados (Boavida et al., 2008; NCTM,
2000/2007).

Comunicagdo matemdtica

A comunica¢do matemdtica na sala de aula refere-se a um processo de interacao entre os
alunos e entre alunos e professor, com o objetivo de compreender e negociar significados
matematicos. “Na verdade, falar, desenhar ou escrever sobre raciocinios matemaéticos
oferece oportunidades para justificar pensamentos, sintetizar ideias e tomar consciéncia
de intui¢des” (Boavida et al., 2008).

E essencial que os alunos tenham oportunidade de explicar, justificar e avaliar as suas
ideias e/ou as exibidas pelos seus pares. Ouvir e falar sdo dois aspetos cruciais que 0s
alunos necessitam de desenvolver para otimizar o seu raciocinio matematico (Martinho,
2007). O professor ao acompanhar o raciocinio dos alunos através do relato e explanacao
das suas ideias, consegue ter a percecdo como decorre o desenvolvimento do processo de
ensino e aprendizagem (NCTM, 2000/2007; Boavida et al., 2008). “Os alunos que tém
oportunidade, encorajamento e apoio para falar, escrever, ler e ouvir, nas aulas de
matematica, beneficiam duplamente: comunicam para aprender matemética e aprendem
a comunicar matematicamente” (NCTM, 2000/2007, p. 66).

Metodologia

Metodologicamente, optou-se por um paradigma qualitativo de natureza interpretativo e
descritivo na modalidade estudo de caso, focado no trabalho de dois pares de alunos.
Foram respeitadas as normas relativas as questdes éticas envolvidas em todo o processo
de recolha e tratamento de dados (Creswell, 2012).

N

Nesta comunicacdo analisa-se a resolu¢do de uma tarefa com recurso a calculadora
grafica TI-nspire. A mesma foi realizada no ambiente natural da aula, com 29 alunos do
7.° ano do Ensino Bdsico, no ambito de um estudo mais alargado que decorreu numa
escola publica do distrito de Setubal. Apenas quatro alunos se mostraram motivados para
participar no estudo, tendo sido adotados os nomes ficticios de Maria e Berta, para um
grupo e de José e Pedro, para outro grupo.

A parte empirica da tarefa foi resolvida a pares, seguindo-se a realizacdo de um relatério
individual. Apds a andlise das produgdes individuais de cada aluno, desenvolveu-se a
discussio coletiva orquestrada pela professora, com a ajuda da aluna Sherpa’.

Para a recolha de dados, recorreu-se aos registos realizados em gravacdes dudio, imagens
das representacdes graficas dos ecras da calculadora grafica, relatdrios escritos pelos
alunos e notas de campo registadas no diario de bordo (Creswell, 2012).

% 0 aluno Sherpa tinha a missio de reproduzir os esquemas de uso e esquemas de agdo instrumentada que
foram desenvolvidos anteriormente, aquando da realizagdo da tarefa. O mesmo encontrava-se sentado na
secretdria da professora, com a calculadora grafica conectada ao computador da mesma e projetada no
quadro interativo. Esta reproducdo contou com a intervengdo de todos os alunos e orquestracdo da
professora.

138



EIEM 2021

No que concerne 2 andlise dos dados, na atividade com o artefacto'®, através da audicio
de gravacdes dudio em articulacdo com as notas de campo, analisou-se a comunicagao
oral de raciocinios, desenvolvida entre os pares e entre a professora e os alunos. Na
producdo individual/pequeno grupo de signos'' recorreu-se a andlise da comunicacdo
escrita de raciocinios, nos relatérios individuais. Na producdo coletiva de signos —
discussdo matemdtica'?, recorreu-se a visualizacdo e interpretacdo das imagens das
representacdes grificas dos ecrds da calculadora gréfica, realizadas pela aluna Sherpa.
Foram promovidos e validados raciocinios através da comunicagio oral entre a professora
e os alunos. Essa comunicagdo foi analisada e interpretada por meio de audi¢do de

gravagdes dudio em conexdo com as notas de campo (Mariotti, 2018).
A tarefa apresentada aos alunos

A tarefa (figura 2) foi apresentada aos alunos no inicio da leciona¢do da unidade dos
Quadriléteros, integrada no dominio da Geometria e Medida do 7.° ano de escolaridade
(GM7). Pretendeu-se que os alunos verificassem que a soma das medidas das amplitudes
dos angulos internos de um triangulo € igual a medida da amplitude de um &ngulo raso.

No que concerne a alinea a), para a construcao da figura, pretendeu-se que os alunos
recordassem os conhecimentos que tinham sobre o conceito de tridngulo e retas paralelas.

Relativamente as alineas b) e c) procurou-se que os alunos verificassem a congruéncia
entre o angulo DBA e o angulo A do tridngulo [ABC], assim como a do angulo CBE € o
angulo C do triangulo [ABC]. Para tal os alunos deviam usar os conhecimentos que
tinham sobre angulos alternos internos, isto €, que dada uma reta AB obliqua as retas
paralelas DB e AC, tinha-se A = DBA e C = CBE. Neste sentido, a App de Geometria da
calculadora gréfica seria utilizada para proceder a medi¢ao da amplitude dos angulos e
verificar a congruéncia dos mesmos. Posteriormente, os alunos deviam recorrer a
ferramenta de arrastamento, movendo os vértices A ou B ou C do tridngulo [ABC], de

modo a confirmar que a igualdade se verificava para todos os tridngulos representados.

10 Atividade do Ciclo Diddtico.
" Atividade do Ciclo Diddtico.

12 Atividade do Ciclo Diddtico.
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1. Com recurso a calculadora grafica, segue as instrugBes:

a) Constrét um tridngulo [4BCY a tua escolha. (Para uma maior facilidade de visualizagio,
representa um dos lados do tridngulo na posigdo honzontal).

Pelo vértice B, traga uma reta paralela ao lado [4C] e marca os pontos D e E.

°D

(Escondr oo A e
b) Assinala com 2 mesma cor os dngulos 4 do trifngulo [4BC] e DBA. Justifica que A =
DBA.
¢) Assinala com outra cor os dngulos € do trigngulo [4BC] e CBE. Justifica que € = CBE.
d) O que concluis relativamente aos dngulos DEA4, 4BC e CBE? Tendo em conta as alineas
anteriores, o que podes concluir relativamente 3 soma das medidas das amplitudes dos

angulos internos do tridngulo [4BC]? Justifica a tua resposta.

Figura 2. A tarefa: “Angulos internos de um tridngulo™ apresentada aos alunos.

No que respeita a alinea d), os alunos tinham de mobilizar os significados pessoais sobre
angulos suplementares e angulos rasos e com recurso a calculadora gréfica proceder ao
calculo da soma das medidas dos angulos DBA, ABC e CBE, confirmando que o resultado
€ sempre 180°. Através da ferramenta de arrastamento era possivel mover os vértices A
ou B ou C do triangulo [ABC] e concluir que o valor se mantém. Por outro lado, tendo
em conta a congruéncia dos angulos que foi verificada nas alineas b) e c), partindo das
relacdes: A = DBA, B = ABC e C = CBE, os alunos deviam concluir que A + B + € =
180° e exprimir esta relagdo formalmente, o que permitia reconhecer que a soma da
medida das amplitudes dos angulos internos de um tridngulo € igual a medida da
amplitude de um angulo raso. Posteriormente deviam de recorrer a calculadora gréfica e
proceder a soma dos angulos A, B e C, utilizando a ferramenta de arrastamento,
movimentando os vértices A ou B ou C do tridngulo [ABC], de modo a confirmar que a
igualdade se verificava em outros tridngulos, com diferentes dimensdes.

Em termos de mediagcdo semidtica, o artefacto calculadora grafica deveria ser encarado
como um instrumento de mediac¢do semidtica. Os alunos ao utilizarem este artefacto, era
expectdvel que construissem significados pessoais através do emergir de esquemas de uso
e esquemas de acdo instrumentada. Estes deveriam de ser evidenciados através da
manipulacdo da calculadora gréafica e deveriam contribuir para a mobilizacio de
capacidades matemadticas transversais, raciocinio matemadtico, uso da comunicacio
matematica e de representacoes simbdlicas, ativas e pictoricas. Esses significados
pessoais fundamentavam-se nos conceitos de tridngulo, retas paralelas, angulos alternos
internos, angulos suplementares e dngulo raso, e deveriam transitar para significados
matematicos inerentes ao objetivo didatico da tarefa.
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O potencial semidtico inerente a ferramenta de visualiza¢do dos ecras da calculadora e a
ferramenta de arrastamento, potenciado pelo Ambiente de Geometria Dindmica (AGD)
deveria facilitar a construcdo do conhecimento, isto é, verificar o objetivo da tarefa em
outros tridngulos, ao contrdrio do que aconteceria com os artefactos papel e lapis. Ao
arrastar um ponto bdsico, toda a figura é transformada, no entanto, todas as propriedades
definidas pelo procedimento de construcdo sdo mantidas, ou seja, invariantes. A
ferramenta de arrastamento deve proporcionar a verificagdo desta propriedade em todos
os tridngulos, podendo a mesma ser relacionada com o significado tedrico da sua
construcdo geométrica dentro da Geometria Euclidiana (Mariotti, 2012). Neste sentido, a
observacdo de que a soma das medidas das amplitudes dos angulos internos de um
tridngulo € igual a medida da amplitude de um angulo raso, em qualquer tridngulo, tem
como contrapartida validar a generalizagdo de que: “Em qualquer tridngulo, a soma das
medidas das amplitudes dos angulos internos de um triangulo € igual a amplitude de um
angulo raso”, na teoria da Geometria Euclidiana.

Apresentacao e analise dos resultados

A observacao das acdes dos alunos durante a resolucao da tarefa, assim como a anélise
dos relatdrios, mostra o emergir de significados pessoais. Posteriormente, desenvolveu-
se a discussdo coletiva, orquestrada pela professora, com o apoio da aluna Sherpa, cujo
objetivo assentou na transicdo dos significados pessoais para significados matematicos
inerentes ao objetivo didatico da tarefa.

Atividades com o artefacto e producdo individual/pequeno grupo de signos

Na alinea a), os alunos desenvolveram esquemas de uso na manipulagdo do artefacto,
calculadora gréfica. Esses esquemas mobilizaram o desenvolvimento de esquemas de
acdo instrumentada baseados na ferramenta de visualizagdo, tendo surgido os primeiros
signos de artefacto quando emergiram significados pessoais que assentaram nos signos
matematicos inerentes ao conceito de tridngulo e retas paralelas, estudados nos anos
letivos transatos.

Relativamente as alineas b) e c), todos os alunos utilizaram esquemas de uso para
proceder a medi¢do da amplitude dos angulos, clicando em menu, medicdo e dngulo, na
App de Geometria. O grupo constituido pelas alunas, Maria e Berta, foi o unico que
desenvolveu signos de artefacto evidenciados por esquemas de acdo instrumentada
relativos a ferramenta de visualizagdo, quando usaram os esquemas de uso (medi¢ao dos
angulos). As alunas utilizaram significados pessoais fundamentados no facto de os
angulos A (do triangulo [ABC]) e DBA e os angulos C (do tridngulo [ABC]) e CBE serem
congruentes (A = DBA e C = CBE) por se tratar de angulos alternos internos (figura 3).

O par José e Pedro, ndao se recordaram do conceito de angulos alternos internos e
procederam ao desenvolvimento de esquemas de agdo instrumentada baseados na
ferramenta de visualizacdo, que se converteram em esquemas de uso, fundamentados na
medicao da amplitude dos angulos (ver didlogo 17 - 21). Podemos conjeturar que o
procedimento dos alunos seja uma consequéncia da visualiza¢do da figura apresentada
no enunciado, mostrando os dngulos alternos internos, desenhados com a mesma cor — a
“visualizagdo favorece a compreensao”. Jos¢ mostrou as suas descobertas através de
representagoes simbdlicas (figura 4) e representagoes pictoricas (figura 5), na resolucio
das alineas b) e ¢), respetivamente.
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Figura 3. Resolucdo da Berta das alineas b) e c¢), da tarefa.
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Figura 4. Resolugdo da alinea b) da tarefa, realizada pelo José.

\ ) b " - \ \ = ~
C) DR ofrashierroon o Nuiee b C (oun ks o) ©\eln e (DF
'/.Y(}\ reand o (. ; e

Figura 5. Resolucdo da alinea c) da tarefa, realizada pelo José.

Atendendo ao facto de estarem a trabalhar num AGD, os alunos usaram o esquema de
acdo instrumentada’® inerente a funcio de arrastamento, movendo os vértices do
triangulo [ABC] para concluir a generalizacdo da congruéncia dos angulos, em qualquer
outro triangulo. No entanto, apenas no par, Maria e Berta, é que o esquema de agdo
instrumentada, inerente a funcdo de arrastamento permitiu a movimentacdo de
significados pessoais para significados matemdticos. Estas alunas num primeiro contacto
com a tarefa, possivelmente, através da funcdo de visualizacdo, desenvolveram
significados pessoais ao percecionarem que os angulos eram alternos internos e portanto,
sempre congruentes. Esses significados pessoais transitaram para significados
matematicos, ao generalizarem a propriedade: “Em qualquer tridngulo, angulos alternos
internos sdo sempre congruentes”’, como se pode comprovar aquando da discussao
coletiva (ver didlogos 21-25 e 32-33). O par dos alunos José e Pedro, chegou a mesma
conclusdo, porque embora tenham medido todos os angulos, pois nio se recordavam do
conceito de angulos alternos internos, estudado no 5.° ano de escolaridade.

13 Que se traduziu no desenvolvimento de esquemas de uso.
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No que concerne a alinea d), todos os alunos desenvolveram esquemas de acdo
instrumentada, baseados na ferramenta de visualizagdo, ao fazerem emergir os
significados pessoais fundamentados no facto dos angulos DBA, ABC e CBE serem
suplementares. Para operacionalizarem esses esquemas de acdo instrumentada, os alunos
desenvolveram esquemas de uso, como se pode observar no didlogo entre as duas alunas:

10.Maria: Somei os angulos na minha calculadora [cientifica] e deu
180°.

11.Berta: Calma! Podes fazer tudo nesta [calculadora gréfica]! Para
escreveres os angulos DBA +ABC+CBE, podes fazer menu,
acoes e texto. Depois para calculares a soma total, podes fazer
menu, acoes € calcular!

12.Maria: Estés a ver, da sempre 180°, mesmo quando movimentamos
os vértices do tridngulo e apanhamos outro triangulo.

Ambos os grupos, recorrendo ao uso de papel e ldpis, conseguiram mobilizar os
significados matemadticos confirmados nas alineas b) e c¢). Partindo das relagcdes: A=
DBA, B=ABC e C = CBE, concluiram que A + B + € = 180°, através de escrita simbdlica,
evidenciada por representacoes simbolicas (figura 6). No entanto, ndo utilizaram a
calculadora grafica para confirmar a igualdade anterior, isto €, que em qualquer tridangulo,
a soma da medida das amplitudes dos angulos internos de um triangulo € igual a um
angulo raso.

DA + ABC + CBE = 430° aid_ cmesimn_quado
CIOVIINEMIONTCS 05 \ERHCES do 4IARuLO.
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VBA + ABC + (BE =130
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Figura 6. Resolucdo da alinea d) da tarefa, realizada pela Maria.

Producao coletiva de signos — Discussao Matemdtica

Na discussdao coletiva, operacionalizou-se um processo de mediacdo semidtica que
consistiu em promover a emergéncia de signos pessoais relacionados com o uso do
artefacto, evoluindo para signos matemadticos, no ambiente social de aprendizagem, a
aula. Gerou-se assim uma polifonia de vozes.

Numa agdo de retorno a tarefa (didlogo 13 —16), a professora solicitou a intervenc¢do dos
alunos para fazerem os seus relatos, relativamente a tarefa realizada, apesar de ter lido as
producdes escritas de cada um. A Maria ofereceu-se para assumir a fungdo de aluna
Sherpa e resolver a tarefa no computador da professora, com a calculadora grafica
projetada no quadro interativo.
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13.Professora: Entao, quem quer explicar o que se pretendeu com esta
tarefa?

14.Pedro: Mostrar, que a soma dos angulos internos de um triangulo é
sempre 180°.

15.Professora: E para isso, tiveram que fazer um conjunto de
procedimentos na calculadora grafica e ndo s, também com o
papel e lapis. Maria, explique entdo aos seus colegas como
resolveu a tarefa!

16.Maria: Para construir o tridngulo, eu fui a menu, formas e tridngulo.
Para tracar a reta paralela, fiz menu, constru¢do e paralela.
Depois para marcar os pontos A, B, C, D, E, fiz menu, agdes e
texto.

A aluna desenvolveu esquemas de uso na constru¢do do tridngulo f[ABC]J, na resolu¢do
da alinea a) da tarefa (figura 7), tendo sido influenciada pelas potencialidades do
artefacto, calculadora grafica e reconheceu-as para resolver a tarefa, no que respeita a
parte instrumental da mesma.

{EER» *A-CE1 = srau {113

1em

Figura 7. Resolucdo da alinea a) da tarefa, realizada pela Maria (aluna Sherpa).

Entretanto, mais uma vez, deu-se a acdo de retorno a tarefa:

17 Professora: Muito bem Maria! Acabaste de resolver a alinea a).
Quem me consegue dizer o que foi pedido nas alineas b) e ¢)?

18.José: Foi mostrar que o angulo A € igual ao angulo DBA e o angulo
C é igual ao angulo CBE.

19.Professora: E porque € que tém a mesma amplitude?

20.José: Porque fomos a maquina e fizemos menu, medi¢do, angulo e
medimos e verificamos a igualdade. Depois arrastarmos os
vértices do tridngulo e deu sempre igual. Eu até fiz no relatério
dois exemplos diferentes (figuras 4 e 5).

21.Berta: Stora, os angulos sdo sempre iguais porque sdo alternos
internos.

Nesta etapa operacionalizou-se uma acdo de focalizagdo:

22 .Professora: Berta, explica melhor! Porque é que os angulos sdo
alternos internos? Quais os angulos que sdo alternos internos?

23 Berta: Ai stora, ndo sei explicar. E ... por causa da posi¢io deles.

24 Maria: Stora, a reta DE é paralela a reta AC e essas retas sao
intersetadas por uma reta obliqua AB. Portanto, o angulo A do
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triangulo [ABC] tem a mesma medida que o dngulo DBA e o
angulo C do tridngulo [ABC] tem a mesma medida que o angulo
CBE.

25.Professora: Maria, mostra aos teus colegas na calculadora gréfica,
a veracidade dessa tua conjetura!

A Maria desenvolveu esquemas de acdo instrumentada baseados na ferramenta de
arrastamento quando movimentou os vértices A, B e C e visualizou tridngulos com
diferentes dimensdes. Neste sentido, mostrou que a medida da amplitude do dngulo A do
tridangulo f[ABC] é a mesma que a medida da amplitude do angulo DBA, assim como a
medida da amplitude do angulo C do tridangulo [ABC] é a mesma que a medida da
amplitude do angulo CBE (ver figura 8).

<EER» *A-CE1 < srau {11 B3| « IENKH » *A-CE1 = arau {11 3

lem { ;,,

Figura 8. Resolugdo das alineas b) e c) da tarefa, realizadas pela Maria (aluna Sherpa),
utilizando a ferramenta de arrastamento.

Posteriormente, a professora solicitou uma sintese € a0 mesmo tempo ofereceu uma
sintese quando resumiu as conclusdes da Maria:

31.Professora: Bom entdo, voltando a nossa tarefa, podemos dizer que
se verifica sempre a congruéncia desses angulos?

32.Maria: Quando movimentamos os vértices do tridngulo [ABC] os
valores alteram-se, mas continua a ser sempre o angulo A
congruente com o angulo DBA e o angulo C congruente com o
angulo CBE.

33.Professora: Queres dizer que utilizaste a fun¢ao de arrastamento da
calculadora gréfica e essa propriedade verifica-se para qualquer
triangulo, certo?

34.Maria: Certo!

De novo a professora solicitou a agdo de retorno a tarefa:

35.Professora: Entdo como concluiram a tarefa, com a resolucdo da
alinea d)?

36.Pedro: Os angulos DBA, ABC e CBE sdo suplementares e a soma
deles é um angulo raso! E um angulo de 180°.

A professora solicitou uma sintese:

37.Professora: Essa propriedade acontece sempre em qualquer
tridngulo?
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38.Pedro: Sim, da sempre 180°, mesmo quando movimentamos 0s

39.Professora: Mas como € que essa propriedade vai interferir

vértices do tridngulo [ABC], quer dizer, quando usamos a fun¢ao
de arrastamento.

relativamente a soma das medidas dos angulos internos do
tridangulo [ABC] que € o objetivo da alinea d)?

40.Pedro: Stora veja 14 como eu justifiquei no meu relatério!
41.Professora: Certo! Mas fizeste uma prova com papel e 1dpis! E

confirmaste a tua conjetura na calculadora grafica?

42 .Pedro: Nao! Isso nao fiz!

A professora ofereceu uma sintese e a seguir evidenciou uma agdo de retorno a

43.Professora: Muito bem Pedro! Verificaste que a soma das medidas

das amplitudes dos angulos DBA, ABC e CBE € sempre 180°,
em qualquer tridngulo, ao usares a funcio de arrastamento nos
vértices A ou B ou C do tridangulo [ABC]. Por outro lado, tendo
em conta que provaste na alinea b) que A = DBA e na alinea c)
que € = CBE e sabendo que B = ABC, concluiste que A + B + C
= 180°. Mas, seria interessante utilizarem a calculadora grafica
para confirmar se A + B + C = 180°, em qualquer triAngulo.

44 Professora: Alguém fez?

tarefa:

De acordo com a oferta de uma sintese da professora, a Maria continuou a resolver a
tarefa, evidenciando a autenticidade da afirmacdo da professora. A aluna desenvolveu
esquemas de uso, ao determinar o valor da soma DBA + ABC + CBE e o valor da soma
de A + B + C, sendo o valor de ambos igual a 180°. Posteriormente, desenvolveu
esquemas de ac¢do instrumentada ao utilizar a funcdo de arrastamento, para confirmar que
que essas somas se verificam em qualquer tridngulo (figura 9).

1 :m 1 ;n
2 °
o 32.5°
96.4° 1,3 5
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c
A+B+(C=180. A+B+(C=180.
DBA+ABC+CBE=180. DBA+ABC+CBE=180.

Figura 9. Resolugdo da alinea d) da tarefa, realizada pela Maria (aluna Sherpa), utilizando a

ferramenta de arrastamento.

Para finalizar, a professora ofereceu uma sintese, que resultou das diversas solu¢des dos
alunos, discutidas coletivamente, no ambiente social da aula.

45.Professora: Portanto, a soma das medidas das amplitudes dos
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angulos DBA, ABC e CBE ¢ sempre 180°, em qualquer
triangulo, ao ser usada a funcio de arrastamento nos vértices A
ou B ou C do triangulo[ABC]. Por outro lado, A =DBA naalinea
b) e € = CBE na alinea c) e tendo-se B = ABC, conclui-se que
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A + B + C = 180°, com papel e lapis e na calculadora grifica
(como a Maria fez e muito bem). Deste modo, € reconhecida a
validade da generalizagdo: “Em qualquer triangulo, a soma da
medida das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é
igual a um angulo raso”.

Consideracoes finais

A andlise dos dados mostrou que os alunos ao se apropriarem do artefacto, calculadora
grifica, desenvolveram esquemas de uso e esquemas de agdo instrumentada (Drijvers &
Trouche, 2008), recorrendo as diferentes capacidades matemadticas transversais,
raciocinio matematico, representacdes multiplas e comunicacao matematica.

O desenvolvimento de esquemas de uso esteve diretamente ligado a manipulacdo do
artefacto, calculadora grafica. Estes esquemas promoveram o desenvolvimento de
esquemas de agdo instrumentada baseados na ferramenta de visualizacio e ferramenta de
arrastamento. Os mesmos viabilizaram a capacidade de raciocinar NCTM, 2000/2007)
para resolver o problema (NCTM, 2014/2017) intrinseco a tarefa. Essa capacidade foi
evidenciada através da comunicacdo oral entre os pares e entre os alunos e a professora.
E ainda, através da comunicagdo escrita sob forma de relatorios, onde os alunos relataram
as suas conjeturasn (Boavida et al., 2008) na forma de representacoes simbolicas e
representacoes iconicas (Bruner, 1999).

O desenvolvimento dessas capacidades matemadticas transversais promoveram a
construgdo de signos de artefacto. Deste modo podemos concluir que o conhecimento foi
construido através da acdo tendo-se desenvolvido representacoes ativas (Bruner, 1999).

Na discussdo coletiva, a orquestracdo da professora através de dois pares de A¢oes
Complementares: “ag¢do de retorno a tarefa e agdo de focalizagdo” e “solicitar uma
sintese e oferecer uma sintese” (Mariotti, 2018) foi determinante para a construcdo de
signos matemdtico (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Nestas a¢des, a professora
incentivou e validou raciocinios por meio da comunicagdo oral e representagoes ativas,
inerentes a manipulacio do artefacto, calculadora gréfica.

O artefacto, calculadora grafica funcionou como um instrumento de mediacao semidtica,
onde os alunos validaram o significado matematico da soma das medidas das amplitudes
dos angulos internos de um tridngulo, com recurso as capacidades matematicas
transversais: raciocinio matemadtico, representacdes miultiplas e comunicacdo
matematica.
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Resumo: O raciocinio matemadtico € uma capacidade fundamental na aprendizagem matematica,
tanto para adquirir como para comunicar conhecimento matemdtico (Jeanotte & Kieran, 2017;
Stylianides & Stylianides, 2009), constituindo um aspeto central da literacia matemdtica (OECD,
2018). Atendendo a sua relevancia para a aprendizagem da Matemdtica com compreensao, esta
capacidade destaca-se em documentos curriculares nacionais e internacionais (e.g., ME, 2021;
OECD, 2018). A literatura em Educacdo Matemadtica indica que abordar conteidos e tarefas
matematicas a partir do raciocinio matemdtico permite que os alunos formem conexdes entre o
conhecimento novo e o existente, de modo que deem sentido aos conceitos e estruturas matematicas
(Brodie, 2010; Lannin et al., 2011; NCTM, 2009). Assim, investigacdes t€ém focado a promog¢ao do
raciocinio matematico (e.g., Mata-Pereira &Ponte, 2018) e a formac@o necessdria aos professores
para promové-lo (e. g., Davidson, Herbert & Bragg, 2019), mas permanece a necessidade de mais
investigacdes que contribuam para o conhecimento relativamente ao raciocinio matematico nos
diferentes topicos matematicos (Mata-Pereira & Ponte, 2018), dado que os processos de raciocinio,
como conjeturar, generalizar e justificar, podem ser explorados de diversos modos e trazer
contribuicdes particulares em diferentes contextos (NCTM, 2009).

Esta investigacdo de doutoramento tem seu enfoque no raciocinio matematico em tépicos algébricos,
em particular no aspeto do uso da linguagem algébrica. A capacidade de comunicar utilizando
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linguagem algébrica é essencial e seu desenvolvimento deve basear-se na compreensido de
principios, estruturas e conceitos algébricos. No entanto, usar a linguagem algébrica como uma
ferramenta para comunicar generalizagdes e formular argumentos matematicos constitui um desafio
para muitos alunos (Arcavi, Drijvers, & Stacey, 2017), sendo as suas dificuldades na aprendizagem
da linguagem algébrica amplamente identificadas na literatura em Educacdo Matemadtica (e.g.,
Filloy, Puig & Rojano, 2008; Kieran, 2007).

O objetivo desta investigagdo em curso é compreender de que modo alunos de 8.° ano desenvolvem
o uso da linguagem algébrica com compreensio, a partir de uma experiéncia de ensino baseada na
promocao do raciocinio matematico. Atendendo a este objetivo, as seguintes questdes estruturam o
trabalho de investigacao:

i)  Como se caracteriza o uso da linguagem algébrica pelos alunos?

ii)  Como se caracterizam as conjeturas, generalizacdes e justificagdes dos alunos
ao longo da experiéncia de ensino?

iii) Como se desenvolve o uso da linguagem algébrica com compreensio pelos
alunos ao longo da experiéncia de ensino?

iv) Que relacdes existem entre a realizacdo de conjeturas, generalizacdes e
Justificacdes, € 0 uso da linguagem algébrica com compreensao pelos alunos?

O referencial tedrico assenta em dois grandes temas: Algebra e Raciocinio Matemético. No primeiro,
considera-se aspetos da aprendizagem da Algebra, das dificuldades dos alunos neste dominio e da
aprendizagem com compreensao, um conceito central neste trabalho. Aprender com compreensao é
relacionar ou conectar novos contetdos a outros ja conhecidos (Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson,
Wearne, Murray, & Human, 2000), de modo que o que é aprendido com compreensido pode ser
usado com flexibilidade. Na segunda temética destacam-se os tipos de inferéncias, os processos de
raciocinio, a relagdo entre raciocinio e compreensao, e dimensdes a serem considerados na promog¢ao
do raciocinio matematico.

A metodologia de investigacdo segue um paradigma interpretativo e uma abordagem qualitativa,
utilizando Investigacdo Baseada em Design (Cobb, Jackson, & Dunlap, 2016). A conjetura inicial
da IBD ¢: “uma experiéncia de ensino que tem como base o ensino exploratério e a promocao do
raciocinio matematico, nomeadamente através da realizacio de conjeturas, generalizacdes e
justificagdes, apoia o desenvolvimento do uso da linguagem algébrica com compreensdo, na
aprendizagem de tépicos algébricos”. Serdo realizados dois ciclos de design, por meio de experiéncia
de ensino em turmas de 8.° ano e com a colaborac¢do de um professor convidado tendo em conta o
seu interesse pela abordagem exploratéria de ensino e pelo raciocinio matematico. A recolha de
dados serd feita por meio de observacdo em sala de aula, com notas de campo e gravagdes de
momentos de discussdo, recolha documental das respostas escritas dos alunos nas tarefas
matematicas, e entrevistas com alunos. Espera-se que esta investigacdo evidencie modos de
melhorar a aprendizagem da linguagem algébrica, no contexto da promocdo do raciocinio
matematico, concorrendo para um aprofundamento tedrico e empirico sobre este tema.

Abstract: Mathematical reasoning is a fundamental skill in mathematical learning, both to acquire
and to communicate mathematical knowledge (Jeanotte & Kieran, 2017; Stylianides & Stylianides,
2009), constituting a central aspect of mathematical literacy (OECD, 2018). Given its relevance for
learning Mathematics with understanding, this ability stands out in national and international
curriculum documents (e.g., ME, 2021; OECD, 2018). Literature in Mathematics Education
indicates that approaching mathematical content and tasks from mathematical reasoning allows
students to form connections between new and existing knowledge, so that they make sense of
mathematical concepts and structures (Brodie, 2010; Lannin et al. , 2011; NCTM, 2009). Thus,
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investigations have focused on promoting mathematical reasoning (eg, Mata-Pereira &Ponte, 2018)
and on the training needed by teachers to promote it (eg, Davidson, Herbert & Bragg, 2019), but
there is a need for more investigations that contributes to knowledge regarding mathematical
reasoning in different mathematical topics (Mata-Pereira & Ponte, 2018), once reasoning processes,
such as conjecturing, generalizing and justifying, can be explored in different ways and bring
particular contributions in different contexts ( NCTM, 2009).

This PhD research focuses on mathematical reasoning in algebraic topics, in particular the aspect of
algebraic language use. The ability to communicate using algebraic language is essential and its
development must be based on the understanding of algebraic principles, structures and concepts.
However, using algebraic language as a tool to communicate generalizations and formulate
mathematical arguments is a challenge for many students (Arcavi, Drijvers, & Stacey, 2017), and
their difficulties in learning algebraic language are widely identified in the Mathematics Education
literature (eg, Filloy, Puig & Rojano, 2008; Kieran, 2007).

Therefore, this research aims to understand how 8th grade students develop the use of algebraic
language with understanding, from a teaching experiment based on the promotion of mathematical
reasoning. To achieve this aim, the following questions structure the research work:

v) 1 How the use of algebraic language by students, is characterized?

vi) i How the students’ conjectures, generalizations, and justifications are
characterized, throughout the teaching experiment?

vii) iii. How the use of algebraic language with understanding, is developed by
students, throughout the teaching experiment?

viii) 1v. What relations can be established between conjecturing, generalizing,
and justifying, and the use of algebraic language with understanding, by
students?

The theoretical framework is based on two major themes: Algebra and Mathematical Reasoning. In
the first, aspects of Algebra learning, students' difficulties in this area and learning with
understanding, a central concept in this work, are considered. Learning with understanding is to
relate or connect new content to other already known content (Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson,
Wearne, Murray, & Human, 2000) so that what is learned with understanding can be used flexibly.
In the second theme, the types of inferences, the reasoning processes, the relationship between
reasoning and understanding, and dimensions to be considered in the promotion of mathematical
reasoning are highlighted.

The research methodology follows an interpretive paradigm and a qualitative approach, using
Design-Based Research (Cobb, Jackson, & Dunlap, 2016). The initial conjecture of DBR is: “a
teaching experience based on exploratory teaching and promotion of mathematical reasoning,
namely through the realization of conjectures, generalizations and justifications, supports the
development of the use of algebraic language with understanding, in the learning of algebraic
topics”. Two design cycles will be carried out, through teaching experience in 8th grade classes and
with the collaboration of a professor, taking into account his interest in the exploratory approach to
teaching and in mathematical reasoning. Data collection will be done through classroom
observation, with field notes and recordings of discussion moments, collection of students' written
answers in the tasks, and interviews with students. It is expected that this research will find ways to
improve algebraic language learning, in the context of promoting mathematical reasoning,
contributing to a theoretical and empirical deepening on this topic.

Abstract: Mathematical reasoning is a fundamental skill in mathematical learning, both to acquire
and to communicate mathematical knowledge (Jeanotte & Kieran, 2017; Stylianides & Stylianides,
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2009), constituting a central aspect of mathematical literacy (OECD, 2018). Given its relevance for
learning Mathematics with understanding, this ability stands out in national and international
curriculum documents (e.g., ME, 2021; OECD, 2018). Thus, investigations have focused on
promoting mathematical reasoning (eg, Mata-Pereira &Ponte, 2018) and on the training needed by
teachers to promote it (eg, Davidson, Herbert & Bragg, 2019), but there is a need for more
investigations that contributes to knowledge regarding mathematical reasoning in different
mathematical topics (Mata-Pereira & Ponte, 2018), once reasoning processes can be explored in
different ways and bring particular contributions in different contexts ( NCTM, 2009). Therefore,
this research aims to understand how 8th grade students develop the use of algebraic language with
understanding, from a teaching experiment based on the promotion of mathematical reasoning. The
research methodology follows an interpretive paradigm and a qualitative approach, using Design-
Based Research (Cobb, Jackson, & Dunlap, 2016). Two design cycles will be carried out, through
teaching experience in 8th grade classes and with the collaboration of a professor. Data collection
will be done through classroom observation, collection of students' written answers in the tasks, and
interviews with students. It is expected that this research will find ways to improve algebraic
language learning, in the context of promoting mathematical reasoning, contributing to a theoretical
and empirical deepening on this topic.
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Resumo: Quando ingressam no jardim de infincia as criangas ja possuem conhecimento
matematico, mesmo que seja inconscientemente, pois as no¢des matemaéticas foram sendo
desenvolvidas a partir do seu quotidiano e resultam das suas vivéncias do dia-a-dia
(Duque, Pinho & Carvalho, 2013). No dia-a-dia, existem “inimeras oportunidades para
trabalhar a Matematica, pois ela estd sempre presente, seja nas brincadeiras ou nas rotinas
diarias das criancas” (p. 88).

Este trabalho emerge do interesse dos investigadores em explorar o pensamento espacial,
numa abordagem Science, Technology, Engineering, Art and Mathematics (STEAM).
Assim, apds as criangas ouvirem noticias referentes a chegada de uma sonda ao planeta
Marte, surgiram algumas questdes sobre o tema do Universo, tendo este sido o tema
escolhido para a referida abordagem. Essa escolha possibilitou desenvolver um projeto
em contexto de Jardim de Infancia onde se articularam as diferentes Areas de Contetdo,
com uma abordagem STEAM, articulando a Area do Conhecimento do Mundo, a
Matemadtica e as Artes.

O estudo realizado teve como objetivo compreender de que forma a abordagem da
astronomia promoveu a aquisi¢do de conceitos na drea da geometria. Inicialmente
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averiguamos os conhecimentos prévios das criangas referentes a temdatica do Universo e
seguidamente identificamos o que as criangas pretendiam ainda explorar acerca da
temdtica. Para atingir o objetivo procurou-se: (1) compreender que formas bi e
tridimensionais, relacionadas com a astronomia, as criangas conseguem criar € recriar;
(2) identificar de que forma a utilizagdo de técnicas pldsticas favorecem o
desenvolvimento do pensamento espacial.

Cole, Cohen, Wilhelm e Lindell (2018, p. 1) mencionam que “a compreensao dos
fendmenos astrondmicos requer a capacidade de imaginar objetos a diferentes perspetivas
e rastrear o movimento dos objetos no espaco multidimensional. A astronomia também
requer a capacidade de reconhecer padrdes, compreender direcdes cardeais e raciocinar
sobre representagdes externas de fendmenos astronémicos, conforme representado em
diagramas, mapas, animacdes tridimensionais (3D), de realidade virtual e demonstrag¢des
na aula com objetos”. Santos, Gaspar e Santos (2014) salientam que através da Area de
Conhecimento do Mundo facilmente se chega a todas as outras dreas, numa perspetiva de
transversalidade do saber. Desta forma consideramos que a tematica do Universo poderia
proporcionar momentos de aprendizagem relacionados com a geometria.

Considerando que a estruturagdo do pensamento matemdtico em tdo tenra idade ira
permitir a crianga criar estruturas de raciocinio que lhe possibilitardo sistematizar os seus
métodos de compreensdo do Mundo, € importante que na primeira infancia a crianga seja
estimulada. Segundo Clements e Sarama (2007), as criangas pequenas podem aumentar
e melhorar as suas capacidades matematicas através de experi€ncias no espago que as
rodeia. Baroody (2010, p. 334) defende que “a matematica ¢ uma forma de pensar o
mundo e organizar as nossas experiéncias. Implica raciocinios e resolucao de problemas”.

Também a articulagdo do subdominio das Artes Visuais com as diferentes dreas de
conteido facilita o desenvolvimento da coordenagdo motora global e fina, da
comunicacdo da expressao, da criatividade assim como a aquisi¢c@o e aprofundamento dos
conceitos espaciais, tanto bidimensionais como tridimensionais através de diversos
materiais e técnicas. Calvet (1998) sustenta que a crianga, no desenho e na pintura, nao
deve trabalhar a volumetria, funcdo que pode ser desenvolvida através da modelagem de
materiais molddveis (barro, massa de cores, plasticina, entre outros). Gongalves (1992, p.
3) refere que “através da experimentacdo de técnicas que estimulam a criatividade, a
crianca vive situacdes novas, percebendo melhor o que faz com as maos do que com o
que vé apenas com os olhos”.

As STEAM tém vindo a ser desenvolvidas no Pré-Escolar, assim como nos outros niveis
de ensino, em diverssos paises. Como refrem DeJarnette (2018) e Mengmeng, Xiantong,
& Xinghua (2019, p. 485) é uma pedagogia que possibilita que os alunos aumentem a
capacidade de inovacdo, de interesse em aprender e capacidades préticas, assim como a
criatividade, a capacidade de resolucdo de problemas e desenvolvem o pensamento
critico.

No estudo optou-se por um desenho de investigacio baseado num paradigma de
investigagcdo qualitativo, recorrendo a metodologia Inquiry-Based Science Education
(IBSE), sendo esta uma abordagem indutiva que permite a existéncia de mais
disponibilidade para a observagdo e experimentagdo. O IBSE € um processo de pesquisa
cientifica que se apresenta num conjunto de estddios ou estruturas constituidas por vérias
etapas que orientam o processo, que nao tém de ser seguidas de uma forma linear. Sendo
que os autores (Worthe, Duque, & Saltiel, 2009) apresentam o processo de investigacao
que se baseia em quatro etapas: explorar; investigar; concluir e comunicar. Participaram
neste estudo 22 criangas dos 4 aos 6 anos.
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A investigadora, também Educadora do grupo de criancas em que se efetuou a recolha de
dados, foi interventiva e participativa. Como técnicas e instrumentos de recolha e
tratamento de dados optou-se por registos dudio e fotografico, a observagao direta em
contexto de sala de atividades do jardim de infancia e anélise das producdes das criangas.

Uma das tarefas realizadas e que iremos apresentar neste pdster, centrou-se no estudo do
sistema solar, sendo a quarta sessio de um conjunto de doze sessOes. Consistia
primeiramente em investigar as caracteristicas, localizacdo e distanciamento dos
diferentes planetas, astros e outros elementos do sistema solar, seguidamente foi proposto
que as criangas recorressem a técnica do desenho, da pintura com l4pis de cor ou tinta
guache para representarem o sistema solar no plano. Posteriormente recorrendo a técnica
da modelagem, utilizando o barro como matéria-prima, solicitou-se que cada crianca
modelasse, individualmente, o sistema solar, o pintasse com tinta e construi-se uma
maquete do mesmo. Constatou-se que algumas criangas desenharam e modelaram os
planetas de forma sequenciada outras modelaram sem um critério especifico e
evidenciaram algumas caracteristicas dos planetas, como por exemplo, as cores, 0s
constituintes, os anéis de alguns planetas, a lua, entre outros. Quanto ao tamanho e
distanciamento dos planetas algumas criancas evidenciaram que utilizaram esses critérios
nos seus trabalhos. Verificou-se que todos os elementos do grupo quiseram realizar a
tarefa assim como todos conseguiram representar bi e tridimensionalmente o sistema
solar através do desenho, pintura e modelagem de barro.

Abstract: This work approaches the spatial thinking, in a Science, Technology,
Engineering, Art and Mathematics (STEAM) approach. Twenty-two children aged 4 to 6
years participated in this study. After the children heard news regarding the arrival of a
rover on the planet Mars, some questions arose about the theme of the Universe, which
was the theme chosen for the aforementioned approach. One of the tasks performed and
that we will present, focused on the study of the Solar System, being the fourth session
of a set of twelve sessions. In the study, we opted for a research design based on a
qualitative research paradigm, using the Inquiry-Based Science Education (IBSE)
methodology, which is an inductive approach that allows for more availability for
observation and experimentation. The researcher, who is also an Educator of the group
of children in which the data was collected, was interventional and participative. As
techniques and instruments for data collection and processing, audio and photographic
recordings, direct observation in the context of a kindergarten activity room and analysis
of the children's productions were chosen.
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This paper introduce the Discussion Group 2 (GD2) of the Conference on Research in
Mathematics Education (EIEM) dedicated to the issue of Transversal Mathematical
Processes in Teacher Education.

Este texto constitui a introdu¢cdo ao Grupo de Discussdo (GD) do Encontro de
Investigacdo em Educacdo Matematica (EIEM) dedicado a problematica das Capacidades
Transversais na Formag¢do de Professores.

Capacidades transversais em Educacao Matematica

O tema das capacidades transversais tem vindo a ganhar relevancia na investigacao que
internacionalmente se tem vindo a realizar em Educacdo Matematica (Francisco &
Maher, 2011; Loong et al., 2017; Palsa & Mertala, 2020). Em Portugal, o tema das
capacidades transversais tem também atraido um nimero crescente de investigacdes que,
nomeadamente, deram origem a diversos numeros tematicos da revista Quadrante
(Boavida & Oliveira, 2015; Carreira & Blum, 2021; Menezes & Nacarato, 2020),

Os documentos curriculares, desde o programa de Matematica do ensino basico de 2007
(ME, 2007), com um interregno nos programas de 2013 (MEC, 2013), espelham essa
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tendéncia de forma clara como podemos observar, mais recentemente, no Perfil dos
Alunos a saida da escolaridade obrigatéria e nas Aprendizagens Essenciais em
Matematica para o Ensino Badsico, recentemente homologadas (ME, 2021). Como
podemos observar na figura 1, inserida neste documento curricular, aprender Matematica
estd muito para além do desenvolvimento de conhecimento matematico, incluindo um
ntcleo formado por capacidades transversais, nomeadamente: resolu¢do de problemas,
raciocinio matematico, comunicacao matematica, conexdes matematicas, representacoes
matematicas e pensamento computacional.
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Figura 1. Conteddos de aprendizagem em Matematica no Ensino Bésico.

Atendendo a atualidade e pertinéncia que o tema das capacidades transversais assume
para a nossa comunidade de investigacio em Educacdo Matematica, o EIEM 2021
escolheu-o como tema central deste Encontro. A investigacdo sobre capacidades
transversais pode ter diferentes focos e angulos de abordagem. Neste texto,
correspondente ao Grupo de Discussdo 2: Capacidades matemdticas transversais e
formacao de professores, consideramos diferentes capacidades transversais, na perspetiva
da formacao de professores de Matemdtica.

Capacidades transversais na formacao de professores

Esta seccdo estd dividida em trés partes. Na primeira, abordamos, de forma breve, o
desenvolvimento das capacidades transversais em Matematica de professores e futuros
professores. Nas duas seccdes seguintes, apresentamos os estudos apresentados neste
Grupo de Discussdo (GD) que se focam, respetivamente, nas capacidades transversais na
formacao inicial e na formagao continua de professores.

Desenvolvendo capacidades transversais em Matemdtica de professores e futuros
professores

A resolugdo de problemas, como capacidade central a desenvolver na aprendizagem da
Matematica, tem vindo, nos udltimos anos, a recuperar um interesse crescente na
investigacdo em Educacdo Matematica. Vérios estudos (Malaspina et al. 2019, Kong el
al., 2020) referem a necessidade de os professores desenvolverem competéncias que lhes
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permitam aprimorar a sua capacidade de resolver e formular problemas, de os modificar
ou transformar, estabelecendo conexdes matemdticas, de usar mdaltiplas representacdes
matemadticas, diferentes estratégias e recursos, promovendo ainda, deste modo, o
pensamento computacional.

Diversos outros autores (Francisco & Maher, 2011; Kong et al. 2020; Malaspina et al.,
2019) destacam a necessidade de se criarem oportunidades para que os professores
adquiram conhecimento sobre formas de desenvolver nos alunos as diversas capacidades
matematicas transversais. O facto de os professores selecionarem tarefas que promovam
as diferentes capacidades, de as implementarem em sala de aula e refletirem sobre as
producdes dos alunos com outros professores pode ser uma forma adequada de alargar o
seu conhecimento didético sobre como desenvolver diferentes capacidades transversais.

O desenvolvimento destas mudltiplas e indissocidveis capacidades transversais nos
professores € um dos grandes desafios da formacao de professores da atualidade, seja ela
inicial ou continua. O principal argumento para colocar a ténica da formacdo nas
capacidades transversais € dupla. Por um lado, os professores devem desenvolver, eles
proprios, estas competéncias para que as possam Vir a ensinar com convic¢ao e expertise
aos seus alunos. Por outro lado, devem desenvolver conhecimento didatico sobre a forma
de ensinar Matemdtica, articulando a aprendizagem de conhecimento matemético e o
desenvolvimento de capacidades matemaéticas transversais. Assim, a formacdo de
professores de Matemadtica, tanto a inicial como a continua, deve dar uma resposta as
exigéncias atuais da sociedade e da educacdo, promovendo estratégias de formacdo
criativas que visem o desenvolvimento, nos professores, destas (e sobre estas)
capacidades matemadticas transversais.

Desenvolvendo capacidades transversais na formacdo inicial de professores

No contexto da formacdo inicial de professores de Matemadtica, as comunicagdes
apresentadas neste GD envolvem todos os niveis de escolaridade, desde a educagdo de
infancia até ao 3.° ciclo do ensino bésico e ensino secundario, o que € um forte indicador
da importancia que este tema assume na investigacao nacional em Educa¢ao Matematica.

Micaela Martins, Jodo Pedro da Ponte e Joana Mata-Pereira, na comunicacao intitulada
“O estudo de aula na formagdo inicial de professores: Desenvolver o raciocinio
matematico dos alunos”, analisam a preparagdo de aulas com o objetivo de promover o
desenvolvimento do raciocinio dos alunos na aula de Matematica, durante dois estudos
de aula, enquanto processo formativo e investigativo na formacao inicial de professores.
O estudo envolveu futuros professores do 3.° ciclo do ensino bésico e do ensino
secunddrio. Os resultados mostram a importancia da natureza colaborativa e reflexiva do
estudo de aula para que os futuros professores possam repensar as tarefas que propdem e
a forma como estruturam a aula. O resultado desta reflexdo levou as futuras professoras
a alterarem as tarefas matematicas de modo a promover o raciocinio dos alunos e a
prepararem a aula, procurando ndo lhes dar respostas diretas ou validar raciocinios.

Na comunicacdo de Marisa Quaresma e Jodao Pedro da Ponte, intitulada “Estudos de aula
no ano inicial da formacdo de professores de Matemadtica”, os autores destacam a
importancia de se selecionar tarefas para a aula de Matemdtica que promovam o
desenvolvimento da comunicagdo matemadtica, oral e escrita, dos alunos. O
desenvolvimento do raciocinio matemdtico dos alunos estd igualmente presente neste
estudo. Os autores destacam a importancia da discussdo em torno das tarefas
matemadticas, das estratégias e dificuldades dos alunos, para a reflexdo dos futuros
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professores sobre a forma de promover o desenvolvimento do raciocinio matemaético dos
alunos.

Ainda no ambito da formacao inicial de professores, o estudo de Joana Cabral, Fatima
Mendes e Hélia Oliveira, intitulado “A capacidade de generalizacdo de futuras
educadoras e professoras no contexto das sequéncias repetitivas” destaca a importancia
do desenvolvimento da capacidade de raciocinio matematico desde a educagdo infantil.
O estudo teve como contexto uma experiéncia de formacao na unidade curricular Padroes
e Algebra do 3.° ano de uma Licenciatura em Educacio Bésica. As autoras concluem que
este estudo evidencia a importancia do investimento em tarefas que promovam a
adequada compreensdo dos aspetos estruturais deste objeto matemdético na formacao
inicial de professores.

Lurdes Serrazina e Margarida Rodrigues, na comunicacdo intitulada “Raciocinio
matematico: Professores do 1.° ¢ 2.° CEB e o processo de generalizar”, apresentam um
estudo no ambito da formagdo continua de professores com o objetivo do
desenvolvimento do conhecimento de professores dos 1.° e 2.° CEB sobre processos de
raciocinio matemadtico, no ambito da generalizacdo. As autoras sugerem que futuras
investigacdes tenham em conta a relacdo entre o desenvolvimento do conhecimento dos
processos de raciocinio e as a¢des docentes, em sala de aula, focadas na promocdo do
raciocinio matemaético dos alunos.

Linda Cardoso, Jodo Pedro da Ponte ¢ Marisa Quaresma, na comunicag¢ao intitulada “O
contributo do estudo de aula na formacdo inicial de professores para o desenvolvimento
de conhecimento sobre raciocinio matematico”, mostram a importancia de os processos
formativos proporcionarem o desenvolvimento do conhecimento dos futuros professores
sobre 0 raciocinio matemético e sobre a forma de promover o desenvolvimento do
raciocinio nos alunos do 1.° ciclo do ensino bdsico, principalmente nas fases de
planeamento da aula, quando antecipam estratégias de resolugcdo e adaptam a tarefa. Os
autores destacam ainda a importancia da fase de reflexdo pds-aula, em que analisam e
refletem sobre as resolucdes dos alunos e os seus processos de raciocinio.

Melissa Meier e Hélia Oliveira apresentam uma comunicac¢do intitulada “Fungdes
didaticas da tecnologia em tarefas de modelagem geométrica de futuros professores de
Matematica”. Nesta comunicagao ¢ destacada a importancia das tecnologias na resolucao
de problemas de modelacdo envolvendo Geometria. Este estudo mostra como o trabalho
com o GeoGebra proporcionou aos futuros professores uma oportunidade para
trabalharem autonomamente e utilizarem a tecnologia na exploracdo e investigacao das
relagdes geométricas necessarias para construcao do modelo, ao identificarem invariantes
e ao formularem conjecturas.

Desenvolvendo capacidades transversais na formacdo continua de professores

Num contexto de formagao continua de professores de Matematica do 3.° ciclo do ensino
basico e do ensino secunddrio, a comunicagdo apresentada por Leonor Santos e Hélia
Oliveira, intitulada “Perce¢des de professores sobre uma formacao visando o raciocinio
matematico” tem como objetivo a promogao do conhecimento didatico dos professores
para o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos. As autoras destacam que
das reflexdes escritas finais dos professores verifica-se que reconhecem que nao era claro
o entendimento que tinham dos diversos tipos e processos de raciocinio matematico,
clarificagcdo que ndo ficou, em alguns casos, totalmente conseguida no final da formacao.

Filipa Faria, Jodo Pedro da Ponte e Margarida Rodrigues apresentam a comunicacdo
intitulada “A discussao coletiva como momento de comunicagao matematica: contributo

162



EIEM 2021

formativo do estudo de aula”. Este estudo tem como objetivo compreender de que modo
a pratica dos professores de preparacdo e condugdo de discussdes coletivas, como
momento de comunica¢do matemadtica, no quadro de uma abordagem exploratdria, pode
ser promovida pelo estudo de aula, no 2.° ciclo do ensino basico em Matematica.

Nélia Amado e Susana Carreira, na comunicagao intitulada “Resolucdo de problemas de
Fermi na sala de aula: a sua relevancia na pratica dos professores”, apresentam um estudo
que teve como contexto, um processo de desenvolvimento profissional, desenhado e
implementado com o objetivo de promover a integracdo da capacidade de resolucdo de
problemas nas praticas dos professores. O estudo mostra que ha uma forte relacdo entre
as atitudes que os alunos desenvolveram em relacdo a este tipo de problemas e as praticas
dos professores.
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Resumo: Nesta comunicagdo, analisamos como € que duas futuras professoras preparam
a aula de Matemadtica para promover o desenvolvimento do raciocinio dos alunos, durante
dois estudos de aula. Para isso, focamo-nos no trabalho e no discurso delas, em especial
na fase de preparacio da aula e de reflexdo sobre a aprendizagem dos alunos, procurando
perceber de que forma o estudo de aula apoiou o processo formativo e investigativo das
futuras professoras. O estudo segue uma abordagem qualitativa e interpretativa, e os
dados foram analisados considerando quatro aspetos: (i) preparar a tarefa, (ii) antecipar o
trabalho dos alunos e preparar as intervengdes do professor, (iii) preparar a aula e a
recolha de dados; e (iv) refletir sobre o processo de preparacdo da aula e sobre a
aprendizagem dos alunos. Os resultados mostram que a natureza colaborativa e reflexiva
do estudo de aula sdo fundamentais para que os futuros professores possam repensar as
tarefas que propdem e a forma como preparam a aula considerando o trabalho dos alunos,
com vista ao trabalho investigativo que desenvolvem na Formacdo Inicial. Em particular,
estas futuras professoras alteraram as tarefas para promover o raciocinio dos alunos e
prepararam a aula procurando ndo lhes dar respostas ou validar raciocinios.

Palavras-chave: Estudo de Aula; Formacao Inicial de Professores de Matematica;
Processo Formativo e Investigativo; Raciocinio Matemético.

164


mailto:msterceiro@edu.ulisboa.pt
mailto:jpponte@ie.ulisboa.pt
mailto:joanamatapereira@campus.ul.pt

EIEM 2021

Abstract: In this communication, we analyze how two prospective teachers prepare a
lesson to promote the development of students' reasoning, during two lesson studies. We
focused on their work and discourse, especially in the preparation of the lesson and in the
reflection on students’ learning, trying to understand how lesson study supported their
formative and investigative process. This study follows a qualitative and interpretive
approach, and the data were analyzed considering four aspects: (i) preparing the task, (ii)
anticipating the students’ work and preparing the teacher’s interventions, (ii1) preparing
the lesson and the data collection; and (iv) reflecting on the lesson preparation process
and students’ learning. The results show that the collaborative and reflective nature of
lesson study enabled prospective teachers to rethink the tasks that they propose and how
they prepare the lesson considering the students’ work, and considering the investigative
work that they need to develop in Initial Teacher Education. In particular, these
prospective teachers changed the tasks to promote the students' reasoning and prepared
the lesson to do not give answers to students or validate their reasoning.

Keywords: Lesson Study; Mathematics Initial Teacher Education; Mathematical
Reasoning; Lesson planning; Reflection.

Introducao

Na formacao inicial, os futuros professores enfrentam varios desafios quando selecionam
tarefas, preparam aulas e gerem a sala de aula e os imprevistos proprios da prética letiva
(Galvao et al., 2018; Martins et al., 2021). Assim, é fundamental que a formacao inicial
lhes proporcione experiéncias proximas da sua pratica futura, criando oportunidades para
que possam trabalhar colaborativamente e refletir sobre e para a pratica (Leavy &
Hourigan, 2016; Santos et al., 2018). Um outro desafio que os futuros professores
enfrentam € a elaboracdo e defesa publica de um Relatério de Estdgio, que decorre da
pratica em contexto profissional. Para isso, precisam de definir uma problematica,
estruturar o estudo e a metodologia que vao adotar, estabelecer um plano para a recolha
de dados, e analisar os dados que recolheram, assumindo o duplo papel professor-
investigador. No entanto, ndo existem muitos estudos que reportem o trabalho
investigativo que € feito na formacao inicial de professores e, além disso, existem varios
aspetos que merecem atencdo, entre os quais, a definicdo do foco do estudo, a orientacao
metodoldgica geral a usar, e a selecdo e estruturacao dos processos de recolha de dados
(Santos et al., 2018).

Enquanto processo formativo, o estudo de aula tem mostrado diversas potencialidades na
formacgdo de futuros professores uma vez que se foca na aprendizagem dos alunos e
baseia-se no trabalho colaborativo e reflexivo a partir da identificacdo de um problema
no ensino-aprendizagem. Este processo cria oportunidades para que os futuros
professores possam discutir varios aspetos relacionados com a pratica, refletindo em
conjunto sobre o trabalho dos alunos e promovendo o desenvolvimento do seu proprio
conhecimento, através da investigacdo sobre a propria prética.

Em Portugal ndo existem muitos estudos sobre o processo investigativo que os futuros
professores t€ém que desenvolver, apesar de ser um elemento fundamental para a
conclusdo da sua formacdo inicial (ver, no entanto, Santos et al., 2018). Assim, temos
como objetivo analisar como € que duas futuras professoras preparam a aula para
promover o desenvolvimento do raciocinio dos alunos na aula de Matematica, durante o
estudo de aula, e perceber de que forma as discussdes durante o estudo de aula apoiaram
o processo formativo e investigativo das futuras professoras.
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A Formacao Inicial de Professores: refletir e investigar

A sociedade atual estd em constante mudanga e a diversidade de alunos € vasta, sendo
um importante tema de discussdao encontrar formas de conceber estruturas para a
Formacdo Inicial de Professores (FIP) que respondam as exigéncias trazidas pela
evolugdo dos tempos. No entanto,

a nossa compreensdo sobre as aprendizagens que os futuros professores
realizam nos diversos momentos da sua formacdo inicial, os processos pelos
quais aprendem, as fragilidades e obsticulos com que se defrontam e os
processos de formacdo que podem contribuir para aprendizagens mais
profundas e sustentadas € ainda muito limitada. (Santos et al., 2018, pp. 167—
168)

Assim, encontrar estratégias e condigdes que promovam o desenvolvimento de
competéncias, capacidades e conhecimentos para a pratica docente € um tema emergente
na investigacao. Diversos estudos apontam algumas orientagdes para a FIP, entre as quais,
a criacdo de oportunidades para que os futuros professores possam refletir e investigar
sobre e para a (propria) prética, em ambientes de discussdo e partilha de experiéncias,
para que possam, dessa forma, desenvolver o seu conhecimento (Ponte et al., 2017;
Santos et al., 2018; Viseu, 2008).

Refletir sobre a pratica é fundamental para o desenvolvimento do conhecimento dos
futuros professores, uma vez que € através da critica que se abre um espaco para a
evolugdo e melhoria da pratica docente (Leavy & Hourigan, 2016; Viseu, 2008). Para
além disso, a reflexdo “baseada nas suas experiéncias pessoais, permite-lhes elaborar
teorias e significados sobre a pratica que dao sentido ao seu ensino” (Viseu, 2008, p. 53).

Também os ambientes de discussdo sobre os aspetos da pratica devem ser fomentados na
medida em que, tal como afirma Viseu (2008), “observar os alunos nas suas atividades
matematicas e partilhar as suas impressdes com outros professores faz com que o futuro
professor perceba o que deve considerar dessa atividade quando iniciar a sua prética
docente” (p. 54).

A investigacdo de situagdes da pritica é outra forma de desenvolvimento do
conhecimento apontada na literatura (Santos et al., 2018; Viseu, 2008). Ponte et al. (2017)
afirmam que a investigacdo “pressupde reflexao (...) mas vai além, envolvendo uma
planificacdo deliberada, a definicdo de um objetivo de investigacdo, e seguindo um
processo metddico de recolha e andlise de informacdo para alcancar o objetivo” (p. 292).
Desta forma, os futuros professores olham para as situacdes da aula, procuram
informacdo e analisam aspetos relativos a aprendizagem dos alunos, enriquecendo a
reflexdo que fazem sobre e para a (propria) pratica. Em Portugal, os cursos de FIP de
Matematica pressupdem um estdgio, a realizar em contexto profissional, que leva a
elaboracdo de um Relatdrio de Estdgio, a defender em provas publicas. Este Relatério de
Estagio surge da identificacdo de uma problematica de investiga¢do na drea da Didatica
da Matemitica, e emerge da prética letiva, assentando numa formacdo de natureza
investigativa e reflexiva (Santos et al., 2018).

O estudo de aula: processo formativo reflexivo e investigativo

O estudo de aula, na sua origem realizado com professores em servigo, ¢ um processo de
desenvolvimento profissional que se iniciou no Japao e nos dltimos anos se replicou pelo
mundo. Assenta numa base de trabalho colaborativo e reflexivo, onde um pequeno grupo
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de professores parte de um problema que identificam no ensino-aprendizagem, e trabalha
sobre ele através da planificacdo detalhada de uma aula. Depois de um dos professores
conduzir a aula e os restantes observarem, o grupo volta a reunir para refletir sobre a
aprendizagem do aluno, inserindo alteracdes ao plano de aula quando consideram
pertinente, constituindo assim uma pequena investigacdo sobre a pratica focada na
aprendizagem dos alunos (Fujii, 2018; Ponte et al., 2016).

Considerando as orientacdes para a FIP que alguns estudos apontam (Galvao et al., 2018;
Santos et al., 2018), o estudo de aula parece ser um processo formativo com muitas
potencialidades para a FIP (Leavy & Hourigan, 2016; Martins et al., 2021). Em ambientes
de discuss@o com os colegas e com os orientadores de estdgio, os futuros professores t€ém
oportunidade de definir uma temética para estudar, e preparar aulas de forma detalhada,
olhando e repensando nas tarefas, no trabalho dos alunos e nas suas proprias intervengdes,
através da partilha de ideias. Este trabalho pressupde como foco a aprendizagem do aluno,
e permite que o futuro professor olhe para os objetivos da aula e para os objetivos que
definiu para o seu trabalho investigativo, interligando-os, e pondo em prética as
estratégias que delineou. Assim, o futuro professor tem oportunidade de analisar situagdes
da aula, refletindo sobre elas através da propria prética.

Raciocinio matematico

Na descricdo da primeira finalidade apresentada nas Aprendizagens Essenciais para o 3.°
Ciclo do Ensino Bdsico pode ler-se que ¢ esperado que os alunos “desenvolvam
capacidade de abstracdo e generalizacao e de compreender e elaborar raciocinios l6gicos
e outras formas de argumenta¢ao matematica” (Direcdo Geral da Educacdo, 2018a, p. 2).
Também para o Ensino Secunddrio estas indicagdes aparecem, sugerindo a utilizacdo da
tecnologia como apoio para criar oportunidades para que os alunos possam “perceber as
ideias matematicas, a raciocinar, a resolver problemas e a comunicar” (Direcdo Geral da
Educacao, 2018b, p. 3). Estes documentos sugerem assim que a acao do professor deve
ser orientada para promover o desenvolvimento do raciocinio dos alunos ao longo da
escolaridade.

De forma a envolver os alunos em atividades que promovam o raciocinio dos alunos, os
professores devem pensar em tarefas que permitam afirmar uma determinada ideia ou
procedimento para um conjunto de objetos, e devem ainda exigir que os alunos
apresentem razdes convincentes, baseadas em conceitos ou propriedades matematicas
para justificar as suas afirmagdes (Mata-Pereira, 2018). Assim, ao selecionar tarefas, os
professores podem trabalhar sobre os processos de raciocinio que os alunos podem
manifestar, estando mais atentos as dificuldades que os alunos podem ter. Para além do
cuidado com as tarefas a propor, os professores devem preparar “o0 modo como os alunos
se envolvem nessa tarefas e as interagdes que essas tarefas podem desencadear” (Mata-
Pereira, 2018, p. 18), antecipando as estratégias de resolug@o e representagdes que 0s
alunos podem utilizar, assim como as dificuldades que podem ter, preparando estratégias
para os apoiar nessas dificuldades. Ja durante a aula, é importante que os professores
apoiem o trabalho dos alunos sem lhes dar respostas ou demasiadas indicag¢des para a
resolucdo das tarefas, procurando que eles expliquem os seus raciocinios, justificando-
0S.
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Metodologia e contexto da investigacio

Esta comunicagdo segue uma abordagem de natureza qualitativa de indole interpretativa,
centrando-se no trabalho realizado por duas futuras professoras (FP) durante o estudo de
aula, para promover o desenvolvimento do raciocinio dos seus alunos. Em especial,
procuramos analisar como € que as FP prepararam as aulas, considerando as tarefas que
selecionaram, as estratégias de resolugcdo dos alunos e as dificuldades que anteciparam, e
os planos de aula que elaboraram, para perceber de que forma as discussdes durante o
estudo de aula apoiaram o processo investigativo delas. Os dados analisados sao resultado
da realizagao de dois estudos de aula em duas Instituicdes de Ensino Superior distintas,
nos anos letivos de 2019/2020 (EA) com as FP Monica e Olivia (pseudénimos), e de
2020/2021 (EA2) com as FP Lila, Maria e Silvia (pseudénimos), tinicas estudantes que
frequentavam o segundo ano do Mestrado em Ensino de Matemadtica no 3.° Ciclo do
Ensino Basico e no Ensino Secundério nos respetivos anos letivos. Ambos os estudos de
aula foram preparados e conduzidos em conjunto pelo Professor da respetiva Institui¢ao
de Ensino Superior (Professor da IES), que assumiu também o papel de orientador das
FP, e pela investigadora (primeira autora). A preparacdo das sessoes foi feita
regularmente, tendo por base a andlise das respostas das FP a uma entrevista inicial
individual e a usual forma de trabalhar e os tépicos que o Professor da IES pretendia
explorar com as FP.

Considerando o objetivo desta comunicacdo, analisimos o trabalho realizado por Ménica
(EAI) e Lila (EA2), uma vez que o foco para a elaboracdo dos seus Relatorios de Estagio
era o raciocinio matemdtico dos alunos através de diferentes representacdes.
Selecionamos apenas as aulas preparadas durante os estudos de aula, que correspondem
a primeira aula planificada e conduzida por cada uma das FP. No entanto, ambas
prepararam e conduziram pelo menos mais duas aulas, traduzindo-se assim na sua prépria
recolha de dados. Ambas as FP estavam no seu ultimo ano da Formagdo Inicial de
Professores. Uma vez que o Relatdrio de Estagio assume uma natureza investigativa, as
FP desenvolveram também um Portf6lio Reflexivo, com um caracter mais reflexivo e
descritivo das suas experiéncias em contexto profissional.

Moénica ndo tinha experiéncia de ensino, embora tivesse ji observado vdrias aulas
conduzidas por professores com experiéncia. A futura professora propds como objetivo
para o seu Relatdrio de Estdgio analisar como alunos de 7.° ano fundamentam as suas
afirmacgdes e compreender de que forma as representagdes que usam se relacionam com
a interpretacdo da informacdo e a justificacdo de ideias. No entanto, ainda s6 tinha tido
oportunidade de fazer leituras flutuantes sobre “raciocinio matematico”, “processos de
raciocinio” e “representacdes”. Por uma questao de calendarizagcdo da escola onde estava
a realizar o estagio profissional, o professor cooperante decidiu que a primeira aula que
ela iria conduzir incidiria na revisdo da proporcionalidade direta como relagcdo entre duas
variaveis, no 7.° ano.

Lila ja lecionava hd mais de dez anos, em escolas cuja oferta curricular era
exclusivamente de Cursos Profissionais, e pretendia agora obter habilitagdo profissional
para a docéncia. O objetivo do seu Relatério de Estagio era “caracterizar os raciocinios
matemadticos de alunos do 10.° ano de escolaridade, a partir da exploragdo das
representacdes de fungdes”, e ela ja tinha tido oportunidade de fazer uma revisdo de
literatura e definir a maior parte dos seus instrumentos de recolha de dados. A sua
primeira aula centrou-se na resolug¢do de problemas envolvendo a fun¢do quadratica, no
10.° ano, e a escolha foi da sua total responsabilidade.
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Todas as sessdes dos dois estudos de aula foram dudio gravadas e transcritas (Sx), e todos
os documentos produzidos foram recolhidos, tais como as tarefas e os planos de aula
elaborados pelas FP, assim como os Portfélios Reflexivos (PR). Aquando da redagao
desta comunicacdo, o Relatério de Estdgio de Lila ainda ndo tinha sido entregue para
defesa, pelo que apenas foi analisado o Relatério de Estagio (RE) de Ménica. Houve ainda
oportunidade de realizar entrevistas finais as FP, de forma a compreender como é que
tinham vivenciado o estudo aula, procurando identificar as potencialidades e os
constrangimentos que lhe apontam.

Para analisar os dados, foi considerado o trabalho que foi feito nas diferentes fases do
estudo de aula, em especial, as discussdes que ocorreram na fase de preparacdo e de
reflexdo, assim como os documentos produzidos pelas FP. Foram entdo identificados
momentos-chave que evidenciam como € que as FP trabalharam sobre a preparacdo da
aula e a reflexdo que fizeram sobre a aprendizagem dos alunos. Para organizar os
resultados, consideramos a sequéncia das sessdes dos estudos de aula, resultando em
quatro aspetos que foram sendo refinados de acordo com os aspetos que emergiram da
andlise dados: (i) preparar a tarefa, (ii) antecipar o trabalho dos alunos e preparar as
intervencgoes do professor, (ii1) preparar a aula e a recolha de dados; e (iv) refletir sobre a
aprendizagem dos alunos.

Resultados
Preparar a tarefa

Para a aula do 7.° ano, Mdnica comecou por sugerir uma tarefa com um contexto real,
que adaptou de um manual escolar, justificando a sua escolha:

Moénica: N6s queremos que eles [os alunos] voltem a relacionar as varidveis e a
razdo de proporcionalidade, portanto eles tém que ser capazes de
identificar se existe ou ndo uma razio. (54, EAI)

No entanto, a futura professora limitou a sua escolha ao objetivo da aula e ndo procurou
alternativas que lhe pudessem dar informacgdo sobre os processos de fundamentaciao dos
alunos ou de que forma as representagdes do enunciado poderiam influenciar o trabalho
dos alunos.

O trabalho de preparacdo da aula de Lila também comecou pela selecdo de uma tarefa
que nao lhe permitia caracterizar os raciocinio dos alunos a partir da exploracdo de
diferentes representagdes, tal como se propunha com o seu objetivo para o Relatério de
Estagio. As perguntas da tarefa exigiam célculos simples para alunos de 10.° ano, que ja
estariam a terminar o estudo de Func¢des Quadréticas, pelo que as respostas deveriam ser
diretas. Lila explicou que tinha selecionado uma tarefa mais simples porque “esta turma
tem trés/quatro meninas com muitas dificuldades (...) que ndo vao conseguir acompanhar
[o trabalho dos colegas]” (56, EA2).

Partindo das tarefas que as futuras professoras selecionaram, em ambos os estudos de
aula, foram feitas vdrias sugestdes pelo grupo de trabalho, por forma a desenhar tarefas
que pudessem ir ao encontro ndo apenas dos objetivos para as aulas, como também dos
objetivos das futuras professoras para os Relatérios de Estdgio. Para o 7.° ano (EA1), foi
selecionada uma tarefa de um manual escolar que trabalhava o raciocinio matemético, em
especial, através da justificacdo e da generalizacdo (Figura 1), e que Ménica e Olivia
decidiram adaptar. Uma das alteragdes resultou das representagdes que Monica queria
trabalhar com os alunos:
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Mbénica: Nas representacdes de Funcdes, [temos] o grifico e a tabela como
pressuposto de [os alunos] chegarem a expressao algébrica (...) que vai ao
nivel da generalizagdo. Também queremos isso. (...) E eles pela tabela
conseguem melhor [encontrar a expressao algébrica] do que pelo grafico.
(S4, EA1)
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Figura 1. Alteracdes a tarefa, durante a S4 (EA1).

Na opinido de Ménica, depois de os alunos interpretarem e trabalharem sobre a tabela e
o grafico representativos da situacdo, seria mais facil compreenderem como € que
poderiam generalizar a situacdo, partindo da relagdo de proporcionalidade direta entre as
varidveis nimero de caixas e respetivo preco. Porém, ao antecipar as estratégias de
resolucdo que os alunos poderiam usar, Ménica considerou que pedir-lhes para construir
a uma representacao grafica da situaco iria ocupar bastante tempo da aula, o que poderia
ndo permitir resolver e discutir as restantes perguntas. Assim, a ordem das perguntas foi
alterada, privilegiando a representacdo tabelar e algébrica, e deixando a representacao
grifica para o final da tarefa, sob a forma de interpretacdo. Considerando os valores
pensados para apresentar na tabela (Figura 2), foi ainda acrescentada uma pergunta em
que os alunos poderiam usar a constante de proporcionalidade direta para determinarem
o preco de 200 e de 500 caixas de bacalhau, encaminhando-os assim para a escrita da
expressao algébrica pedida e, consequentemente, para a generalizagao.
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No EA2, Lila identificou como um desafio “arranjar tarefas de modo que a eles [os
alunos] estimulem... que me deem algum fruto também para mim” (56, EA2). Motivada
pelo Professor da IES, surgiu a ideia de incluir no enunciado uma tabela com valores
pertencentes ao grafico da funcdo estudada, para incentivar os alunos a esbogcar um
esquema da situacao e a encontrar a expressao algébrica da funcio para que, dessa forma,
conseguissem responder as perguntas da tarefa recorrendo a diferentes representacdes
(Figura 3). Lila alterou assim a sua primeira versdo do plano da aula, repensando as
possiveis estratégias de resolugdo dos alunos (Figura 4), com recurso a diferentes
representacdes, € repensando também como € que essas producdes poderiam ser
interessantes para analisar para o seu Relatério de Estdgio, argumentando que permitem
“uma andlise a posterior dos ‘raciocinios analisados’, assim como a sua justificacdo”

(Plano de aula, EA2).

Figura 2. Alteracdes a tarefa durante a S5 (EA1).

Tarefa 1. O salto do gafanhoto:
O Tomds encontrou um gafanhoto em cima de um muro. Quando
o gafanhoto saltou, a sua altura em relagdo ao chdo (a em
centimetros) variou com o tempo (t, em segundos) de acordo
com a fungio definida por a(t) = —30 t* + 20t + 80.

a) Determina a altura do muro.

b]

No contexto da situagdo descrita, para que valores de ¢, a
expressdo alt) tem significado? Justifica.

C

Qual foi a altura méxima atingida pelo gafanhoto? Explica
como procedeste para chegar a resposta.
d

Desde que iniciou o salto, quanto tempo esteve o

gafanhoto acima de meio metro de altura? Apresenta o

resultado arredondado as décimas de segundo.

Tarefa 1. O salto do gafanhoto...

0O Tomés encontrou um gafanhoto em cima de um muro. A dado
momento, o gafanhoto saltou para o ch3o. Na tabela seguinte estdo
registadas algumas das alturas atingidas pelo gafanhoto, t segundos
depois de iniciar o salto:

[t (segundos) [ 1 [ 2 T 3 ]
‘ a (centimetros) ‘ 120 ‘ 90 ‘ 1] ‘

Considera que a altura atingida pelo gafanhoto t segundos apos iniciar o
salto pode ser definida por uma fungdo quadrética, aft) et=1 é o
maximizante da fungdo.

a) Determina a altura do muro.

b) No contexto da situagdo descrita, para que valores de t a expressdo
a(t) tem significado? Justifica.

c) Qual foi a altura maxima atingida pelo gafanhoto? Explica como
procedeste para chegar a resposta.

d) Desde que iniciou o salto, quanto tempo esteve o gafanhoto acima de
meio metro de altura? Apresenta o resultado arredondado as décimas
de segundo.

Figura 3. Alteracdes a tarefa durante a S6 (EA2).
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O interesse destas tarefas é perceber o raciocinio do aluno na resolucdo das mesmas, assim como
perceber que informages do enunciado retira para a sua resolugdo. Isto é, por exemplo, na Tarefa 1,
o aluno pode recorrer logo ao maximizante, chegando de imediato ao valor maximo, e usar a fun¢do
f(x) = a(x — h)? + k; ou perceber se o aluno relembra que a fungio quadratica é simétrica, logo a
reta que contem o maximizante sera o eixo de simetria, logo f(0) = f(2); se o aluno vai pelo método
de substituigdo dos pontos nos pardmetros da fungdo f(x) = ax® + bx + c levando-o a resolugdo de
um sistema, ou se o aluno recorre aos polindmios percebendo que o ponto trés & um zero da fung3o.

Figura 4. Justificag@o da tarefa (Plano de aula, EA2).

Antecipar o trabalho dos alunos e preparar as intervengoes do professor

Depois de redigirem uma primeira versao da tarefa, Moénica e Olivia (EA /) anteciparam
em conjunto as estratégias de resoluc@o que os alunos poderiam seguir e as dificuldades
que poderiam ter. Em particular, pensaram nas dificuldades que poderiam surgir na
generalizacdo da situacdo, através de uma expressdo algébrica. Ao discutir sobre esse
trabalho de antecipacdo, Mdnica prop0s algumas questdes para colocar aos alunos e
justificou as suas propostas, referindo que, dessa forma, os alunos deveriam ser capazes
de identificar a constante de proporcionalidade e, assim, escrever a expressao pedida:

Mbénica: [os alunos podem] ir a tabela outra vez, visualizar as relacodes (...)
[Quando] x € 1, [y] € igual a 325. O 2 serd igual a 650. Que por acaso é
duas vezes 325. (...) E depois eles iriam ver que este nimero [325] esta
sempre estdvel, e este [valor a pagar] estaria relacionado com o outro
[ndmero de caixas]. E iam chegar ao fim e iam ver que y = 325x.

Professor da IES: (...) Mas imagine que eles ndo avangam aqui [determinar o preco
de uma caixa]. Que questdo é que coloca? (...)

Mobnica: ‘Entdo duas caixas custam quanto? E uma caixa? Custa mais, custa
menos?’ E acho que dizer mais do que isto ja € dar a resposta. (S6, EAT)

Partindo do trabalho de antecipacdo e das discussdes sobre as estratégias de resolucio e
as possiveis dificuldades dos alunos que ocorreram nas sessoes do estudo de aula, Moénica
acrescentou ao plano de aula algumas sugestdes, incluindo frases que poderiam apoiar os
alunos a encontrar a relacdo pretendida, procurando ndo dar respostas aos alunos (Figura
5).

Caso os alunos ndo consigam
determinar uma expressdo geral entre
onlmero de caixas e o seu prego, 0
professor pode recorrer 3 construgdo
de uma sequéncia através de uma
tabela, ou esquema.

0 professor pode utilizar expressies
orais como “o prego varia de acordo
com o namero de caixas”, “existe uma
relagio entre o nimero de caixas e o
Por exemplo: prego a pagar” ou “o prego aumenta
quando ndmero de caixas também

1ex 325€ aumenta, na mesma proporgdo” para
2cx 650 € ~ auxiliar os alunos na interpretacio da
3cx | 975€ | 4 tarefa.

Figura 5. Intervencdes do professor para apoiar os alunos (Plano de aula, EAT).

De forma diferente, Lila realizou o trabalho de antecipacao de estratégias de resolucdo e
de dificuldades dos alunos autonomamente. Comegou por indicar, de forma geral, que
poderiam surgir dificuldades na utilizacdo da calculadora gréifica, no célculo de
determinados valores devido a natureza dos ntimeros da tarefa, ou ainda na interpretacao
dos enunciados (Figura 6), mas ndo preparou estratégias para ajudar os alunos a
ultrapassar estas dificuldades. J4 em cada pergunta da tarefa, a futura professora
descreveu como poderia proceder, dando respostas ou indicacdes aos alunos (Figura 7).
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Dificuldades que podem ser apresentadas pelos alunos

e Falta de pratica com a calculadora gréfica:
Para tentar gerir a possivel falta de pratica com a calculadora gréfica, pretendo
incluir a sua utilizagdo nas aulas anteriores para que, quando chegarem a realizagdo
desta tarefa, os alunos ja se sintam familiarizados com a sua utilizaggo.

e Dever-se-a notar que, ao escolher a abordagem através de metodologias analiticas,

dada a natureza dos nimeros que inevitavelmente decorrerdo da concretizacdo das

tarefas, poderdo ocorrer erros de calculo por parte dos discentes:

Nesse sentido, os alunos serdo recorrentemente questionados sobre duvidas que
possam eventualmente revelar, assim como lhes serd relembrado se os resultados
fazem sentido no contexto da tarefa.

e No decurso da interpretacdo de algumas das questdes propostas, ou em inferir a

informacao veiculada e em estabelecer uma correta relagdo com as fungbes e com

o contexto em que ocorrem, poderdo advir algumas dificuldades.

Figura 6. Antecipagao de dificuldades (Plano de aula, EA2).

Caso os alunos tenham duvidas acerca de como resolver, perguntarei ao aluno o que
significa o a(t) e o valor de t, no contexto da tarefa e explicarei que o que se pretende é

saber, no instante inicial, a que altura se encontra o gafanhoto, de forma a que o aluno

perceba que tem de substituir o valor de t por zero.

Figura 7. Antecipacgao de dificuldades para a primeira pergunta (Plano de aula, EA2).

Ao discutir o plano de aula que a futura professora elaborou, em especial olhando para a
tarefa ja alterada (Figura 3) e para o trabalho de antecipagdo que tinha feito (Figura 6 e
Figura 7), o grupo questionou se a forma como Lila tinha pensado apoiar os alunos nas
suas dificuldades ndo poderia influenciar os seus processos de raciocinio e, dessa forma,
condicionar a recolha de dados. Esta discussao, fez com que a Lila repensasse em como
poderia intervir sem dar respostas ou validar raciocinios:

Maria: Que opcao [questdo] é que poderiamos por (...) se o aluno ndo conseguir
perceber que [0 que tem que calcular] € a(0)?

Lila: ‘O que € que se entende por instante inicial?’ (...) Mas isso ndo leva a outra
situacdo, que é o cortar o raciocinio aos alunos que estdo ja a resolver?
(...) Se eu perguntar isso a turma, eles vao logo dizer ‘substitui por zero
que € o instante inicial’. (S6, EA2)

A futura professora pareceu ficar mais alerta para como as suas intervencdes poderiam
influenciar o trabalho dos alunos, levando-a a repensar em formas de os apoiar sem lhes
dar respostas e, a0 mesmo tempo, sem perder a oportunidade de recolher evidéncias sobre
o raciocinio dos alunos.

Preparar a aula e a recolha de dados

Para ter elementos para elaborar o seu trabalho investigativo, Moénica definiu que
precisava de recolher as produgdes escritas dos alunos, assim como fazer notas de campo.
O grupo (EAT) considerou entdo que traria mais vantagens entregar a tarefa aos alunos
em suporte papel, e com espago disponivel para que pudessem apresentar os seus
raciocinios. Para complementar as produ¢des dos alunos, Monica pediu ainda que eles
indicassem o motivo caso nao resolvessem alguma pergunta, para assim compreender se
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se devia a “incapacidade de interpretar o enunciado” ou por “falta de conhecimentos de
conceitos prévios” (RE). Em relacdo as notas de campo, os focos de observacdao foram
definidos em conjunto pelo grupo destacando-se: (i) a participacdo nas discussdes
coletivas, (i1) a linguagem escrita e oral, e (iii) as estratégias de resolugdo e as
representacdes utilizadas. As notas de campo do grupo serviram igualmente como fonte
de recolha de dados para Moénica uma vez que nao lhe foi permitido gravar as aulas e,
desta forma, poderia garantir que “as perdas de informacao fossem minimizadas” (RE).

Lila também planeou recolher as producdes dos alunos, e explicou que, apds resolverem
a tarefa em trabalho auténomo, iria pedir-lhes para nao modificarem as suas respostas, e
que anotassem no caderno didrio o trabalho realizado durante a discussdo coletiva. Porém,
nesta situacdo, os alunos poderiam facilmente alterar o seu trabalho, o que poderia
condicionar a anédlise dos dados. Assim, e considerando a op¢ao por trabalho a pares, Lila
decidiu recolher imediatamente antes da discussdo coletiva apenas uma das fichas de
trabalho do par para que, por um lado, pudesse aceder as estratégias de resolucdo e
processos de raciocinio dos alunos e, por outro lado, todos os alunos tivessem acesso a
tarefa e ao seu trabalho durante a discuss@o. Outra preocupacgao de Lila estava relacionada
com as estratégias de resolu¢do que os alunos poderiam usar. A futura professora
antecipou que a maior parte dos alunos recorresse a representacdo grafica que as
potencialidades da calculadora grafica permite, o que poderia limitar as estratégias de
resolucdo dos alunos e, consequentemente, poderia empobrecer as representacdes
utilizadas ou os processos de raciocinio. Assim, por sugestdo conjunta do grupo, Lila
decidiu que iria propor que os alunos procurassem resolver as perguntas através de
diferentes estratégias de resolucdo, incentivando que eles usassem, pelo menos, as
representacOes gréfica e algébrica. No caso de Lila, as aulas foram 4udio e video
gravadas, o que lhe permitiu rever a aula varias vezes, inclusive, para refletir sobre a sua
prética.

Refletir sobre aprendizagem dos alunos

Sobre a tarefa, Modnica destacou a “partilha de perspetivas [diferentes] (...) [que tém]
absor¢oes diferentes do que € o ensino” (S9, EAJ) e que, na sua opinido, enriqueceram
as sessoes de desenho da tarefa. A futura professora escreveu que “as sessoes de trabalho
colaborativo para a construcdo e discussdo da tarefa acrescentaram-me imenso
conhecimento, de tal forma que adaptei o processo as planificacdes e estruturacdes das
outras aulas” (PR). Na entrevista final, Ménica acrescentou que as discussdes durante o
estudo de aula a tinham feito repensar vérias questdes, valorizando a partilha de ideias:

Monica: ‘Nao faz sentido assim? E se for assado, que implicacdes, positivas (ou
negativas), tem?’ E isto fez-me muito sentido. Poupou-me imenso tempo
e imensa energia. (...) foi mesmo muito bom porque nds nio estivamos
habituadas a trabalhar assim (...) aprendemos muito. (Entrevista final,
EA1l)

Em relacdo ao trabalho dos alunos, Moénica constatou que varios grupos tiveram
dificuldades em generalizar utilizando uma expressdo algébrica, tal como tinha
antecipado. Porém, ao recordar a aula, disse que: ““ [NoOs] ndo previmos, por exemplo, que
eles [os alunos] conseguissem generalizar oralmente, mas que tivessem dificuldades em
escrever matematicamente. Algebricamente.” (59, EAT). Apesar de ndo ter antecipado
que os alunos pudessem generalizar apenas utilizando linguagem natural, Monica
valorizou o trabalho de antecipacdo que havia sido feito durante o estudo de aula,
escrevendo que “notou-se que os alunos conseguiram atingir as ideias chave através de
frases que foram previamente planeadas aquando de determinadas diividas e/ou questdes”
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(PR). Para além disso, conseguiu concluir que o grupo de alunos que tinham utilizado a
linguagem natural para generalizar a situacdo “validou o processo de generalizagdo,
apresentando uma explicagdo (...) [e] recorreu ainda a representacdes iconicas [tabela]
para organizar as informagdes obtidas” (RE), o que foi uma mais-valia para o seu
Relatério de Estagio.

Também Lila constatou que os alunos tinham evidenciado algumas das dificuldades que
tinha antecipado, nomeadamente na interpretacdo do enunciado, pela auséncia de uma
representacdo grafica (Figura 8). Quando procurou ajudar os alunos a ultrapassar esta
dificuldade, acabou por lhes dar respostas, ao contrario do que tinha sido preparado nas
sessdes do estudo de aula: “eu acabava por inconscientemente encaminha-los para a
resposta que eu queria.” (S/0, EA2). Esta situacdo acabou por condicionar a recolha de
dados da futura professora, tal como a colega Silvia constatou:

Silvia: [Lila] ndo tinha planeado propriamente como reagir e o que dizer, e acabou
por dar as respostas aos alunos sem querer. Ou seja, abriu-lhes muito o
caminho e fechou-lhes o raciocinio. (510, EA2)

Lila refletiu sobre esta situa¢do e concluiu que “poderia ter questionado mais os alunos
no que concerne a justificagdo dos seus raciocinios.” (PR), o que lhe permitiu repensar a
forma como prepara e conduz as aulas, com vista a sua recolha de dados nas aulas
seguintes. No entanto, e tal como Monica, também valorizou o trabalho detalhado de
antecipacao das estratégias de resolucao, escrevendo que lhe tinha permitido “estar mais
bem preparada, e ajudar mais facilmente o aluno.” (PR).

As dificuldades prendiam-se pela auséncia da representacdo no enunciado, tal como

referem alguns alunos, no questiondrio:

“Sim teria menos dificuldades porque uma representacio ajuda-me a entra mais no
contexto do exercicio”, “Sim, porque, com a representacdo, nds saberiamos logo que era uma

funcdo quadrdtica”, “Foi a interpretacdo do problema”.

Mesmo referindo no enunciado que se tratava de uma fung¢do quadritica, os alunos

tiveram dificuldades em converter a linguagem natural numa representacdo grdfica ou na

linguagem matematica.

Figura 8. Identificacdo das dificuldades manifestadas pelos alunos (PR).

Conclusao

Modnica comegou por selecionar uma tarefa que ndo lhe permitia analisar o raciocinio dos
alunos, assim como Lila, que selecionou uma tarefa que limitava as possiveis estratégias
de resolucdo e representacdes que os alunos poderiam utilizar, o que poderia condicionar
o trabalho investigativo das futuras professoras. No entanto, em ambos 0s casos, as
discussdes que ocorreram nos estudos de aula pareceram ter despertado a atencdo das
futuras professoras para a importancia que as tarefas assumem na promoc¢ao do raciocinio
dos alunos. Em particular, Mdnica propds alteracdes a tarefa para promover a
generalizagdo, através da andlise das representacdes tabelar e gréfica, alterando a ordem
das perguntas e acrescentando outras, para encaminhar os alunos para a escrita da
expressdo algébrica pedida. Relativamente ao trabalho dos alunos, Ménica e Lila
procuraram estratégias para os apoiar nas suas dificuldades. Embora Ménica tenha tido a
preocupacdo de preparar as suas intervengdes sem dar respostas ou validar raciocinios,
Lila escreveu como poderia ajudar os alunos, dando indicag¢des precisas de como
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deveriam proceder. Apesar de Lila ter tido a oportunidade de repensar estas intervengdes
durante as sessoes de preparacdo, na aula acabou por dar respostas aos alunos quando
procurava ajudd-los nas suas dificuldades. Durante as sessdes de reflexdo, a futura
professora foi capaz de refletir sobre a sua prética, repensando em como poderia apoiar
os alunos sem lhes validar os raciocinios, o que lhe permitiu repensar a forma como
prepara e conduz as aulas. Em especial, Lila reconheceu que deveria ter pedido que os
alunos justificassem as suas ideias. Estas conclusdes vdo ao encontro do que Galvido et
al. (2018) apontam: “a analise de situagdes de aula (...) pode constituir um instrumento
privilegiado de aulas em que se reflete sobre a pratica profissional” (pp. 31-32). No caso
de Monica, alguns alunos generalizaram a situacdo sem utilizar a representacao algébrica
como ela tinha antecipado. No entanto, a futura professora valorizou o trabalho dos alunos
e concluiu que eles tinham sido capazes de justificar os seus raciocinios através de
diferentes representacoes.

Concluimos assim que algumas das dindmicas préprias do estudo de aula podem apoiar
a elaboracdo dos Relatérios de Estdgio pelos futuros professores, em especial o trabalho
colaborativo e reflexivo nas sessdes, assim como a natureza investigativa do processo
formativo. Segundo Santos et al. (2018), a defini¢do do foco do Relatério de Estdgio
merece uma aten¢do especial na Formacdo Inicial de Professores. Na primeira fase do
estudo de aula, ha a defini¢do de uma problemaética que, através da preparacao detalhada
de uma aula, vai ser estudada. Uma vez que “a formagao inicial ¢ fortemente beneficiada
por assumir uma légica de trabalho de cariz investigativo contextualizado na pratica
profissional” (Santos et al., 2018, p. 198), esta dinamica parece ajudar os futuros
professores a centrarem a sua atengdo no objetivo da aula e, consequentemente, no foco
do Relatério de Estdgio. A selecdo de tarefas, assim como a preparacdo das aulas
considerando o trabalho de antecipacdo, ficam enriquecidos com a partilha de ideias que
decorre das sessdes de discussdo conjunta. Este trabalho colaborativo, onde vérias
pessoas, com experiéncias diferentes, partilham a sua visdo e propdem sugestoes, €
valorizado pelos futuros professores, como também concluiram Ponte et al. (2017). Para
além da antecipacao do trabalho dos alunos e da preparagdo da aula, também os processos
de recolha de dados beneficiam com as discussdes durante o estudo de aula. Sendo estes
processos um aspeto a melhorar quando se trata da elaboracdo do Relatério de Estdgio
(Santos et al., 2018), o estudo de aula permite que os futuros professores repensem a
fidedignidade dos dados que vao recolher e acedam a notas de campo feitas por outros
observadores da aula, o que se pode traduzir numa fonte rica de dados quando existem
limita¢des, por exemplo, nos registos visuais da aula. Concluimos ainda que a natureza
reflexiva do estudo de aula, em especial, os momentos de reflexdo quer individual quer
em conjunto, parece ajudar os futuros professores a repensarem nas suas priticas € a
definirem estratégias para as aulas seguintes (Galvao et al., 2018; Leavy & Hourigan,
2016; Martins et al., 2021).

O estudo de aula é um processo formativo com bastantes potencialidades, ndo apenas
como processo de natureza colaborativa e reflexiva, mas como também como um
processo que incentiva a investigacdo sobre a propria pratica e que apoia os futuros
professores na elaboragdo do seu Relatério de Estagio.
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Resumo: Esta comunicacdo apresenta um conjunto de estudos de aula realizados com
futuros professores de Matematica e visa conhecer a compreensao dos participantes sobre
a sua aprendizagem e sobre a organizacao deste processo formativo. Os participantes sao
14 futuros professores de Matematica a frequentar o 1.° ano do Mestrado em Ensino da
Matematica. A recolha de dados foi realizada através de observagdo participante e
entrevistas individuais com seis futuros professores. Os resultados mostram que os
participantes necessitaram de algum tempo para compreender este processo formativo
mas reconhecem que fizeram uma aprendizagem significativa em vdrios aspectos do
ensino da Matemadtica, nomeadamente no que respeita a realizacdo de uma aula
exploratéria, onde se valorizam as tarefas exploratérias € o desenvolvimento da
comunicacdo dos alunos, particularmente, através de discussdes coletivas.

Palavras-chave: Abordagem Exploratoria; Comunicagdo; Conhecimento Didético;
Estudo de Aula; Formagao Inicial.

Abstract: This communication presents a set of lesson studies carried out with
prospective mathematics teachers and aims to know the participants' understanding of
their learning and of the organization of this formative process. The participants are 14
prospective mathematics teachers attending the 1st year of the Master in Mathematics
Teaching. Data collection was carried out through participant observation and individual
interviews with six future teachers. The results show that the participants needed some
time to understand this formative process, but they recognize that they have made
significant learning in several aspects of mathematics teaching, namely with regard to
leading an exploratory lesson, where exploratory tasks and the development of students’
communication, particularly, through collective discussions, are valued.

Keywords: Communication; Didactic Knowledge; Exploratory Approach; Initial
Teacher Education; Lesson Study.

178


mailto:maquaresma@ie.ulisboa.pt
mailto:jpponte@ie.ulisboa.pt

EIEM 2021

Introducao

Com as sucessivas reformas curriculares e tendéncias internacionais, procura-se cada vez
mais que a escola ajude a desenvolver alunos matematicamente poderosos capazes de
comunicar com os professores e com os colegas sobre a Matematica que estdo a aprender,
que conseguem raciocinar, formulando generalizacdes, argumentando de modo
convincente e dando justificacdes matematicamente validas para sustentar a sua posicao
(NCTM, 2007; Smith, 2001). Neste sentido, t€ém vindo a valorizar-se abordagens
curriculares inovadoras como o inquiry-based learning (Maall & Artigue, 2013) ou o
structured problem solving (Fujii, 2018), associado ao estudo de aula e ao ensino no
Japdo, ou a abordagem exploratéria (Ponte, 2005), bastante usada no contexto portugués.

Na abordagem exploratdria, valoriza-se a diversificacdo das tarefas, mas reconhece-se
um papel central as tarefas que comportam aspetos desafiantes para os alunos e também
abertura para que estes as possam recriar de acordo com os seus interesses e capacidades
(Ponte, 2005). De importincia fundamental sdo os processos de trabalho na sala de aula,
onde se valoriza a atividade colaborativa dos alunos em pares em pequenos grupos e dos
momentos de discussdo coletiva, em que se negoceiam significados, apresentam e
justificam estratégias de resolucdo e se confrontam e argumentam resultados e
generalizagdes (Ponte & Quaresma, 2016). No entanto, a dinamizag¢do de aulas de
natureza exploratdria constitui um forte desafio para os professores e, por consequéncia,
para a formacdo de professores, exigindo conhecimentos especificos, competéncia e
investimento que podem ser desenvolvidos através da sua participacdo em estudos de
aula.

O estudo de aula € um processo de desenvolvimento profissional de professores que teve
inicio no Japdo (como jugyokenkyuu) no final do século XIX, foi popularizado no final
do século XX nos Estados Unidos (Stigler & Hiebert, 1999) e é atualmente usado um
pouco por todo o mundo (Huang et al., 2019). O trabalho realizado num estudo de aula
tem como principal foco a aprendizagem dos alunos. Este trabalho tem por base as
orientagdes curriculares e a investigacdo relacionadas com um determinado tema,
assumindo ainda um cardter colaborativo e centrado na pratica letiva. O estudo de aula é
desenvolvido a partir da identificacdo de um problema de aprendizagem identificado
pelos participantes, que estudam os documentos curriculares, trabalhos de investigacdo e
profissionais, manuais escolares e outros materiais relevantes que podem ajudar a
entender como lidar com este problema e, com base neste estudo, planeiam uma aula com
grande detalhe. Esta aula, denominada aula de investigacdo, € lecionada por um dos
participantes e observada pelos restantes, sendo entdo objeto de uma reflexao pés-aula.
Por fim, os participantes apresentam a sua experi€ncia, em particular a outros professores.

Nesta comunicagdo, apresentamos os principais aspetos de um conjunto de estudos de
aula realizados com futuros professores de Matematica durante o ano letivo 2020-2021.
O nosso objetivo € conhecer a perspetiva dos participantes sobre o trabalho realizado e
sobre a sua aprendizagem sobre Matematica e Didatica da Matemitica, especialmente,
no que diz respeito aos elementos que estruturam uma aula exploratdria.

Enquadramento tedrico

Tém sido desenvolvidos diversos modelos organizacionais para introduzir o estudo de
aula na formacao inicial de professores (Ponte, 2017). Podem surgir, principalmente, duas
situacdes: o estudo de aula € feito com um grupo relativamente grande de futuros
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professores, no quadro de uma unidade curricular, ou o estudo de aula € realizado no
estdgio ou iniciacdo a pratica pedagdgica com grupos muito pequenos de futuros
professores. Por exemplo, numa experiéncia realizada nos EUA, Burroughs e Luebeck
(2010) descrevem um estudo de aula feito no quadro de uma unidade curricular de
métodos matemadticos para o ensino basico com 24 futuros professores. O estudo de aula
foi realizado por uma equipa de sete professores de Matematica experientes de escolas
locais, com os futuros professores no papel de observadores desta atividade, a recolher e
analisar dados de momentos especificos das sessdes do estudo da aula. As aulas de
investigacdo foram observadas apenas por alguns futuros professores que depois
relataram a experi€ncia aos restantes participantes do estudo de aula.

Um outro exemplo de uma experiéncia realizada durante a prética de ensino de futuros
professores € descrito por Nakamura (2019), com o caso de um futuro professor, no Japao,
envolvido num estudo de aula com foco na resolucdo de problemas. O trabalho foi
realizado em trés semanas, com a realizacdo em trés aulas de Matematica, seguindo as
etapas de preparacao, ensino e reflex@o. Os participantes foram o professor cooperante e
outros futuros professores (5 ou 6). A preparacdo das aulas foi feita pelo futuro professor
em interacdo com o professor cooperante, mas sem interacdo com os outros futuros
professores. Os aspetos que se destacam nesta experiéncia foram a intensidade do
trabalho realizado e o papel fundamental do professor cooperante.

Ni Shuilleabhain e Bjuland (2019) investigaram os principais elementos organizacionais
da incorporagdo do estudo de aula na formacao inicial de professores na Irlanda e na
Noruega. Em ambos os casos, os investigadores trabalharam no ambito de unidades
curriculares, mas conseguiram criar pequenos grupos para realizar o estudo de aula.
Concluiram que existem trés elementos principais neste processo formativo: (i) os papéis
dos professores cooperantes e dos professores do ensino superior; (i1) o envolvimento dos
futuros professores em cada fase do estudo de aula, incluindo a recolha de dados de alunos
estudados como casos; e (ii1) a conducao do ciclo de estudo de aula tanto na universidade
como em sala de aula.

Aquilo que os futuros professores aprendem num estudo de aula depende muito da énfase
do trabalho (Ponte, 2017). Podem aprender sobre o ensino de Matemadtica incluindo o
planeamento de uma aula, as caracteristicas das tarefas que melhor apoiam a
aprendizagem dos alunos, as estratégias e dificuldades dos alunos, a dindmica de uma
aula de Matematica (Burroughs & Luebeck, 2010; Ponte 2017) e desenvolver
competéncias profissionais como a reflexdo e a colaboracao (Lewis, 2019).

Um dos principais aspetos da preparacdo de futuros professores de Matemdtica diz
respeito ao desenvolvimento de seus conhecimentos sobre Matemdtica e o ensino de
Matematica. As discussdes atuais sobre esses campos do conhecimento ainda sdo
enquadradas de forma decisiva pelo trabalho seminal de Shulman (1986, 1987), que
chamou a atencdo para um tipo de conhecimento que considerou negligenciado na
formacao inicial de professores — o conhecimento pedagégico do contetido. Seguindo as
ideias de Shulman e a tradi¢do europeia de definir a Didédtica como o estudo do ensino e
da aprendizagem em diferentes disciplinas curriculares, Ponte (2012) destaca a conexao
entre conhecimento e prética. Este autor salienta o papel central do conhecimento do
processo de ensino do professor, e que inclui varios conceitos-chave para desenvolver
uma pratica alinhada com as orientacdes curriculares, em particular as nocdes de tarefa e
comunicacdo em sala de aula.

No que diz respeito aos processos de desenvolvimento do conhecimento dos professores,
Ball e Cohen (1999) consideram a sua ancoragem na pratica como um elemento
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fundamental. Os autores ndo afirmam que a pratica, por si sé, forneca todos os
conhecimentos necessarios, mas defendem que a referéncia as situacdes de pratica, o
trabalho com situagdes de prética e a reflexdo sobre as vivéncias da pratica profissional
sdo elementos essenciais no processo de formagao de professores e futuros professores,
se devidamente analisados e enquadrados de acordo com o curriculo e nocdes educativas
relevantes.

O estudo de aula permite estabelecer uma relacao entre estas perspetivas tedricas. Por um
lado, tem uma forte ligacdo com a prética, desenvolvendo-se em torno da preparagao,
realizacao e reflexao de uma aula. Por outro lado, o estudo de aula requer a mobilizacao
do conhecimento do conteido, no que se refere a conceitos, procedimentos, estratégias
de resolucdo e representacdes, e do conhecimento diddtico, em questdes-chave como
planeamento de aulas, selecdo de tarefas e andlise dos processos de pensamento dos
alunos e de comunicagdo em sala de aula.

Um estudo de aula proporciona oportunidades para os participantes refletirem sobre as
possibilidades de uma abordagem exploratéria no ensino da Matemaética. Nesta
abordagem, s@o os alunos que tém de comecar por construir 0s seus proprios métodos
para resolver as questdes propostas, usando os seus conhecimentos anteriores. De
seguida, confrontam-se as diferentes estratégias seguidas pelos alunos e procura chegar-
se a um método eficaz e bem compreensivel para todos os alunos da turma. O trabalho de
natureza exploratéria proporciona oportunidades para os alunos construirem e
aprofundarem a sua compreensdo de conceitos, procedimentos, representacdes e ideias
matemadticas, bem como conceberem, concretizarem e justificarem as suas proprias
estratégias de resolucdo. O papel do professor € selecionar e propor tarefas adequadas e
promover o envolvimento dos alunos na sua resolu¢do. Cabe-lhe acompanhar e apoiar os
alunos, mas sem se sobrepor a estes na resolucdo das tarefas. Na sequéncia, cabe-lhe
proporcionar momentos em que os alunos apresentam as suas resolucdes e em que se
sistematizam as aprendizagens. Pela imprevisibilidade das situacdes que o professor
enfrenta ao longo deste processo (Rowland & Zazkis, 2013), trata-se de um papel muito
mais complexo e exigente do que aquele que ele assume num ensino baseado na
exposicao e prética.

A abordagem exploratéria tem por base uma perspetiva sobre as tarefas e sobre a
comunicacdo na sala de aula (Ponte, 2005). Nos ultimos anos tem-se procurado
caracterizar diversos tipos de tarefa que possam ser usados na aula de Matematica. Assim,
tem-se considerado o valor dos problemas, dos projetos e, mais recentemente das tarefas
de exploracido e investigagao (Ponte, 2005). Na verdade, faz toda a diferenca propor aos
alunos a resolucgao de tarefas de aplicacdo de conhecimentos ja aprendidos ou tarefas que
requerem um esforco especial de interpretacdo e simulacio de diferentes possibilidades,
de elaboracdo e teste de conjeturas, e de formalizacao e justificacdo de resultados. Deste
modo, a importancia da escolha das tarefas para a aprendizagem dos alunos € uma ideia
central da educagao matematica (NCTM, 2007). A comunicagdo que se desenvolve na
sala de aula é outro elemento estruturante da pritica profissional do professor. E
importante que os alunos desenvolvam a sua capacidade de comunicacdo matemaética,
tanto oralmente como por escrito (NCTM, 2007). Para que isso aconteca, € necessario
que nas salas de aula lhes seja dada ampla oportunidade de participar nos processos de
comunicacdo, apresentando as suas ideias, discutindo e argumentando as suas posicoes e
questionando as posi¢des dos outros. Especialmente importante é explorar situagdes onde
se evidenciem desacordos e se criem situagdes de argumentacdo (Wood, 1999). No
entanto, a gestdo deste espaco de comunicacdo na sala de aula, em particular, as
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discussdes coletivas, € bastante exigente e levanta muitos desafios a professores e futuros
professores (e.g., Martins et al., 2021).

Metodologia

Esta investigacdo € de natureza qualitativa e interpretativa (Erikson, 1986), escolhidos
em funcdo dos objetivos do estudo. Os participantes sdo 14 futuros professores que
frequentavam o mestrado em ensino, dos quais 2 vém da licenciatura em Matematica e
12 vém de licenciaturas em outras areas. O estudo decorreu numa unidade curricular (no
2.° semestre do 1.° ano) que inclui visitas a escolas e reflexdo sobre essas visitas e
decorreu de fevereiro a maio de 2021. A unidade curricular foi lecionada por dois
docentes (os autores deste artigo). Optdmos por organizar os participantes em 4 grupos,
fazendo 4 estudos de aula em paralelo, com algumas sobreposicdes na fase inicial.
Embora o programa da unidade curricular ndo preveja que futuros professores lecionem
neste semestre (mas apenas no 3.° semestre do curso), as aulas de investigacao foram
lecionadas por duas futuras professoras da turma que estavam a trabalhar como
professoras contratadas. A andlise da planificacio a longo prazo das escolas e do
calend4rio da unidade curricular circunscreveu os possiveis temas a abordar. Clarisse'*,
que lecionava no 7.° ano, escolheu o tema “Angulos internos e externos de um triangulo”
enquanto Joana, que lecionava no 8.° ano, escolheu o tema “Isometrias”. Assim, foram
realizadas duas aulas no 7.° ano com os tdpicos especificos (i) Justificagdo das
propriedades dos angulos internos e externos de um tridngulo e (ii) Resolucdo de
problemas envolvendo angulos internos e externos de um tridngulo. Foram também
realizadas duas aulas no 8.° ano, com os tépicos especificos (i) Rotacdo e (ii) Simetria
Central. As aulas de investigacao tiveram a duracdo de 45 minutos e foram consecutivas,
num dia em que a turma tinha 90 minutos de aula. As professoras que lecionaram as aulas
de investigacdo estiveram integradas apenas num dos grupos. No entanto, participaram
também nos momentos de tomada de decisao do outro grupo que estava também a planear
uma aula para a sua turma. O estudo de aula foi realizado entre fevereiro e maio de 2021,
devido a situacdo pandémica que se vivia, a maior parte das aulas foram realizadas a
distancia em sessdes sincronas na plataforma zoom. As aulas de investigacdo foram
realizadas presencialmente, mas optdmos por realizar duas aulas em cada turma, sendo
que apenas observaram os futuros professores que planearam a aula e um dos docentes
da unidade curricular, para evitar um elevado nimero de pessoas dentro das salas de aula.
Esta foi a unica visita que os futuros professores fizeram a estas escolas. Esta op¢ao pela
organizacao da turma em 4 grupos partiu da ideia de que o trabalho, para ser produtivo,
deve ser organizado em grupos com um numero reduzido de elementos, visto que em
grupos maiores € muito mais dificil organizar as atividades de uma forma produtiva.

O trabalho nos quatro estudos de aula teve 12 sessdes (S) e desenvolveu-se em quatro
vertentes, abordando diferentes aspetos do conhecimento do professor. A primeira
vertente (S1-S2) focou-se na Matematica, incluindo a resolucdo de tarefas matematicas e
a reflexdo sobre estratégias de resolugdo e representagdes. A primeira vertente foi comum
a todos os alunos, sendo que todos os futuros professores resolveram as tarefas dos
topicos do 7.° e do 8.° ano. Daqui para a frente a turma passou a organizar-se em 4 grupos,
sendo que cada um trabalhou mais aprofundadamente num dos tépicos das aulas de
investigacdo. A segunda vertente (S3-S4) abordou as estratégias e dificuldades dos alunos
nos tépicos. A terceira vertente (S5-S8) dizia respeito ao planeamento detalhado das
quatro aulas, considerando os documentos curriculares. Por fim, a quarta vertente (S9-

14 Os nomes dos participantes sio todos ficticios como forma de respeitar o seu anonimato.
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S12) incluiu a observacdo e reflexao sobre as aulas. Uma €nfase muito importante de
todas as sessoes e vertentes foi o trabalho a partir das tarefas (Ponte, 2005; Swan, 2017-
18). Foi solicitado aos futuros professores que procurassem tarefas que pudessem ser
usadas nas aulas de investigacdo. As tarefas foram resolvidas e foram discutidas
detalhadamente as suas caracteristicas de acordo com os objetivos de aprendizagem
definidos, bem como as possiveis dificuldades dos alunos em resolvé-las. Outra énfase
importante foi a organizacdo da aula de Matemdtica seguindo uma abordagem
exploratdria.

A recolha de dados foi feita por observacao participante das sessdes (Sx) e entrevistas
finais individuais (EF) com 6 futuros professores. Para essas entrevistas (gravadas em
video através do zoom e transcritas), selecionamos os futuros professores com perfis
distintos quanto a participacdo nas aulas. Mais concretamente, foram selecionadas as
futuras professoras que lecionaram a aula de investigacdo, duas futuras professoras sem
qualquer experiéncia profissional, uma que se mostrou mais envolvida nas sessoes e outra
que se mostrou menos participativa e dois futuros professores com alguma experiéncia
profissional, um com experiéncia de lecionagdo e outro que estava totalmente afastado
do ensino. Os dados foram analisados de forma indutiva, tendo em conta as perspetivas
dos futuros professores sobre o trabalho realizado nas diferentes sessdes, nomeadamente
sobre (1) o trabalho nas tarefas; (2) a preparacdo do plano de aula; e (3) a lecionagdo da
aula de investigacdo. Analisamos ainda (4) as suas perspetivas sobre o seu conhecimento
da Matemadtica e (5) sobre a organizacdo do estudo das aulas na unidade curricular,
incluindo o trabalho a distancia versus presencial.

Resultados
Aprendizagem sobre o Ensino e Aprendizagem da Matemadtica
Tarefas e planeamento

Os futuros professores foram envolvidos numa profunda andlise e reflexdo sobre a
natureza das tarefas, a sua relevancia para a aprendizagem dos temas selecionados, bem
como as possiveis dificuldades que poderiam surgir aos alunos, culminando na
observacdo do trabalho dos alunos nestas tarefas. Os futuros professores ja tinham
estudado noutras unidades curriculares a classificagc@o e as caracteristicas dos diferentes
tipos de tarefas, pelo que ja conheciam alguma da linguagem associada a este tema.
Reconheceram, no entanto, que o trabalho aprofundado de resolucdo e andlise de tarefas,
considerando os objetivos definidos para as aulas de investigagdo, lhes proporcionou
novos conhecimentos: “o trabalho sobre tarefas acrescentou alguma coisa ao que ja
sabia...” (Beatriz, EF). Também os levou a aprofundar o conhecimento prévio
“aprofundar questdes sobre o tipo de tarefas que j& tinhamos visto no 1.° semestre”
(Carolina, EF). Destacaram que esse trabalho se tornou mais produtivo por ser pratico:
“o trabalho sobre tarefas mais produtivo ¢ o mais pratico possivel” (Carolina, EF).

Clarisse, a futura professora que lecionou as aulas de 7.° ano, salientou ainda que, apesar
de ja ter alguma experiéncia a lecionar, ndo tinha por habito resolver as tarefas antes de
as propor aos seus alunos “A maioria das tarefas eu ndo resolvia e levava logo para a
aula” (Clarisse, EF). A resolucdo das tarefas e a andlise da sua adequacdo aos objetivos
da aula e dos seus alunos fé-la aprender e valorizar a resolugdo das tarefas e a antecipagao
das estratégias e dificuldades dos alunos “Ah! Em rela¢do ao ensino aprendi muita coisa.
A parte do planeamento, a parte de levar resposta ja pré, pré, va possiveis respostas dos
alunos” (Clarisse, EF).
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Joana, a futura professora que lecionou as aulas de investigacdo do 8.° ano, referiu
também diversas aprendizagens sobre tarefas. Nomeadamente, referiu que passou a
valorizar as tarefas exploratérias, reconhecendo que proporcionam oportunidade para os
alunos realizarem um trabalho mais prético e para construir o seu proprio conhecimento:

Joana: Pegar numa tarefa que € praticar, é fazer algo, ndo € de ficar ali s6 a ouvir
a férmula, ouvir o conceito, mais sim, partir de algo e ir trabalhando
aquela tarefa ali para aprender os conceitos, eu achei bem interessante,
sim... E todo um plano que se vai fazer para se chegar a determinado
objetivo. (EF)

Apesar de reconhecer algumas das caracteristicas das tarefas exploratérias devido ao
trabalho desenvolvido anteriormente em termos tedricos, foi o planeamento de uma aula
em torno de tarefas desta natureza que trouxe mais novidade para Joana:

Joana: De facto, eu nunca tinha pensado em comecar uma aula, apesar de agente
ter ouvido bastante em IPPI sobre as tarefas de investigacdo e exploracao,
eu nunca tinha pensado em fazer uma aula em volta da tarefa em si. Eu
pensava em preparar uma aula exploratoria e tal, mas depois vir para a
tarefa. Eu achei interessante também que determinadas aulas d4 para
trabalhar mesmo s6 a partir da tarefa...Realmente, partir de uma tarefa e
preparar a aula partido dela e observar as dificuldades dos alunos e o que
se prevé e o que se pode fazer a partir disso € bem interessante. (EF)

A andlise de tarefas isoladamente permite que os futuros professores conhecam os
diferentes tipos de tarefas e os seus propdsitos, mas € no planeamento e lecionacio de
uma aula de natureza exploratéria que se reconhecem as reais potencialidades destas
tarefas, bem como, a dindmica diferente que estas aulas t€m.

Os futuros professores consideraram importante a oportunidade que tiveram de colocar
em pritica os conhecimentos preconizados na unidade curricular. Valorizaram a
oportunidade de planear uma aula detalhadamente, mesmo que a unidade curricular ainda
ndo preveja que os futuros professores lecionem:

Olga: Acabei por gostar imenso desta disciplina, porque foi uma disciplina onde
consegui sentir um bocadinho do que serd o meu futuro como professora.
[...] e logo fazer com uma turma de 7.° ano e conseguir ter alunos
participativos, entusiasmados com as tarefas, ndo sei se me fez bem ou
ndo, mas pronto vou continuar com a positividade que os alunos vao
gostar das tarefas... e tentar sempre entusiasma-los. (S12)

Para Olga, o estudo de aula foi uma experiéncia completa com a preparacdo de uma aula
que foi lecionada por uma colega. Ficou entusiasmada com o resultado que a aula que
planeou com seu grupo e, mais especificamente, as tarefas, tiveram sobre os alunos, e
expressou o desejo de manter uma pratica semelhante no futuro.

No entanto, o planeamento detalhado de uma aula causou estranheza inicial aos futuros
professores, Clarisse refere que “tivemos alguma dificuldade inicial no planeamento”
(EF) enquanto Vitor sente alguma dificuldade em determinar o nivel de detalhe que era
necessario “nao sei se nao exageramos no detalhe” (EF). Apesar das dificuldades com a
elaboracdo do plano de aula, Carolina salienta que a realizagdo do plano, no contexto do
estudo de aula, permite que compreendam a pertinéncia e a forma como foi pensado cada
um dos elementos desse plano:
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Carolina: Ja tinha ouvido falar em planeamento e uma pessoa acaba por copiar o
planeamento de outra coisa qualquer... ou da internet. Mas o facto de nds
estarmos 14 inseridos e perceber que aquela coluna, aquele tépico do
planeamento € importante. (EF)

Aula de investigagdo

Carolina reconhece que também o facto de terem observado a aula na prética torna cada
uma das reflexdes e elementos do plano de aula mais importante para compreender o
trabalho e a aprendizagem dos alunos, apontando a importincia de elaborar um plano de
aula tao detalhado.

Carolina: E depois, na prética percebermos que [cada tépico do plano] ¢é
efetivamente importante, vamos 14 mesmo perceber, isto aqui no
planeamento ndo... pronto... até parecia que ndo era importante e depois
acabamos por... os alunos acabaram por ter uma reagdo diferente naquela
parte e até devia ter sido era mais pensado, ndo €? (...) Vamos ter sempre
surpresas... Mas essas surpresas também sdo desafiantes, nao ¢? (EF)

Para Beatriz, todo o detalhe na elaboracdo do plano de aula fez com que ficasse mais
desperta para o facto de existirem diferentes formas de resolver uma tarefa e também para
a importincia de o professor estar atento as diferentes resolucdes e valoriza-las em sala
de aula:

Beatriz: Nao tanto na maneira de olhar para os alunos, mais na maneira de olhar
para diversidade de resolugdes dos alunos. Isso sim, porque as vezes a
gente sé pensa de uma maneira e quando vai ver hd vérios alunos que tém
diversas maneiras de resolver e que estd na mesma correto e acho que é
importante dar o devido valor. (EF)

Nas aulas lecionadas por Joana, sobre isometrias, 0 momento de discussao com toda a
turma ndo correu como planeado. Porém, Joana valorizou o momento de discussdao
coletiva: “e também, sim, os momentos de discussdo, embora na minha turma ndo
conseguimos fazer muito bem...” (EF). Joana teve dificuldade em orquestrar a discussao
porque os alunos ndo estavam muito envolvidos e ndo conheciam esta forma de trabalhar.
Assim, apesar de Joana tentar promover a discussao levantando as questdes que estavam
planeadas, os alunos ndo respondiam e esperavam a correcao da professora.

Para Clarisse, que lecionou as aulas de 7.° ano, a experi€ncia com uma nova abordagem
de ensino foi positiva “acho que correu bastante bem e agradeco e os alunos também
gostaram muito” (S12), a aula correu de acordo com as suas expectativas e os alunos
mostraram-se muito envolvidos. O que levou Clarisse a valorizar o ensino exploratério
tendo por base as aprendizagens que os alunos desenvolvem, “Mas acho que € essencial
mesmo, até acho que as aprendizagens sdo muito mais rapidamente atingidas neste tipo
de ensino do que num tipo de ensino, como e se calhar fiz erradamente” (EF).

Ainda que os futuros professores ja tivessem trabalhado muitos dos temas de Didatica da
Matematica desenvolvidos no estudo de aula, s6 quando os pdem em pratica, de forma
acompanhada, lhe ddo maior sentido e significado no dmbito daquilo que serd a sua
profissdo, como refere Vitor “Ja tinha ouvido falar em aula exploratoria em Didatica I e
II, mas uma coisa € falar teoricamente e outra coisa ¢ fazer” (EF).
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Aprendizagem sobre Matemadtica

O foco do estudo de aula ndo é o desenvolvimento do conhecimento matematico dos
futuros professores, especialmente, porque nesta fase os estudantes ja devem ter obtido
um elevado nimero de ECTS nesta drea. No entanto, temos de considerar que sio
estudantes em formacdo e alguns ja tinham concluido as unidades curriculares de
Matemitica ha varios anos. Pelo que, na fase de estudo sao também revistos os conteidos
a abordar nas aulas de investigacdo. Os futuros professores, de um modo geral, mostram-
se muito confiantes nos seus conhecimentos de Matematica. Carolina, uma futura
professora que fez a sua primeira licenciatura hé cerca de 20 anos, foi a inica que admitiu
a fragilidade nestes conhecimentos:

Carolina: Eu sobre Matemadtica estou sempre a aprender e a reaprender porque eu
tirei o curso hd vinte anos, nao é? Por isso, estou mesmo a reaprender
muitas coisas e as coisas assim de niveis mais baixos eu ndo me lembro
sequer de as ter aprendido (...) Mas aprendi, aprendi, entdo sobre
1sometrias, nem me lembro bem da matéria.

Carolina salientou que necessitou rever mesmo 0s temas mais elementares para poder
acompanhar o trabalho realizado no estudo de aula. Os restantes colegas, que terminaram
as disciplinas de Matematica ha menos tempo ou que dao explica¢des, referem, no geral,
que ndo fizeram aprendizagens sobre Matematica:

Clarisse: Sobre Matematica, Matematica, eu acho que nao tanto. Nao tanto porque
jéa dou explicagdes hd muito tempo de 3.° ciclo e estava em cima...

Na segunda aula, quando se analisava o topico a trabalhar na aula de investigacdo do 7.°
ano, surgiu a necessidade de pensar sobre a forma de demonstrar a propriedade da soma
dos angulos internos de um triangulo, especialmente, com alunos ainda tdo novos.
Clarisse sugeriu que se utilizasse um método demonstrativo e informal, muitas vezes
usado com criancas pequenas, em que se recortam os vértices de um tridngulo em papel
e se juntam para mostrar que formam um angulo raso. Seguidamente, houve necessidade
de pensar em grupo se este processo seria uma demonstracdo matematicamente vélida e
qual seria a alternativa. Clarisse reconhece que essa discussao foi importante:

Clarisse: O que é uma demonstracao? Entdo isso aprendemos, acho que até fui eu
propria que respondi sobre isso que disse ah! Demonstragdo, sim! (EF)

Os futuros professores mostraram-se confusos sobre se a experiéncia de cortar e juntar os
angulos de um triangulo seria ou ndo uma demonstra¢cdo matemética e nao foram capazes
de indicar uma forma alternativa como essa demonstragdo poderia ser feita. A discussao
em sala de aula desta questao foi assim um momento em que as questdes de Matemdtica
tiveram um lugar de destaque no trabalho realizado.

Envolvimento no estudo de aula

Na reflexdo final conjunta (S12), realizada na dltima sessdao da unidade curricular, varios
futuros professores indicaram que inicialmente se sentiam confusos quanto ao trabalho
do estudo de aula, nomeadamente quanto a exploracdo de tarefas relacionadas com os
temas escolhidos:

Joana: Bem, eu acho que no inicio a disciplina IPP II estava um pouco confusa.
[...] Primeiro estivemos muito tempo a ver os manuais e... acho que isso
foi demasiado tempo para essa parte e depois quando comegamos a ser

186



EIEM 2021

mais orientados [pelos professores] para fazer realmente o trabalho e deu
para perceber o que era para fazer eu acho que foi muito bem eu acho que
foi bem interessante porque eu particularmente estava muito perdida. ..

Os futuros professores ndo estavam acostumados a fazer o tipo de trabalho proposto —
trabalhar detalhadamente com tarefas de Matemaética. Pela primeira vez, foi-lhes pedido
que selecionassem e analisassem as tarefas em profundidade, antecipassem possiveis
estratégias e dificuldades dos alunos e planeassem uma aula. Comegaram por ndo
entender o propdsito deste pedido. No inicio, mostraram alguma dificuldade em
compreender todo o processo. No entanto, esse problema foi superado nas sessoes
posteriores, com a continuagdo do trabalho, pois ao longo das sessdes, em particular, a
partir do momento em que comegaram a elaborar o plano de aula, foram percebendo que
estdvamos a realizar um estudo de aula dentro da unidade curricular.

Devido as restricdes impostas pela pandemia, os futuros professores ndo tiveram a
possibilidade de conhecer as turmas onde as aulas de investigacdo foram lecionada. Pelo
que os futuros professores referem que sentem dificuldade em planificar uma aula para
uma turma que ndo conhecem e que teria sido importante conhecer os alunos antes de
fazer o planeamento:

Vitor: Seria vantajoso ou até possivel, por exemplo, termos ido assistir sé mesmo
assistir a uma aula concreta da Joana (...) s6 para conhecermos um
bocadinho a escola e o ambiente da turma e depois ja temos o contexto
um bocadinho mais real da turma para a qual vamos preparar plano de
aula.

Em estudos de aula realizados antes da pandemia, esta visita era realizada. Nao foi feito
neste caso devido as restricdes que existiam para visitas as escolas. Efetivamente, parece
ser importante que os futuros professores possam conhecer o grupo de alunos para os
quais vao planificar, de forma a poderem ter mais informacao sobre o modo de trabalho
e envolvimento dos alunos.

O balanco geral dos futuros professores sobre o trabalho desenvolvido a distancia foi
bastante positivo. No entanto, a maioria dos futuros professores mostra preferéncia pelas
aulas presenciais:

Vitor: O presencial é mais produtivo. A comunicagdo € mais facil, mas, apesar
disso a comunicacao nas salas do Zoom funcionou.

Carolina: Com o Zoom dispersamo-nos a ver outras coisas... Nada se compara ao
presencial. O Zoom € muito comodo, mas prefiro o presencial.

Joana: O Zoom atrapalha um bocadinho. Perde-se o convivio com os colegas e o
professor...

Na base desta preferéncia dos futuros professores estd a maior facilidade de comunicagdo
nas aulas presenciais, bem como, o desenvolvimento das rela¢des interpessoais que sao
mais facilmente estabelecidas presencialmente.

Conclusao

Os futuros professores ja tinham estudado a classificac@o e caracterizagio dos diferentes
tipos de tarefas noutras unidades curriculares. No entanto, tendiam a olhar para as tarefas
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de modo superficial. Selecionavam tarefas para propor aos alunos, mas nao as resolviam
antes, nem analisavam as possiveis estratégias e dificuldades implicadas na sua resolucdo.

O trabalho aprofundado de andlise de tarefas, a previsdo de estratégias e dificuldades dos
alunos, bem como, o planeamento detalhado de uma aula de carater exploratério e a sua
observagdo em sala de aula, proporcionaram aprendizagens significativas sobre o ensino
da Matemadtica. Tal como referem Ni Shuilleabhain e Bjuland (2019), os futuros
professores destacam a importancia de ir a escola, planear uma aula que depois é posta
em pratica, salientando que essa experiéncia favorece a compreensdo das caracteristicas
das tarefas. Bem como, do desenvolvimento de uma aula exploratéria em torno de uma
tarefa, com grande destaque para os momentos de discussdao coletiva. Os futuros
professores destacam também a importancia do trabalho pratico de selecdo, andlise e
discussdo de tarefas, salientando-se assim a importancia de processos formativos que
considerem a pratica no desenvolvimento do conhecimento dos professores, como
referem Ball e Cohen (1999) e Smith (2001).

O formato proposto para o planeamento das aulas de investigagdo causou alguma
estranheza inicial. No entanto, depois da observacdo da aula os futuros professores
tendem a valorizar a realizagdo de um planeamento detalhado, reconhecendo a
importancia de prever de modo pormenorizado as possiveis estratégias e dificuldades dos
alunos, tal como indicado também por Burroughs e Luebeck (2010), bem como, a forma
de as explorarem nos momentos de discussdo coletiva. De um modo geral, os futuros
professores salientam mais aprendizagens sobre o ensino da Matemdtica do que sobre
Matematica, o que € natural, dado que até aquele momento ja estudaram bastante
Matematica, mas ainda ndo t€ém muita experiéncia no ensino da Matematica.

A defini¢cao de um modelo organizacional com um grupo de 14 participantes revelou-se
desafiante. Tal como no estudo de Burroughs e Luebeck (2010), o formato proposto
contemplou a divisdo do grupo em 4 subgrupos. No entanto, ao contrdrio dessa
experiéncia e atendendo as restricoes impostas pela pandemia, foram duas futuras
professoras que lecionaram as aulas de investigacdo. Esta opcdo mas proporcionou uma
importante oportunidade para estas duas futuras professoras, que ja estdo a lecionar com
habilitag¢@o prépria, refletirem sobre sua prépria prética.

A pandemia trouxe alguns desafios a realiza¢do do estudo de aula, nomeadamente, na
dificuldade em aceder, presencialmente, as salas de aula e na comunicacao a distancia.
Os futuros professores mostram preferéncia pelo trabalho presencial. Apesar das
restricdes impostas, € de assinalar que, ao contrario daquilo que aconteceu no estudo de
Burroughs e Luebeck (2010), esta divisdo em 4 subgrupos permitiu que todos os futuros
professores pudessem assistir a aula de investigacdo que planearam completando-se
integralmente o ciclo do estudo de aula, com a observagdo da aula de investigacdo, tdo
valorizada por eles. Globalmente, os futuros professores relataram aprendizagens
significativas € uma perspetiva bastante positiva em relacdo ao estudo de aula. No
entanto, serd necessario repensar a forma como se apresenta o estudo de aula, bem como,
ajustar a distribui¢do do nimero de sessdes ao niimero de aulas de investigacdo a preparar,
considerando, em particular, a necessidade de aprofundar a preparagcao da observagdo da
aula de investigacao.
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Resumo: Este estudo tem como objetivo compreender o desenvolvimento da capacidade
de generalizacdo de futuras educadoras e professoras (FEPs) no contexto das sequéncias
repetitivas (SRs), no ambito de uma experiéncia na formacao inicial. O estudo segue uma
metodologia qualitativa, com dados recolhidos por meio da observacdo participante,
complementada com registo dudio e video, e da recolha documental e tem como
participantes dois pares de FEPs. Os dados analisados provém das producdes escritas e
discussdes entre os elementos de cada par no dmbito da resolugdo de tarefas realizadas
em diferentes momentos da experiéncia de formacdo. Os resultados mostram que a
capacidade de generalizacdo das formandas, no ambito das SRs, evoluiu positivamente,
ainda que um dos pares indicie um entendimento superficial das relacOes gerais
estabelecidas. Este estudo realga a importancia de criar oportunidades para as FEPs
desenvolverem o pensamento algébrico e, em particular, aprofundarem o seu
conhecimento acerca das SRs, tendo em conta a importancia que este objeto matematico
pode ter no desenvolvimento da generalizacdo e, por consequéncia, do raciocinio
matematico, nos primeiros anos.

Palavras-chave: Formacao Inicial de Educadores e Professores; Generalizacio;
Pensamento Algébrico; Sequéncias Repetitivas.

Abstract: This study aims to understand preservice teachers’ (PTs) development of the
generalization ability within the context of repeating patterns (RP), during a teacher
education experiment. The study follows a qualitative methodology based on participant

15 A pesquisa teve o apoio da FCT — Fundagio para a Ciéncia e Tecnologia, através do Projeto
REASON - Raciocinio Matematico e Formagado de Professores (PTDC/CED-EDG/28022/2017)
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observation, complemented by document collection and was carried out with two pairs
of PTs. The data come from the written productions and discussions between the elements
of each pair of PTs within the scope of tasks proposed in different moments of the teacher
education course. The results reveal that the PTs’ generalization ability, within the scope
of RP, improved, even though one of the pairs seems to have a superficial understanding
of the general relations they have established. This study highlights the importance of
creating opportunities for PTs to develop their algebraic thinking and to deepen their
knowledge about RP due to the importance of this mathematical object for supporting
generalization and, consequently, mathematical reasoning development in the early years.

Keywords: Algebraic Thinking; Initial Teacher Education; Generalization; Repeating
Patterns.

Introducao

A generalizacdo, considerada um importante processo de raciocinio matemdtico
(Jeannotte & Kieran, 2017; Mata-Pereira & Ponte, 2018) e com forte destaque nas
orientagcdes curriculares nacionais e internacionais (ME-DGE, 2021; NCTM, 2008), é
essencial para o desenvolvimento do pensamento algébrico (Kaput, 2008). Apesar da sua
relevancia, a investigacdo tem destacado a pouca experiéncia de futuros educadores e
professores (FEPs), enquanto alunos, com a generalizagcdo e dificuldades neste ambito
(Branco, 2013). Neste sentido, torna-se fundamental que os FEPs possam, na formagao
inicial, desenvolver a capacidade de generalizar e também de expressar essas
generalizagdes (Branco, 2013). As sequéncias tém-se destacado como um contexto
privilegiado para o estabelecimento de generalizagdes (Hunter & Miller, 2020; Mestre,
2014), sendo as sequéncias repetitivas'® (SRs) particularmente relevantes no ambito dos
primeiros anos (Clements & Sarama, 2009; ME-DGE, 2021). Apesar da relevancia dos
aspetos referidos, ndo existem muitas investigagdes na formacao inicial neste contexto,
sendo que a literatura destaca a importancia e necessidade de estudos acerca do
conhecimento dos professores e FEPs no ambito das SRs (Tirosh et al., 2019), em
particular em procurar perceber como promover o seu conhecimento matemético sobre a
tematica.

A presente comunicacao, que se enquadra numa investigacdo mais abrangente acerca de
uma experiéncia de formacao dirigida a FEPs dos anos iniciais (Cabral, 2021), tem como
objetivo compreender o desenvolvimento da capacidade de generalizagdao de FEPs no
ambito das SRs. Para tal procura responder a seguinte questdo: Como se caracteriza a
capacidade generalizacdo de FEPs no ambito das SRs, no decurso de uma experiéncia de
formacao?

Enquadramento tedrico
Pensamento algébrico e a capacidade de generalizacdo

Ao longo das ultimas décadas a investigacdo tem vindo a debrugar-se sobre o
desenvolvimento do pensamento algébrico, sendo este alvo de caracteriza¢do por parte
de vérios autores (Blanton et al., 2011; Kaput, 2008). Ainda que existam diferentes
caracterizacoes, segundo Lins e Kaput (2004) parece existir um consenso relativamente

16 Nesta comunicagio ¢ adotada a designagio “Sequéncias repetitivas”, muito usada na literatura, de modo
a ser coerente com o termo adotado na investiga¢do que deu origem a mesma (Cabral, 2021), ao invés de
“Sequéncias de repeticdo” que surge nas Aprendizagens Essenciais (ME — DGE, 2021), publicadas
posteriormente.
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a duas caracteristicas proprias do pensamento algébrico: a capacidade de generalizacdo e
o raciocinio com formas de generalizacdo estruturadas sintaticamente. Semelhantemente,
Kaput (2008) considera dois aspetos centrais no ambito do pensamento algébrico: a
generalizagdo e sua expressao gradual e o raciocinio e a¢des sintaticamente guiadas sobre
generalizagdes. O mesmo autor assume que o pensamento algébrico integra processos
complexos de simbolizacdo cujo objetivo € a generalizacdo e o raciocinio com
generalizagdes, sendo o coracdo da dlgebra nos anos iniciais a generalizacdo de ideias
matematicas e a sua justificacdo de vdrias formas. Na perspetiva de Kieran (2011), o
pensamento algébrico é uma capacidade que se centra em: pensar sobre o geral no
particular; pensar sobre regras em padrdes; pensar relacionalmente sobre quantidades,
nimeros e operacdes numéricas; pensar representacionalmente sobre relacdes em
situacdes de problema; pensar conceptualmente sobre procedimentos; antecipar,
conjeturar e justificar, visualizar e exprimir a generalizacdo numa linguagem ou através
de gestos. Assim, verifica-se que pensar algebricamente significa generalizar, expressar
e justificar relagdes entre quantidades (Blanton et al., 2011), em estreita associagdo com
o raciocinio sobre relacdes entre conjuntos de elementos, expresso através de diferentes
representacoes (Carraher & Schliemann, 2018).

Doerfler (1991) considera que generalizar remete para um processo cognitivo-social que
conduz a algo geral, ou mais geral do que inicialmente se tem acesso, € cujo produto
remete para um conjunto amplo. Jeannotte e Kieran (2017) caracterizam generalizar
como “‘um processo que infere narrativas sobre um conjunto de objetos matematicos ou
uma relagdo entre objetos de um subconjunto desse conjunto” (p. 9). Deste modo,
generalizar assume-se como um processo, sendo a generalizacdo o produto das agdes
referidas (Ayala-Altamirano & Molina, 2019; Ellis, 2011). Realca-se, assim, que a
formulacdo de generalizagdes é um processo fundamental do raciocinio matemadtico
partindo de conclusdes ou conjeturas particulares para conjeturas gerais, estando,
essencialmente, associado ao raciocinio indutivo e ao raciocinio abdutivo (Mata-Pereira
& Ponte, 2018). No que respeita especificamente ao desenvolvimento do pensamento
algébrico, Blanton et al. (2011) consideram que “generalizar ¢ o processo através do qual
se identificam estruturas e relagdes em situagdes matematicas” (p. 9).

N

A atencdo dada a generalizacdo enquanto componente do desenvolvimento do
pensamento algébrico é fundamental uma vez que, em muitos casos, os alunos
consideram a élgebra dificil dada a pouca ou nenhuma importincia atribuida as formas
como a generalizacdo pode ser desenvolvida (Blanton et al., 2011). Também para os
proprios (futuros) professores os aspetos associados a generalizagdo sdo particularmente
complexos, ainda que a investigacdo tenha evidenciado que a formagdo pode contribuir
de forma decisiva para que os formandos ultrapassem vérias dificuldades. Deste modo,
nos estudos desenvolvidos por Branco (2013) e Hallagan et al. (2009), embora
inicialmente os FEPs tenham evidenciado algumas dificuldades no ambito da
generalizagdo, apds intervengdes conduzidas no sentido de desenvolver o pensamento
algébrico, os formandos melhoraram a sua capacidade de generalizar.

Sequéncias repetitivas

O desenvolvimento do pensamento algébrico incide sobre varias dimensdes, sendo uma
delas o pensamento funcional, conceptualizado por Blanton e Kaput (2011) como um
modo de pensamento que incorpora a generalizacdo de padrdes e relagdes, usando
diversas linguagens e ferramentas representacionais, € a exploracdo de relagdes
generalizadas, ou funcdes, resultando em objetos matematicos uteis por si s6. Como
contexto para o desenvolvimento do pensamento funcional destacam-se as sequéncias,
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nomeadamente as SRs, uma vez que permitem a descoberta de regularidades e apoiam o
desenvolvimento da capacidade de generaliza¢do (Clements & Sarama, 2009; Threlfall,
1999; Tirosh et al., 2019).

Pode definir-se uma SR como uma sequéncia com um ciclo reconhecido de elementos
que se repetem, que se designa por unidade de repeticdo (Lynn, 2012; Threlfall, 1999).
Estes objetos matematicos sdo fungdes de dominio natural, cujo contradominio pode ser
constituido, entre outros, por nimeros, desenhos ou figuras geométricas. Um elemento
central neste tipo de sequéncias € a unidade de repeti¢do, caracterizada como 0 menor
subconjunto de elementos que repetidos podem gerar a sequéncia (Liljedahl, 2004). A
unidade de repeticdo e o seu comprimento (designado como o nimero de termos da
unidade de repeti¢ao) sao fundamentais pois tornam possivel determinar qualquer termo
da sequéncia. Dada uma sequéncia de comprimento n, um certo termo pode ser
determinado de duas formas diferentes: através da identificacdo de uma igualdade entre
cada termo da sequéncia e um dos n primeiros termos ou identificando uma igualdade
entre cada termo da sequéncia e o termo que se encontra n posi¢oes antes dele (Liljedahl,
2004).

Relativamente ao conhecimento dos educadores e professores acerca deste tipo de
sequéncias, a investiga¢do tem vindo a mostrar que, de um modo geral, estes sdo bem-
sucedidos na resolu¢do de grande parte das tarefas com SRs que se propde as criangas,
dado que tém sucesso em continuar, replicar e construir uma SR (Lynn, 2012; Tirosh et
al., 2019). Contudo, os estudos existentes tém mostrado que, de forma frequente, os
educadores e professores revelam um conhecimento do objeto matematico bastante
limitado e superficial, recorrendo muitas vezes a estratégias recursivas para resolver
tarefas no ambito das SRs (Lynn, 2012; Tirosh et al., 2019).

O estudo de Branco (2013) mostra que, apds uma intervencdo com o objetivo de
desenvolver o pensamento algébrico, aquando da resolucdo de uma tarefa no ambito de
uma entrevista clinica, FEPs sdo bem-sucedidas no reconhecimento da estrutura da
sequéncia e no estabelecimento de relacdes entre as varidveis. Também a investigacao de
Santos et al. (2019) evidencia que, numa fase inicial, a generalizacdo de SRs pode ser
dificil para alguns formandos, mas que apds a realizacdo de tarefas com este foco, a
maioria acaba por ter sucesso no estabelecimento de regras gerais e na determinacao de
termos proximos e distantes. Deste modo, com vista ao desenvolvimento do pensamento
algébrico, destaca-se como particularmente relevante que a formagdo proporcione
oportunidades para que os formandos realizem tarefas com foco na unidade de repeti¢ao
e na generalizacdo (Lynn, 2012).

Contexto e Metodologia

O presente estudo foi desenvolvido no dmbito de uma experiéncia de formacdo na
unidade curricular Padrdes e Algebra do 3.° ano de uma Licenciatura em Educacio Basica
no ano letivo 2018/2019. O objetivo principal foi promover, simultaneamente, o
pensamento algébrico das FEPs e a sua capacidade de perceber o pensamento algébrico
dos alunos, com tarefas focadas em aspetos associados ao conhecimento matematico das
formandas (TFC) e tarefas focadas na analise de resolucdes escritas de criangas e videos
de sala de aula tendo por base tarefas matematicas semelhantes as resolvidas pelas FEPs.
Uma vez que este estudo tem em vista a compreensdo detalhada sobre um fenémeno
especifico, neste caso o desenvolvimento da capacidade de generalizacdo das formandas,
0 mesmo assume uma abordagem qualitativa (Creswell, 2012). Os métodos de recolha de
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dados foram a observagdo participante das aulas, com registo dudio e video, e a recolha
documental. Para participantes deste estudo foram selecionados dois pares de formandas:
Anabela e Bianca e Beatriz e Julia. Esta escolha teve por base o seu desempenho em
tarefas de diagnoéstico realizadas no inicio da experiéncia de formagdo e a diversidade dos
seus percursos no ensino secunddrio, sendo que Anabela e Bianca frequentaram
Matemitica A e Beatriz e Julia ndo tiveram qualquer disciplina de Matematica neste nivel
de ensino.

Os dados recolhidos no ambito desta comunicagdo t€m por base as produgdes escritas das
formandas de duas tarefas de formacao realizadas em diferentes momentos da experiéncia
de formacdo, estando a andlise organizada, cronologicamente, por tarefas, de modo a
destacar aspetos associados ao desenvolvimento da capacidade de generalizagdo. Assim,
a sec¢do seguinte inicia-se com a andlise das producdes escritas das formandas relativas
a tarefa de diagnéstico (TD — Figura 1) realizada, individualmente, no inicio da
experiéncia de formacgdo. Posteriormente sdo analisadas as producdes escritas da tarefa
de formagao “Sequéncias com figuras infantis” (TFC — Figura 2), realizada a pares, e os
didlogos ocorridos no seio de cada par aquando da resolu¢do da mesma, tendo esta tarefa
sido realizada nas ultimas aulas da experiéncia de formacdo dedicadas as SRs.

Imagine um comboio de brincar em que a 1.* carruagem é vermelha, a 2.* é azul, a 3.* é
laranja, a 4.* é amarela, a 5.* é vermelha, a 6.* é azul e assim sucessivamente. Assumindo que
o mesmo padriio repete-se para todas as carruagens que se seguem, responda as seguintes
questdes.

1. Qual sera a cor da 10.* carruagem? Mostre como pensou.

2. Indique a cor da 16.* carruagem e explique como pensou.

3. Qual a cor da 81.* carrnagem? E da 493.2?

4. Consegue encontrar uma regra geral que permita dizer qual a cor de uma qualquer
carruagem, conhecendo a sua posicdo na sequéncia? Explique.

5. Alguns alunos estiveram a explorar esta mesma sequéncia e apresentaram as seguintes
resolucdes quando questionados acerca da cor da 73.* carruagem. Analise e compare as
respostas dos alunos no que respeita ao seu conhecimento matematico neste &mbito.

Aluna A: A carruagem 73 é vermelha ou laranja porque é um niimero impar.

Aluno B: A carruagem 73 é vermelha porque sei que a 80 é amarela porgue é de 4 em 4,
logo a 79 é laranja, 78 é azul, 77 é vermelha, 76 é amarela, 75 é laranja, 74 é azul e 73
é vermelha.

Aluna C: 4 x 18 + 1 = 73 logo a carruagem 73 é vermelha.

Figura 1. TD.
Sequéncias com figuras infantis (TFC) Pm“_ 1B i ; .
Porie 1A Considere agora a sequéncia de repeticio seguinte.

Considere a sequéncia de repeticio apresentada abaixo. ﬁ} ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ
BT e b} ﬁg % ?:ﬁk R R
¥ h¥L3 FREENS

Indique a unidade de repeticdo da sequéncia apresentada.

1. Qual a unidade de repeticiio desta sequéncia? 2. Qual a figura que se encontra na 28.% posigdo? E na 35337

2. Determine o 14.° termo desta sequéncia. Justifique. 3. Foi desenhada uma parte desta sequéneia, comegando tal

3. Qual a figura que estd na posicio 3557 como indica a figura, em que a unidade de repetigdo surge
Mostre como pensou. um certo mimero de vezes.

4. Explique como pode determinar a posi¢do de uma Indique, justificando, se poderiio existir 59 Minnies nessa sequéncia.
figura qualquer ( Minnie, Mickey ou Pluto) ao longo da sequéncia. 4. Se considerarmos uma parte da sequéncia em que a unidade de repetigio

surge 32 vezes quantas imagens havera ao todo? E quantas Minnies?
E quantos Plutos? Explique como pensou.

5. Utilizando agora duas Minnies, um Mickey e dois Plutes construa uma
unidade que dé origem a uma sequéncia em que na 639 posicio
se encontra um Mickey. JTustifique.

Figura 2. TFC.
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O quadro de andlise foca-se na capacidade de generalizacdo, sendo que neste ambito
generalizar remete para a extensdo do raciocinio a partir do dominio inicial de termos
que sao apresentados, através da identificagdo da comunalidade entre casos, e para a
formulacdo de uma regra geral que permite determinar qualquer termo da sequéncia, dada
a sua ordem (Branco, 2013; Liljedahl, 2004).

Resultados

A andlise de dados apresentada em seguida estd organizada por tarefas. Deste modo,
inicialmente, sdo analisadas as resolu¢des de cada formanda de algumas questdes da
tarefa de diagndstico, seguindo-se a andlise das resolu¢des de cada par e das discussoes
sobre algumas questdes da tarefa “Sequéncias com Figuras Infantis”.

Tarefa de diagnostico
Anabela e Bianca

Anabela organiza a informac¢do do enunciado num esquema (Figura 3).

(. 10T ceance 2 e ca -
( &

( v=amm czd )\ le oy | ~~cna e

b T > 2. S cernvetpm € coraw'e
| 2 3 G| .
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Figura 3. Resolugdo de Anabela da TD — Q1, Q2 e Q3.

Possivelmente a partir desta representacdo identifica que todos os termos multiplos de
quatro correspondem a carruagens de cor amarela. Ainda que ndo explique o seu
raciocinio, parece recorrer a esta relacao para determinar um termo distante. A formanda
apresenta a igualdade “4 X 20 + 1 = 81” e conclui que o 81.° termo ¢ uma carruagem de
cor vermelha, o que parece indicar o reconhecimento do nimero 80 como muiltiplo de
quatro e, consequentemente, o 80.° termo como uma carruagem amarela. Ao adicionar
uma unidade, Anabela conclui que o 81.° termo € uma carruagem vermelha. Deste modo,
a formanda parece reconhecer um processo geral que lhe permite identificar qualquer
termo, uma vez conhecido o multiplo de quatro mais préximo. Ainda assim, nao
determina o 493.° termo, nem apresenta uma regra geral que relacione qualquer termo da
sequéncia com a sua ordem. Apesar de a producao da formanda ser bastante sintética, nao
permitindo aceder ao modo como terd pensado, a ndo resolugdo das ultimas questdes da
tarefa parece ser resultado da ndo identificacio da correspondéncia entre cada termo da
SR e da sua posicdo na unidade de repeticdo. A partir da sua resolugdo € possivel
conjeturar que Anabela apenas reconhece a relacdo entre as cores € a sua posicao e nao o
contrdrio. E, possivelmente, este facto que a terd impedido de determinar qualquer termo
da sequéncia nao conhecendo o mudltiplo de quatro mais préoximo da ordem.
Aparentemente, Anabela necessita desta informacdo para localizar a ordem na tabela e,
em consequéncia, o respetivo termo o que mostra nao ser suficiente para a formulacao de
uma regra de acordo com o proposto no enunciado.
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Bianca, na determinacdo de termos distantes, na mesma tarefa, evidencia relacionar cada
termo com a sua posi¢do na sequéncia, ou seja, determina qualquer termo a partir da sua
ordem (Figura 4).
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Figura 4. Resolu¢do de Bianca da TD — Q3.

A partir da ordem indicada em cada questdo, a formanda identifica o multiplo de quatro
mais proximo desse valor ao qual associa uma carruagem amarela. Bianca parece também
atribuir o nimero acrescentado para chegar a ordem ao nimero de posi¢des que tem de
avancar partindo de uma carruagem amarela. Apesar de ndo explicar o seu procedimento,
é possivel estabelecer a conjetura de que o multiplo de quatro mais proximo € identificado
a partir de uma estratégia de tentativa e erro. A sua resolu¢do permite também inferir que
Bianca compreende que este processo lhe permite determinar qualquer termo sabendo a
sua ordem.

Na questdao que implica a apresentacdo de uma regra geral que permita determinar a cor
de qualquer carruagem tendo em conta a sua posi¢do na sequéncia, a formanda procura
traduzir o procedimento utilizado para determinar termos distantes através de uma
expressao algébrica (Figura 5).
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Figura 5. Resolugdo de Bianca da TD — Q4.

Bianca utiliza a identidade fundamental da divisdo para representar qualquer ordem como
o quociente da sua divisdo por quatro, associando ao resto o nimero que “falta para chegar
ao numero certo da carruagem”. A formanda ndo faz referéncia aos termos, operando
apenas com a ordem, o que indica que se foca exclusivamente na sequéncia numérica.

Beatriz e Jiilia

Beatriz, que reconhece que todos os termos cuja ordem é multipla de quatro sdao uma
carruagem amarela, evidencia compreender a existéncia de uma igualdade entre cada
termo da sequéncia e um dos quatro primeiros. (Figura 6).
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Figura 6. Resolugdo de Beatriz da TD2 — Q3 e Q4.

Na sua producdo escrita, a formanda refere: “se aplicarmos a tabuada do 4, sabemos
sempre a cor da carruagem” o que, em conjunto com a determinagdo dos varios termos
solicitados, evidencia que identifica um procedimento geral que lhe permite determinar
qualquer termo da sequéncia dada a sua ordem, ainda que ndo explicite formalmente uma
regra.

Julia, aparentemente, ndo identifica a estrutura da sequéncia, ndo fazendo qualquer
referéncia, explicita ou implicita, a unidade de repeticio ou ao seu comprimento.
Possivelmente, como consequéncia, a formanda ndo € bem-sucedida na exploragdo de
relacdes entre termos e as respetivas ordens (Figura 7).
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Figura 7. Resolucao de Julia da TD — Q1, Q2 e Q3.

Julia determina incorretamente a maioria dos termos solicitados, ndo estabelecendo uma
relacdo geral entre as cores e as respetivas posicoes, o que aparentemente nao lhe permite
responder a questdao que solicita a determinacdo de uma regra.

Tarefa “Sequéncias com figuras infantis”

Anabela e Bianca

Na resolugdo da tarefa realizada a pares, no decurso da formagao, as formandas mostram
compreender que existe uma igualdade entre cada termo das SRs e um dos trés primeiros

termos de cada uma. Para determinarem os termos solicitados recorrem ao algoritmo da
divisdao de modo a obter o valor do resto (Figura 8).
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Figura 8. Resolu¢@o de Anabela e Bianca da TFC — Q2:P1A, Q3:P1A e Q2:P1B.

A producao escrita das formandas ndo refere especificamente a posi¢ao que cada figura
ocupa na unidade de repeticdo, mas o didlogo entre elas indica que relacionam as figuras
com a sua posicao:

Anabela: Entdo como ¢ o dois...

Bianca: E o Mickey.

Anabela: Exatamente porque € o segundo termo, ndo € bem o segundo
termo, € na unidade vai ser o Mickey.

Bianca: Porque € o que se encontra na segunda posicao da unidade de
repeti¢do.

Anabela: Como o resto € dois equivale ao segundo termo da unidade
de repeticao.

O excerto mostra que as formandas compreendem a correspondéncia entre cada termo e
a sua ordem, além de identificarem um processo geral que lhes permite determinar
qualquer termo através do algoritmo da divisao.

Possivelmente por saberem que ao reconhecer a unidade de repeticio e o seu
comprimento podem determinar qualquer termo, o par constréi, com sucesso, uma nova
unidade de repeticdo respeitando as condicdes impostas na tarefa (Figura 9).
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Figura 9. Resolugdo de Anabela e Bianca da TFC — Q5:P1B.

Aquando da discussao entre o par, Bianca refere que “Eles querem uma sequéncia em
que o Mickey esteja nessa posi¢ao [639.7], por isso vamos fazer a regra para ver em que
posi¢do se encontra o Mickey na unidade de repeticao”, o que permite inferir que as
formandas identificam a validade dos principios estabelecidos para qualquer SR. Em
particular o facto de Bianca utilizar a palavra “regra”, evidencia a identificagdo de um
procedimento geral que adotam para todos 0s casos.

As formandas reconhecem também uma relacio geral entre os termos e as ordens numa
SR e sd@o bem-sucedidas na expressdo dessa generalizacdo. No caso da sequéncia ABC
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apresentada, indicam uma regra em que evidenciam reconhecer que a imagem Pluto € a
figura que se encontra sempre nas posi¢des multiplas de trés e, a partir dai, estabelecem
as posi¢des gerais das restantes figuras (Figura 10).
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Figura 10. Resolucdo de Anabela e Bianca da TFC — Q4:P1A.

Ainda que na producdo escrita as formandas ndo mostrem como pensaram, o didlogo
entre o par parece revelar o que estd na origem das conclusdes enunciadas:

Bianca: E para dizer que sido miiltiplos. O Pluto é miiltiplo de trés,
porque da resto zero (...) A Minnie ¢ multiplo de trés mais um e
o Mickey € multiplo de trés mais dois.

Anabela: o Pluto € um multiplo de trés, para saber a posi¢ao ao longo
da sequéncia faz-se o nimero que querem saber, divides por trés
e o resto da-te a posigao.

As formandas recorrem a adicao do resto da divisdo por trés para identificar o termo de
determinada ordem e ndo a subtracdo, o que indicia que estdo focadas no processo que
consideram geral.

Beatriz e Jiilia

Na resolucdo da tarefa “Sequéncias com figuras infantis”, as formandas identificam, no
caso da unidade de tipo ABC, que as posicdes miltiplas de trés correspondem a figura
Pluto, como evidenciado no didlogo entre si:

Beatriz: O Pluto € sempre um multiplo de trés, certo? Trés, seis, nove?
Julia: Entdo € por ai!
Beatriz: Sim, vamos guiar-nos pelo Pluto.

O excerto permite inferir que, através da continuacio da sequéncia, o par identifica uma
relacdo geral entre os termos cuja figura € o Pluto e a sua ordem, como referem na
producio escrita associada a determinacao do 14.° termo (Figura 11).
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Figura 11. Resolucdo de Beatriz e Julia da TFC — Q2:P1A.

A partir do reconhecimento de que a figura nas posi¢des multiplas de trés corresponde
sempre a ultima figura da unidade de repeticdo, as formandas desenvolvem um
procedimento para determinar qualquer termo, com base na sua ordem. Deste modo,
identificam o multiplo de trés mais préximo da ordem solicitada e recuam ou avancam
uma ou duas unidades para chegarem a ordem pretendida (Figura 12).
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Figura 12. Resolucdo de Beatriz e Jilia da TFC — Q3:P1A e Q2:P1B.

Apesar de ndo explicarem na sua produgdo escrita qual a estratégia utilizada para
determinar o multiplo mais préximo, o didlogo entre o par permite afirmar que recorrem
a uma estratégia de tentativa-erro, com recurso a calculadora:

Beatriz: Trezentos e cinquenta e cinco € multiplo de trés (recorre a
calculadora para realizar a divisao de 355 por trés)? Nao.

Jalia: Entao qual € que € o multiplo de trés mais préoximo?

Beatriz: E o trezentos e cinquenta e sete. (experimenta vérios valores
na calculadora).

Julia: Entdo € menos dois, logo é a Minnie, certo?

Beatriz: Trezentos e cinquenta e cinco mais dois vai dar o Pluto, logo
tem de ser a Minnie.

Jalia: (Discutem como vao fazer o registo) Entao fomos descobrir o
multiplo de trés mais proximo que € o trezentos e cinquenta e sete.
Trezentos e cinquenta e sete menos trezentos e cinquenta e cinco
€ dois, portanto € a Minnie, porque a Minnie € os multiplos de
trés menos dois.

Este didlogo que incide sobre a determinag@o de um termo distante é semelhante para as
duas SRs apresentadas na tarefa o que indica o estabelecimento de um procedimento
geral, que lhes permite determinar qualquer termo sem dificuldade. O facto de Jilia
referir: “porque a Minnie € os multiplos de trés menos dois” evidencia que relaciona com
sucesso qualquer termo com a sua posicdo geral. E, possivelmente, a partir desta ideia
que as formandas identificam, de imediato, uma regra geral que relaciona qualquer termo
com a sua posi¢ao na SR, de tipo ABC, exemplificando para o 3.° elemento da unidade
de repeti¢cdo (Figura 14).
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Figura 14. Resolucdo de Beatriz e Julia da TFC4 — Q4:P1A.
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O didlogo seguinte parece evidenciar que a regra que apresentam decorre de um processo
que reconhecem como vélido para qualquer figura:

Beatriz: Como sabemos que o Pluto € sempre um multiplo de trés
sabemos que acrescentamos sempre mais um ou mais dois.

Jalia: Ou menos um e menos dois.

Beatriz: Pois ou mais ou menos.

A discussdo entre as formandas, em especial o facto de referirem que € indiferente
avangar ou recuar uma unidade, mostra um grande foco no processo, como uma
mecanizacdo de procedimentos. Ainda que o par estabeleca, com sucesso, uma regra
geral, parecem ndo generalizar a igualdade entre cada termo e um dos n primeiros. Esta
conjetura surge também com base nas dificuldades evidenciadas quando procuram
construir uma nova unidade de repeticdo dado o seu comprimento e as figuras que a
constituem, como fica evidente no didlogo:

Julia: Seiscentos e trinta € nove € o seiscentos € quarenta a dividir por
quatro.

Beatriz: Nao, ndo, sdo cinco figuras, sdo duas Minnies.

Beatriz: Seiscentos e cinquenta a dividir por cinco.

Julia: Se sdo cinco coisas, o ultimo tem de ficar na posi¢ao.

Beatriz: V& 14 se seiscentos e trinta e nove ndo € multiplo de quatro.

Julia: Mas porqué por quatro se eles sao cinco?

Beatriz: Se seiscentos e trinta e nove for um multiplo de quatro, pomos
um Mickey na posi¢do quatro.

Jalia: Mas ndo € essa, € o seiscentos e quarenta. Tem de estar na
posicao trés.

Beatriz: Nao, na posicao cinco.

Julia: Seiscentos e quarenta ndo € multiplo de cinco ou todos os que
acabam em zero sdo?

Apo6s esta discussao, as formandas abandonam a resolucdo da questdo sem efetuar
qualquer registo o que indicia que, apesar de terem sido bem-sucedidas na determinagdo
de qualquer termo das SRs, ndo t€ém uma percecao clara das relacdes que generalizaram
e ndo aparentam ter desenvolvido uma compreensdo com significado do objeto
matematico.

Conclusoes

Nesta comunicagdo, a partir da andlise apresentada, procurou-se compreender a
capacidade de generalizacdo de FEPs, no contexto das SRs. Numa fase inicial, na tarefa
de diagnostico, as resolugdes das formandas sdo bastante diferentes entre si. Julia,
possivelmente como consequéncia das dificuldades evidenciadas na determinacdo dos
termos solicitados, ndo parece identificar corretamente a comunalidade entre casos. Deste
modo a formanda ndo € bem-sucedida na identificacdo de uma relacdo geral e,
consequentemente, ndo apresenta uma regra que permita relacionar qualquer figura com
a sua posi¢ao. Anabela identifica um processo geral que lhe permite determinar qualquer
termo sabendo a coluna da tabela numérica a qual a ordem pertence, mas ndo expressa
através de uma regra as relacdes percecionadas e nao determina um dos termos distantes
solicitados, o que parece indiciar dificuldades associadas a generalizacgao.
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Ja Bianca e Beatriz, as duas formandas com sucesso na determinacdo de qualquer termo,
estendem a relacdo percecionada de diferentes formas. Bianca, na determinagado de termos
proximos e distantes, centra-se principalmente em relagdes numéricas e nunca refere
diretamente a relacdo entre uma determinada cor e a sua posicao. Esta formanda apresenta
uma expressao na qual procura traduzir o procedimento utilizado para determinar termos
distantes e na escrita da sua “regra” foca-se apenas na sequéncia numérica, nao
relacionando diretamente termos e ordens. Deste modo, a sua resolug¢do, que parece
indicar que associa uma regra a uma expressao algébrica, indicia também que a formanda
ndo aparenta entender em profundidade as relacdes que generaliza. Beatriz parece, nesta
fase, ter sucesso em estabelecer relagdes e generalizar as mesmas, identificando a relacao
entre cada termo e a sua ordem e compreendendo a existéncia de uma igualdade entre
cada termo e um dos quatro primeiros. A formanda ndo € tdo bem-sucedida na expressdao
da generaliza¢do uma vez que ndo a exprime formalmente como uma regra, apresentando,
de forma incompleta, o procedimento que usa para determinar qualquer termo, em
linguagem natural. O facto de mesmo as formandas que sdo bem-sucedidas em determinar
qualquer termo de uma SR e reconhecem uma regra vélida estarem, aparentemente, mais
focadas no procedimento do que na percecao das relagdes, vai ao encontro dos estudos
de Lynn (2012) e Tirosh et al. (2019) em que os participantes mostram, de um modo
geral, possuir um conhecimento bastante limitado do objeto matemdtico em causa,
enquanto fun¢do. Além disso, reforcga as dificuldades e, por vezes, o pouco contacto com
a generalizacdo por parte de FEPs (Branco, 2013; Santos et al., 2019) antes da formacao.

Ao contrério da tarefa de diagnoéstico, as quatro formandas (enquanto pares) generalizam
as relacOes estabelecidas determinando qualquer termo das sequéncias quando indicada
a sua ordem, o que evidencia uma evolucdo bastante positiva relativamente a capacidade
de generalizacdo, em comparagdo com o inicio da experiéncia de formacao. Os dois pares
identificam a posi¢do geral de cada termo corretamente, recorrendo a diferentes
estratégias. Anabela e Bianca recorrem ao algoritmo da divisdo e identificam o resto da
divisdao do ndimero que corresponde a ordem pelo comprimento como a posi¢ao ocupada
na unidade de repeti¢do, evidenciando compreender que existe uma igualdade entre cada
termo das sequéncias e um dos n primeiros. Beatriz e Jilia baseiam-se no procedimento
que lhes permite, partindo da identificacdo de um multiplo de trés, retirar ou acrescentar
unidades até obter a ordem pretendida. Ambos os pares t€m sucesso na expressao da
generalizagdo, apresentando uma regra geral que relaciona qualquer termo com a sua
posicao nas sequéncias. A evolucdo positiva verificada permite, também, destacar a
importancia do trabalho a pares e, em particular, das discussdes entre formandas, uma
vez que parece ter contribuido para desenvolverem a sua capacidade de generalizacgao.

Ainda que ambos os pares sejam bem-sucedidos no estabelecimento de relagdes gerais,
no caso de Beatriz e Julia parece haver um entendimento mais superficial das mesmas.
No caso deste par € através da sua resolucao da questdao que envolve a construcido de uma
nova SR que se tornam percetiveis as suas dificuldades, particularmente, porque nao
conseguem adaptar o procedimento que tinham criado para determinar uma figura numa
determinada posicdo a esta nova situacdo, e que exigia a compreensdao dos aspetos
estruturais da SR em conexao com a generalizacdo, tal como enfatizado por Tirosh et al.
(2019). Deste modo, ainda que a capacidade de generalizacao de ambos os pares se tenha
desenvolvido de um modo favordvel ao longo da experiéncia de formacao, no caso de
Beatriz e Julia parece manter-se uma visao algo procedimental.

Estes resultados sdo particularmente relevantes no contexto atual, tendo em conta o
destaque dado a capacidade de generalizac@o e ao raciocinio matemdtico em geral, bem
como ao pensamento algébrico e as SRs nas Aprendizagens Essenciais, as novas
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orientagdes curriculares a nivel nacional (ME — DGE, 2021). Uma vez que as SRs sao,
em geral, pouco conhecidas pelos (futuros) professores como um contexto privilegiado
para o desenvolvimento da capacidade de generalizacdo nos primeiros anos (Clements &
Sarama, 2009), este estudo evidencia a importincia do investimento em tarefas que
promovam a adequada compreensdo dos aspetos estruturais deste objeto matematico,
neste contexto, na formagdo inicial de professores.
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Resumo: Esta comunicagdo tem por base uma experiéncia de formacao realizada no
ambito do projeto REASON, que tinha como objetivo o desenvolvimento do
conhecimento de professores do 1.° e 2.° CEB sobre processos de raciocinio matematico.
Trata-se de um estudo qualitativo de carater interpretativo focado no processo de
generalizar. Os dados foram recolhidos através da gravacao das sessdes de formacdo e de
notas de campo das formadoras e incidiram sobre a apresentacdo das producdes dos
alunos aquando da realizacdo de tarefas em sala de aula, em especial na discussdo dos
processos de raciocinio identificados nas mesmas pelas formandas. Da analise realizada
pode concluir-se que foi possivel clarificar ddvidas das formandas sobre o processo de
generalizar. Essas duvidas incidiam, por um lado no facto deste processo estar associado
a ideia de “tornar geral” e, portanto, de infinito e por outro a ideia de que uma
generalizagdo tem de ser sempre verdadeira. A discussdo realizada, a partir das resolugdes
dos alunos, permitiu esclarecer estes equivocos e clarificar aquele processo de raciocinio.

Palavras-chave: Conhecimento do Professor; Generalizar; Processos de Raciocinio
Matematico; Raciocinio Matematico.

Abstract: This communication is based on a teacher education experience carried out
within the scope of the REASON project, which aimed to develop the knowledge of
teachers of 1st and 2nd CEB on mathematical reasoning processes. This is a qualitative
study of an interpretive nature focused on the generalization process. Data were collected
by recording the education sessions and field notes of the educators and focused on the
presentation of the students' productions when carrying out tasks in the classroom,
especially in the discussion of the reasoning processes identified by the teachers. From
the analysis carried out, it can be concluded that it was possible to clarify doubts of the
teachers about the generalization process. These doubts focused on the one hand, on the
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fact that this process is associated with the idea of “making general” and, therefore, on
infinity and, on the other hand, on the idea that a generalization must always be true. The
discussion, based on the students' resolutions, made it possible to clarify these
misconceptions and clarify that reasoning process.

Keywords: Generalizing; Mathematical Reasoning; Mathematical Reasoning Processes;
Teacher’s knowledge.

Introducao

Este artigo enquadra-se no Projeto Raciocinio Matemdtico e Formagdo de Professores
(REASON), o qual visa estudar o conhecimento matemaético e diddtico que os professores
precisam para conduzir uma pratica que promova o raciocinio matemdtico dos alunos e
estudar formas de apoiar o seu desenvolvimento em professores e futuros professores dos
ensinos basico e secundario. No ambito do projeto, foi desenvolvida uma experiéncia de
formac¢do, na modalidade oficina de formacdo, com professores do 1.° e 2.° ciclo do
ensino bésico (CEB). Um dos aspetos trabalhados na oficina foi a andlise e resolucdo de
tarefas de formacao focadas nos processos de raciocinio matematico (Jeannotte & Kieran,
2017). Nesta comunicagdo, pretendemos identificar a forma como formandas, com larga
experiéncia como professoras, olharam para as produgdes dos seus alunos no que se refere
aos processos de generalizar e de conjeturar, bem como a discussdo que essa andlise
suscitou no grupo de formacao.

Raciocinio matematico e seus processos

O termo raciocinio matemdtico aparece muitas vezes associado ao de pensar
matematicamente. Assumimos como raciocinio matematico o “realizar inferéncias de
forma fundamentada, ou seja, partir de informa¢do dada para obter nova informacao
através de um processo justificado” (Ponte et al., 2020, p. 7). Nesta perspetiva, raciocinar
matematicamente € menos abrangente do que pensar matematicamente.

Jeannotte e Kieran (2017), com base numa revisdo de literatura, consideraram dois
aspetos dentro do raciocinio matemético: o aspeto estrutural e o aspeto processual. No
primeiro incluem os tipos de raciocinio: dedutivo, indutivo e abdutivo, enquanto no
segundo referem o que designam por processos de raciocinio. O raciocinio dedutivo
encadeia um conjunto de asser¢oes de forma ldgica, justificando esse encadeamento e, se
essa cadeia de dedugdes ndo contiver erros chega-se a uma conclusdao necessariamente
verdadeira. Este tipo de raciocinio € muitas vezes considerado o raciocinio matematico.
Mas, um relevo especial ao raciocinio indutivo em matematica foi atribuido por Polya
(1990), quando considerou que ele esta presente quando se chega a uma regra a partir da
observagdo do que acontece em diferentes casos particulares, por exemplo, quando
através da observacdo de uma regularidade se estabelece uma generalizagdao. No que se
refere ao raciocinio abdutivo, este aparece muitas vezes associado ao raciocinio indutivo.
Silva (2009), referindo-se aos estudos de Pierce, considera abdu¢do como “um processo
de inferéncia que parte de um facto insdlito ou invulgar e que procura uma explica¢io
para a sua ocorréncia” (p. 39). Para esta autora, abduzir ¢ levantar hipdteses, como formas
de explicar fendmenos surpreendentes que se observam. Oliveira (2008) analisou o
trabalho de diferentes matemadticos e considera o raciocinio dedutivo fundamental quando
se conclui uma investigacdo matematica. Normalmente, a prova € precedida por uma fase
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exploratdria onde se experimentam tentativas, avancgos e recuos, analogias ou intui¢des,
emergindo tipos de raciocinio indutivo e abdutivo associados ao processo de generalizar.

Para Jeannotte e Kieran (2017), o aspeto processual do raciocinio matematico envolve os
processos de procura por semelhancas e diferencas (generalizar, conjeturar, identificar
um padrao, comparar e classificar) e os processos relacionados com a validacdo (justificar
e provar). Ponte et al. (2020) destacam conjeturar, generalizar e justificar como processos
essenciais do raciocinio matemdtico, sendo conjeturar central no raciocinio abdutivo,
generalizar, ou seja, formular conjeturas de natureza geral, um processo-chave dos
raciocinios indutivo e abdutivo e justificar, um processo essencial do raciocinio dedutivo.
De acordo com Lannin et al. (2011), o processo de generalizar ocorre quando um
individuo identifica aspetos comuns em casos diferentes ou quando estende o raciocinio
além do conjunto em que originalmente identificou os elementos comuns. Tal como
sustentado por estes autores, “generalizar em casos diferentes, quer resulte em
generalizagdes verdadeiras ou falsas, pode ser uma introdugdo importante ao processo de
raciocinio e pode aprofundar a compreensao do aluno” (Lannin et al., 2011, p. 20). Para
Jeannotte e Kieran (2017), generalizar consiste em inferir afirmagdes sobre um conjunto
de objetos, ou uma relacdo sobre esses objetos, a partir da andlise de um subconjunto
desses objetos. As autoras consideram ainda o processo de exemplificar como apoio aos
outros processos de raciocinio matemético, nomeadamente ao processo de generalizar.

Desde o inicio da escolaridade, é fundamental desenvolver o processo de generalizar,
com énfase na constru¢do de significados e na compreensdo, (Cusi & Malara, 2007;
Kaput, 1999). Este processo tem o potencial de contribuir para o aprofundamento da
compreensdo da Matematica. Warren e Cooper (2007) consideram a descricdo de uma
dada regularidade através da linguagem natural de grande importancia para os alunos
conseguirem, depois, exprimir a generalizacdo através de notagdo simbdlica.

Assim, consideramos que o processo de generalizar € fundamental em Matemaética
quando pretendemos “fazer afirmagdes gerais sobre propriedades, conceitos ou
procedimentos” e que a “Justificacdo ¢ central para que seja possivel validar
matematicamente” aquelas afirmac¢des (Mata-Pereira & Ponte, 2018, p. 783). Estes dois
processos interagem entre si. Em muitas situagdes, a linguagem utilizada na justificacao
tem de ser geral de modo que seja clara a sua aplicabilidade a todo o dominio. Para
Jeannotte e Kieran (2017), exemplificar € um processo auxiliar de generalizar e justificar,
que permite inferir dados sobre um problema ao gerar elementos que apoiam aqueles
processos. No processo de generalizar, ¢ fundamental a procura de semelhangas e
diferencas através da producdo de exemplos, sendo neste caso necessdrio mobilizar o
processo de comparar. Também no justificar, os exemplos podem ser fundamentais, como
quando se utilizam contraexemplos. J4 o processo de conjeturar corresponde a inferir,
pela procura de semelhancas e diferencas, uma dada afirmacdo acerca de alguma
regularidade que se considere ser provavelmente verdadeira e que, embora ndo se
encontre validada, tem o potencial para uma teorizacdo matemaética (Jeannotte & Kieran,

2017).
Conhecimento do professor sobre raciocinio

Mas, para que os professores possam trabalhar com os seus alunos de modo a
desenvolverem os diferentes processos de raciocinio, ndo basta saberem identifica-los, é
essencial que tenham uma compreensao profunda do significado de cada um de modo a
conseguir estabelecer relagdes entre eles, alcancando deste modo um nivel elevado de
conhecimentos (Rodrigues et al., 2021).
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Virios estudos (por exemplo, Lannin et al., 2011; Stylianides & Ball, 2008; Stylianides
& Stylianides, 2006) referem que os professores do ensino elementar devem ter
oportunidades de desenvolver o seu raciocinio matematico se se pretende que o venham
a trabalhar com os seus alunos, alargando assim o seu conhecimento didatico sobre como
incentivar e encorajar o trabalho com raciocinio nas suas aulas (NCTM, 2000). Pois, para
que os professores possam desenvolver a capacidade de raciocinio nos seus alunos
precisam de considerar uma variedade de fatores como: identificar o potencial da tarefa
para desenvolver o raciocinio; saber que acdes devem tomar para facilitar o processo de
desenvolvimento do raciocinio e ter consciéncia do conhecimento dos alunos sobre o
assunto (Davidson et al., 2018).

Virios autores (por exemplo, Francisco & Mabher, 2011; Loong et al., 2017) referem a
necessidade de criar oportunidades para que os professores aprendam sobre como
desenvolver o raciocinio matematico nos alunos. No mesmo sentido, Stylianides e Ball
(2008) defendem a necessidade de desenvolver nos professores a capacidade de planear
e implementar tarefas promotoras do desenvolvimento do raciocinio nos seus alunos.
Melhuish et al. (2019) referem que se queremos que os professores promovam a
capacidade de generalizar dos seus alunos, devemos proporcionar-lhes oportunidades
para analisarem evidéncias desses processos durante a sua formacdo, de modo a
desenvolverem a sua capacidade de perceber quando os alunos estdo envolvidos nesses
processos. O facto de os professores selecionarem tarefas que promovam processos de
raciocinio, implementarem-nas na sala de aula e posteriormente refletirem sobre as
producdes dos alunos com outros professores pode ser uma forma de alargar o seu
conhecimento didatico sobre como desenvolver o raciocinio matematico dos seus alunos
(Herbert & Bragg, 2021).

Metodologia

O presente estudo seguiu uma abordagem qualitativa-interpretativa (Patton, 2002; Quivy
& Campenhoudt, 2008), incidindo nos processos e nos significados dos participantes,
professoras do 1.° e 2.° ciclo do ensino basico. Foi desenvolvido no contexto de uma
experiéncia de formacao, correspondendo ao 2.° ciclo da Investigacdo Baseada em Design
(Cobb et al., 2003), com professoras do 1° CEB e Professores de Matematica e Ciéncias
do 2.° CEB. Estas professoras (num total de 19) constituiam uma turma da oficina de
formacdo realizada numa das instituicdes do Projeto. Eram professoras com larga
experiéncia, sendo 6 do 1.° CEB e 13 do 2.° CEB. Embora esta formacao tivesse sido
prevista para ser realizada presencialmente, acabou por ser realizada online, devido a
pandemia, no 2.° semestre de 2020/2021. Os formadores foram trés elementos da equipa
do Projeto.

A experiéncia realizada contemplou oito sessdes sincronas, tendo as participantes de
preparar e realizar duas tarefas com os seus alunos — uma antes da sessao 4 (Levar a
pratica I) e outra a seguir a sessdo 7 (Levar a prética II). Tinham ainda de preparar uma
apresentacdo a fazer na sessdo de formacao seguinte que englobasse uma reflexao critica
sobre o trabalho realizado pelos seus alunos. Nas restantes sessoes de formacao, foram
exploradas e discutidas tarefas de formagdo que se propunham desenvolver nas
professoras o conhecimento das praticas de ensino promotoras do desenvolvimento do
raciocinio nos alunos. Todas as tarefas foram inicialmente exploradas autonomamente
pelas professoras, organizadas em grupos, sendo posteriormente discutidas pelo coletivo
das formandas.
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Este artigo contempla a apresentacdo e discussdo no coletivo do trabalho realizado no
Levar a prdtica I e no Levar a Prdtica Il por um par de formandas do 2.° CEB que
propuseram as mesmas tarefas numa turma do 5.° ano e numa turma do 6.° ano. Estas
formandas, aqui designadas por Alice e Fernanda, eram professoras com mais de vinte
anos de experiéncia, consideradas pelos seus pares e pela comunidade, sendo ambas
professoras cooperantes. Na discussao coletiva, apds a apresentacdo participaram outras
formandas. Todos os nomes usados sdo ficticios.

A apresentacdo devia contemplar uma identificacdo, por parte das professoras, dos
processos de raciocinio utilizados pelos alunos. Os dados foram recolhidos através da
gravacdo das sessoes de formacdo onde essa discussio aconteceu e posterior transcricao,
complementadas por notas de campo das formadoras. A andlise foi realizada através de
analise de contetido dos dados recolhidos (Bardin, 2010).

Discutindo o processo de generalizar

Generalizar a um nimero limitado ou infinito de casos

Episodio 1

Na quarta sessao, em que os grupos de formandas apresentaram a implementacdo de uma
tarefa na sala de aula (Levar a Prdtica I), a apresentacdo de Alice e Fernanda suscitou

discussao no seio do grupo de formandas. A Figura 1 apresenta a tarefa explorada pelos
alunos dos 5.° e 6.° anos de escolaridade das suas turmas.

“Levar a Pratica l”  REASON

TAREFA — NUMEROS NATURAIS'

Observa os seguintes produtos.
37 x3 =111 37 %12 = 444
37 x 6 =222 37 % 15 = 555
37 %9 =333

1. Encontras alguma regularidade nestes produtos?
Justifica a tua resposta.

2. Com base na regularidade que observaste nos produtos anteriores, determina o valor de:

37 %27

Mostra como chegaste 4 tua resposta.
TAdaprado de Algoritmo 5° ano

Figura 1. Tarefa implementada em Levar a Prdtica I.

A Figura 2 apresenta vdrias resolucdes quer de alunos do 5.° ano quer do 6.° ano a questao
1 bem como a identificacdo pelas formandas dos processos de raciocinio evidenciados
pelos alunos.
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Figura 2. Resolucdes a questdo 1 da tarefa.

Alice e Fernanda apresentaram a sua andlise das resolugdes selecionadas. Vejamos o
extrato relativo a dltima resolugdo da Figura 2.

Alice: (lé a resposta do aluno) E assim, estes alunos identificaram
imediatamente que era a tabuada do 3. Alguns “Ah, professora, o que ¢
aquilo por que se multiplica?”. Portanto, queriam perguntar o que ¢ que €
o multiplicador, mas depois tiveram alguma dificuldade em explicar, e
entdo eu dei assim uma pequena dica. Eu disse “entdo se ¢ a tabuada do
3, vamos 14 fazer a tabuada do 3”. Pronto. E depois a partir dai, depois de
ter sugerido que fizessem a tabuada do 3, ndo dei assim mais nenhuma
indicacdo particular. E entdo, ele conseguiu fazer sempre o 37, por
numeros da tabuada do 3, por 3x1, por 3x2. No fundo, penso que € isso
que ele quer dizer, embora ele tenha s6 dado dois exemplos.

Fernanda: Ele s6 deu dois exemplos, mas ele consegue descobrir que o 3
mantém-se, que no 3x4 vai ser 4, 4, 4. Se for 3x5 vai ser 5, 5, 5. Tanto
que o 3x8 ¢ 8, 8, 8. E continua, diz ele, “sempre com a tabuada do 3”,
salvaguardando.

A Figura 3 apresenta as resolucdes de dois alunos do 6.° ano a questao 2, assim como a
identificacdo pelas formandas dos processos de raciocinio evidenciados pelos alunos.
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Figura 3. Resolucdes a questdo 2 da tarefa.

ApOs a apresentagdo, Maria questiona a evidéncia do processo de generalizar nas
resolucdes dos alunos.

212

Maria: Foi muito interessante, para ja, ver as resolucdes deles. Eu questiono é
se eles estdo a generalizar para além do dominio, se vao para além do
dominio que estdo a trabalhar. Se € uma generalizag@o ou se € mais uma
justificacdo com exemplos. Porque eles se forem para 14 do 27, ja ndo vai
acontecer esta regularidade. Entdo a minha questio é: eles estardo a
generalizar ou estdo a justificar perante o dominio em que estdo a
trabalhar? E porque isto s6 funciona mesmo até ao 27. Portanto & s6 essa
a minha questao.

Fernanda: N6s consideramos generalizar no ambito da tarefa, ndo pensamos
em generalizar para além de, porque ela ndo o permitia.

Maria: Entdo, mas generalizar ndo € estender para além do raciocinio do...?

Formadora 1: (...) Na minha interpretagdo, eu encontro generalizacdo no modo
como eles identificam essa regularidade. (...) Quando eles conseguem ir
para além do 555, podemos considerar que estdo a ir para além (...) dos
exemplos que lhes sdo apresentados.

Maria: Mas sendo assim, estamos a partir do principio que a generalizacao...
Como seria depois do 277

Formadora 1: J4 ndo funciona esta regularidade, ou seja, esta tarefa nao é...
Ainda hé pouco, colocdmos a questdao do generalizar quando estdvamos a
discutir o da (...). Naquele caso, eram questdes que funcionavam até ao
infinito. Neste caso, ndo eram. (...)

Maria: E por isso mesmo que eu questiono aqui a generalizacdo, tanto que no
outro era uma questdo dos proprios alunos em termos de conhecimento.
Eles estdo a chegar a generalizacdo maxima dos conhecimentos deles.
Aqui ndo é bem a generalizacdo maxima dos conhecimentos deles porque
se calhar se nds questionassemos: “Entdo e depois?”
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Formadora 1: Podia até ser uma extensdao desta tarefa levar os alunos a
equacionar até quando € que esta regularidade funcionava. Portanto, eles
tirarem essa conclusdo. Mas apesar de aqui, (...) a regularidade (...) vai
s6 até ao produto que € pedido, na pergunta 1, eles até podiam ndo
encontrar regularidade nenhuma.

Maria parece questionar a existéncia do processo de generalizar pelo facto de a
regularidade identificada nos primeiros produtos ser aplicdvel a um niimero limitado de
casos, até ao produto 37x27, deixando de funcionar para os multiplicadores seguintes
multiplos de 3. Por um lado, esta ddvida parece ancorar-se no facto de os multiplos de 3
gerarem uma sequéncia infinita enquanto os produtos, nos quais se verifica a
regularidade, sdo em ndmero limitado. Por outro lado, Maria questiona a evidéncia da
generalizacdo por ndo se explorar se a regularidade identificada se aplicaria a infinidade
dos multiplos de 3 (“Aqui ndo ¢ bem a generalizacdo méaxima dos conhecimentos deles
porque se calhar se nos questionassemos: “Entao e depois?”””).

Em contrapartida, Fernanda parece interpretar o processo de generalizar dos alunos como
um processo em que, observando uma dada regularidade num conjunto de exemplos, os
alunos estendem essa regularidade aos restantes casos contemplados na tarefa,
independentemente de serem em numero limitado ou infinito: “Noés consideramos
generalizar no ambito da tarefa, ndo pensamos em generalizar para além de, porque ela
ndo o permitia”. Em seguida, a formadora explicita a sua convergéncia com a perspetiva
de Fernanda.

Episodio 2

Na ultima sessdo, em que os grupos de formandas apresentaram a implementacdo das
tarefas na sala de aula (Levar a Prdtica II), foi colocada para discussdo, em grande grupo,
uma questdo relativamente ao processo de generalizar, por parte de um grupo. Alice

apresentou a tarefa implementada, O V mdgico, (Figura 4) e a resolucdo de um aluno a
questdo 2 (Figura 5).

[ o M

REASON
* Tarefa proposta: ) el e
O V magico

Os dois V seguintes sao formados pelos nimerosde 1a 5.

L 5

O segundo V é magico porque as somas dos dois "bra¢os” do V séo iguais ou seja:
4+4243=5+1+3
1. Forma outros V e regista-os na tua folha de papel

2. Consegues formar algum V magico cujo vértice seja 27 Porqué?
3. O André diz que num V magico o vértice tem sempre de serimpar

Concordas com o André? Porqué?

Figura 4. Tarefa implementada em Levar a Prdtica Il.
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2. Consegues formaralgumV mdgico cujo vértice seja 2? Porqué?

"

REASON

Justificar

Generalizar ?

Figura 5. Resolugdo do aluno a questdo 2 da tarefa.

Vejamos um extrato dessa apresentacgao:

Alice: Ele diz “Nao, ndo consigo formar, porque o 2 ¢ par, logo ndo ha nimeros

de 1 a 5 que somando duas unidades deem o mesmo resultado”. Nos
considerdmos esta resposta do Toméas como uma justificacio e colocdmos
aqui o generalizar com um ponto de interrogacio e a op¢ao foi manter o
ponto de interrogacdo. Pareceu-nos que foi uma generalizacdo, mas ao
mesmo tempo, o aluno, da maneira como ele formula a resposta, esta
claramente a limitar, aqui, aos numeros de 1 a 5. E, entdo, nds
pretendemos também lancar aqui um bocadinho a discussao.

ApOs a apresentacdo deste grupo, foi lancada a discussdo, primeiramente sobre a questdao
colocada. Apresentamos, em seguida, um extrato dessa discussao:

Formadora 2: Vamos 14 ver o que é que vos leva a dizer ou a questionar que

isto pode ser um generalizar? E, j4 agora, se estdo a generalizar, estdo a
generalizar o qué mais precisamente?

Fernanda: N6s, primeiro, de principio, e até ao fim, focdmos no justificar. O

que ¢ que mais tarde, depois de olhar, quando ele diz “logo ndo ha
numeros de 1 a 5 que somando 2 unidades deem o mesmo resultado” ...
A nossa duvida é: € s6 de 1 a 5 ou a criancinha até pensou mais do que
aquilo que nds estamos a pensar? Somando sempre ndo vai dar sempre o
mesmo resultado nestes nimeros quando somamos 2 unidades ou em
todos os nlimeros.

Formadora 2: Portanto, no fundo, a vossa divida tem a ver com esta afirmacao

se circunscrever a um nimero limitado de elementos. E entdo o que € que
o grupo acha sobre isto? Vamos 14 ouvir algumas opinides. Serd que o
generalizar tem de ser referente a um niimero ilimitado de elementos?

Paula: Desculpe, eu acho que ndo. Eu acho que pode ser uma generalizacao

dentro daqueles nimeros que eles estavam a fazer, de 1 a 5, e ele ter
chegado a uma generalizacao. Embora ndo seja para todos os nimeros eu
acho que pode ser considerado, acho eu, uma generalizacdo dentro da
atividade que estava a fazer. Dentro da atividade que estava a fazer, como
era um numero limitado de 1 a 5, ele chega a generalizacao que nunca da,
somando as duas unidades.

Formadora 2: E esta ideia da Paula € partilhada por mais pessoas?

(..)

Gina: Eu penso que nao seria uma generalizacao. (...) Eu acho que ele justifica.

214

Eu até aceito, e af estou de acordo com a Paula, que para se tornar uma
generalizacdo pode ser apenas referente a um grupo limitado de hipéteses.
(...) Portanto, pode ser apenas para este V méagico em que os algarismos
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que compdem o V sejam de 1 a 5. Eu acho € que ele nao escreve de
maneira a poder generalizar, neste aspeto.

Fernanda e Alice questionam se o generalizar se pode aplicar a um conjunto finito de
casos. Paula afirma que sim, referindo que o generalizar ndo tem de ser referente a um
nimero ilimitado de casos, em resposta a questdo lancada pela formadora. Paula
considera, portanto, que a resposta do aluno em causa evidencia o processo de
generalizar. Por sua vez, Gina, embora concordando com Paula, no que respeita a
possibilidade de se generalizar a um ndmero limitado de elementos, discorda que a
resposta evidencie esse processo, considerando a presenca apenas do processo de

justificar, sem conseguir explicitar claramente porqué.

A formadora, partilhando da perspetiva expressa por Gina, decidiu encerrar este ponto da
discussao:

Formadora 2: Ok, pronto entdo, enfim eu acho que nds podiamos ficar a discutir
isto muito tempo, mas como também temos que avangar, eu vou fazer
aqui um bocadinho um ponto da situa¢do. Em relacdo aquela questao de
ser um numero limitado, de facto, isso ndo é impedimento para ser uma
generalizacdo. Podemos pensar por exemplo numa sequéncia, uma
sequéncia infinita, em que nds descobrimos uma regularidade. NGs
podemos generalizar o que estd a acontecer nessa sequéncia, portanto
fazemos uma generalizacdo ao dizer que acontece sempre, os elementos
vao sucedendo de uma certa forma e temos um ndmero infinito. Da
mesma forma, se pensarmos — as vezes eu dou este exemplo — nos s6lidos
platénicos, posso fazer uma generalizagdo sobre o conjunto dos sélidos
platénicos uma propriedade que tém todos, no entanto eles sdo sé cinco.
Portanto, isso ndo é impedimento. Agora, outra coisa que eu acho que
deve estar em discussdo ¢ se efetivamente isso ¢ uma generalizacao. (...)
[0 aluno estd] a expressar esta informacao com o intuito de justificar (...)
a afirmacdo, neste caso de que o 2 ndo é possivel ter como vértice do V.

Assim, o grupo global de formandas consensualizou de que o processo de generalizar
pode ser aplicado a um conjunto limitado de casos e que na produ¢do do aluno, em
andlise, este usou o processo de justificar a razdo da impossibilidade do vértice 2, mas
ndo o de generalizar, ja que ndo alargou uma dada propriedade, observdvel num niimero
menor de casos, ao conjunto dos nimeros em causa, de 1 a 5.

Generalizar e conjeturar

Episodio 3

O Episddio 3 incide na sequéncia da discussdo em torno do processo de generalizar,
apresentada no Episddio 1, reportando-se também a apresentacdo de Fernanda e Alice.

Até a quarta sessdo, ainda nado tinha sido explorado o processo de conjeturar. Foi no
decurso da discussdo que este processo foi abordado por Maria.

Maria: Eu fico na ddvida se eles estdo a generalizar ou se estdo a fazer uma
conjetura. Estdo a observar regularidades. Estdao a observar que d4 sempre
5,5,50ul, 1, 1,2,2,2. Portanto eles estdo a fazer uma conjetura, € essa
a minha questdo. Eles acham que aquilo vai funcionar sempre.

Formadora 1: Nao sabemos. Nao sabemos se eles consideram que isso € uma
regularidade que se vai aplicar a todos os produtos. Isso agora sé
podiamos referir se essa questao fosse colocada.
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Fernanda: Eu posso s6 acrescentar que na turma do 6° ano nao foi dada
rigorosamente dica nenhuma, nem levantada mais nenhuma questao.
Alice: E na do 5° fui s6 aproveitando a resposta porque eles disseram
imediatamente “Ah isto ¢ a tabuada do 3” e eu parti dai: “entdo

experimentem com a tabuada do 3”.

Formadora 1: Eu presumo que os alunos, talvez, até com base na
experimentacdo que fizeram, tenham concluido que aquilo termina ali,
porque depois jd ndo era possivel. Quer dizer, atingiram o algarismo
maximo, eles ja chegaram ao produto 999. Tudo aquilo que viesse a seguir
jé tinha outros algarismos, digo eu.

Fernanda: Nao faco a minima ideia o que € que terdo pensado.

Alice: Aquilo continua a haver uma regularidade com outros algarismos.

Maria: Mas os multiplos de 3 continuam.

Alice: Os multiplos de 3 continuam e eu e a Fernanda anotdmos isso.

Fernanda: E faldmos entre nds. Era mesmo ver o que € que sai, nenhum
levantou essa questdao. Nada.

Maria infere que os alunos estendem a regularidade identificada a infinidade dos
produtos, ja que os multiplos de 3 sdo infinitos. E nesta inferéncia, assume que os alunos
estabelecem uma conjetura (“Eles acham que aquilo vai funcionar sempre”). Fernanda e
Alice referem que nenhum aluno verbalizou essa ideia e que ndo sabem o que terdo os
alunos pensado a este respeito. Também a formadora refere que ndo se sabe se assim €
ou ndo, na auséncia de uma questdo que interpelasse os alunos sobre a continuidade da
regularidade, e infere no sentido contrario, presumindo que os alunos entenderiam que a
regularidade se estende apenas até ao produto 999.

Com base nesta inferéncia, Maria coloca a discussao do grupo a divida sobre se os alunos
estariam a generalizar ou a conjeturar, tendendo para o processo de conjeturar, colocando-
o como alternativo ao de generalizar. Por um lado, Maria parece considerar que estes dois
processos ndo podem ser simultaneos: ou um ou outro. Por outro lado, poderemos inferir
que Maria s6 reconhece o processo de generalizar se este for correto. Ao assumir que 0s
alunos pensam que a regularidade funciona sempre para a infinidade dos multiplos de 3,
ideia esta que € falsa, e que, ao ser testada, poderia ser refutada, Maria identifica, nos
alunos, o processo de conjeturar, descartando o generalizar. Assim, parece associar O
generalizar a produgdo de afirmacdes gerais vélidas e corretas.

O significado do processo de conjeturar, incidindo também na respetiva interse¢ao com
o processo de generalizar, s6 foi explorado e discutido na sess@o seguinte, relacionando
com outras apresentacoes das formandas.

Consideracoes finais

Através da andlise e discussdo das producdes concretas dos alunos, foi possivel
esclarecer, com as formandas, aspetos omissos na defini¢ao do processo de generalizar,
tal como discutida e apresentada nas sessdes iniciais de formagao. Uma vez que os objetos
matematicos, na maioria dos casos, lidam com o infinito, nomeadamente os nimeros
naturais contemplados nas duas tarefas apresentadas por Alice e Fernanda, surgiu como
aspeto critico do conhecimento sobre o processo de generalizar se este se circunscreve a
extensdo do raciocinio a uma infinidade de casos ou se pode também ser aplicado a um
nimero limitado de elementos. Outro aspeto critico prende-se com a visdo dicotémica
dos processos de generalizar e conjeturar, como se fossem processos alternativos que nao
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pudessem coincidir. Esta dicotomia parece assumir a necessidade de correcdo para que

se verifique o processo de generalizar.

Assim, a discussao das apresentacdes das duas tarefas, implementadas em sala de aula,
associada a exploracdo de desacordos entre as formandas, relativamente a sua
interpretacdo dos processos de raciocinio evidenciados nas produgdes dos alunos,
permitiu aprofundar e aprimorar o conhecimento destas professoras, neste caso

especifico, do processo de generalizar, tendo como base o trabalho concreto dos alunos.

Em suma, o processo de generalizar levantou dividas entre as formandas por, por um
lado estar associado a ideia de “tornar geral” e, portanto, de infinito e por outro a ideia de
que uma generaliza¢do tem de ser sempre verdadeira. A discussdo das resolucdes dos
alunos permitiu esclarecer estes equivocos e concluir que a generalidade pode ser num
conjunto finito (Jeannotte & Kieran, 2017), e pode ser falsa (Lannin et al., 2011).

Merece ser objeto de investigacdo futura a relagdo entre o desenvolvimento do
conhecimento dos processos de raciocinio e as acdes docentes, em sala de aula, focadas
na promog¢do do raciocinio matematico dos alunos.

Por fim, salientamos algumas implicagdes que emergem deste trabalho para a formacao
dos professores no que respeita ao seu desenvolvimento profissional ao nivel da
promog¢do do desenvolvimento da capacidade do raciocinio dos seus alunos: a
importancia (1) de centrar a formagdo em experiéncias concretas na sala de aula, focando-
a na andlise das resolugcdes dos seus proprios alunos e nas evidéncias de processos de
raciocinio; e (ii) da discussdo em torno de como desafiar os alunos a avancar nos
processos de raciocinio, nomeadamente o de generalizar, durante a discussao coletiva.
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Resumo: Este estudo desenvolveu-se no contexto de uma formacao para professores de
Matemitica do 3.° ciclo do ensino bésico e do ensino secundério que teve como objetivo
promover o conhecimento didatico para o desenvolvimento do raciocinio matematico dos
alunos. Com o objetivo de refletir sobre a relevancia da formacgdo para os professores,
procurou-se compreender a sua percecdo acerca das caracteristicas da formagdo. A
recolha de dados incidiu sobre as reflexdes finais escritas individuais dos 14 professores
participantes na formagao. Os dominios de andlise foram: tarefas de formagdo, momentos
de Levar a Pratica, trabalho colaborativo e recursos disponibilizados. Os resultados
obtidos evidenciam que os professores identificaram as principais caracteristicas da
formacao, fazendo-lhes referéncia na sua grande maioria de forma positiva. Contrapondo
ao que € evidenciado na investigacdo, os professores valorizaram a formacgdo tedrica
sobre o raciocinio matematico e o design de tarefas que promovam o desenvolvimento
desta capacidade nos alunos. Os momentos de Levar a Pratica foram muito valorizados
pelos professores, como meios de articular a teoria com a prética, pelo trabalho
colaborativo que lhes permitiu desenvolver, e também pela reacdo positiva evidenciada
pelos seus alunos nessas aulas. Os registos videos das aulas, embora criados para
responder a exigéncias da dimensdo investigativa do projeto, foram valorizados por
alguns professores como um elemento importante de apoio a reflexdo sobre o seu papel
na aula. O banco de tarefas foi considerado insuficiente por alguns professores.

Palavras-chave: Caracteristicas da Formacao; Ensino Bésico e Secundario; Formacao
de Professores; Percecdes de Professores; Raciocinio Matemaético.

Abstract: This study was developed in the context of an in-service teacher education
course for mathematics teachers of 3rd cycle of basic education and secondary education,
which aimed to promote didactical knowledge for the development of students’
mathematical reasoning. To reflect on the relevance of the course for teachers, we sought
to understand their perception of the characteristics of the course. Data collection focused
on the final written individual reflections of the 14 teachers participating in the course.
The domains of analysis were the teacher education tasks, the moments of Putting it into
Practice, the collaborative work, and the available resources. The results obtained show
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that the teachers identified the main characteristics of the teacher education course,
referring to them mostly in a positive way. In contrast to what is evidenced in other
studies, the teachers valued the theoretical dimension on mathematical reasoning of the
course, and the design of tasks that promote the development of this ability in students.
The Putting it into Practice moments were highly valued by teachers, as a means of
articulating theory with practice, for the collaborative work it provided, and for the
positive reaction shown by their students in these classes. The video recordings of the
classes, although created to respond to the demands of the research dimension of the
project, were valued by some teachers as an important element to support reflection on
their role in the classroom. The available task collection was considered insufficient by
some teachers.

Keywords: Basic and Secondary Education; In-service Teacher Education;
Mathematical Reasoning; Teacher Education Course’s Characteristics; Teachers’
Perceptions.

Introducao

O raciocinio matematico (RM) tem vindo a ser apontado como um importante objetivo
de aprendizagem em diversos documentos curriculares internacionalmente (NCTM,
2009; OECD, 2018) e também no contexto nacional (ME, 2021). Ainda assim, verifica-
se que este € um dominio em que os alunos revelam dificuldades e que os professores
consideram como bastante desafiador para as suas préticas.

A investigagcdo tem mostrado que existe um certo desconhecimento sobre a complexidade
associada ao RM, por vezes considerando-se que tudo na matematica € raciocinio, € como
consequéncia nio existe uma real compreensdo sobre como os alunos podem
efetivamente desenvolver esta complexa e fundamental capacidade matematica (Herbert
& Bragg, 2020). Simultaneamente, verifica-se que ainda é escassa a investigacao sobre
processos formativos que visem o conhecimento dos professores para promoverem o RM
dos seus alunos (Davidson et al., 2019).

Este estudo desenvolveu-se no contexto de uma formagao para professores de Matemaética
do 3.° ciclo e do ensino secunddrio que teve como objetivo a promoc¢do do seu
conhecimento didatico para o desenvolvimento do RM dos seus alunos. Assumindo, o
formato geral de oficina de formacdo, esta assentou num conjunto de caracteristicas
informadas pela investigacao. Com o objetivo de refletir sobre a relevancia da formacao
para os professores participantes, procurou-se compreender a sua percecao acerca das
caracteristicas da formacgdo. Para tal, foram formuladas as seguintes questdes de
investigacdo: Que caracteristicas da formagao sao valorizadas pelos professores?; Que
aspetos consideram ter sido menos conseguidos ou que dificuldades foram sentidas?; e
Que sugestdes de melhoria apresentam para futuro?

Principios orientadores para a formacao continua de professores

Um dos grandes desafios que se levanta a formacao € o de criar contextos significativos
de desenvolvimento profissional que ndo sejam encarados pelos professores como
elaboragdes tedricas sem vinculo com a prética real de ensino. De facto, segundo Feiman-
Nemser (1983), quando os professores identificam momentos significativos da sua
aprendizagem profissional tendem a valorizar a sua experiéncia profissional e a partilha
entre colegas em detrimento de contextos de natureza tedricos vividos na sua formagao
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inicial ou continua. Assim, a teoria e a pratica sao frequentemente concebidas como
ocupando polos opostos no campo profissional (Lewis, 2016), pelo que é necessario
procurar efetivar a necessdria articulacao entre estes.

Salienta-se a relevancia das metodologias adotadas, através da promocao de um ambiente
centrado na participagdo dos professores, assente na discussio e resolucdo de tarefas
problematizadoras, nomeadamente, em grupo (Lauer et al., 2013). Uma caracteristica
particularmente significativa € a natureza das tarefas de formacao e em relagdo as quais,
muitas vezes, os professores criam a expectativa de que sejam diretamente transponiveis
para a sua sala de aula (Watson & Mason, 2007). No entanto, é requerido que tais tarefas
permitam também que o professor aceda as a¢des dos alunos, isto é, que favorecam o
desenvolvimento de uma compreensao, por exemplo, sobre a complexidade do RM dos
alunos e de como pode apoié-los nesse dominio (Herbert & Bragg, 2020; Mata-Pereira &
Ponte, 2017).

H4 também a destacar o papel importante da teoria através da apresentacio e discussao
de quadros tedricos que permitam construir um entendimento comum sobre os conceitos
objeto da formacgdo (Dempsey & O’Shea, 2020) e, particularmente, que contribuam para
que os professores possam analisar, de modo focado, elementos da préatica e os orientem
na planificacdo da préatica, ou seja, que “informem a sua pratica” (Watson & Mason,
2007). Tal faz-se necessario, nomeadamente, na selecio e elaboragao de materiais, como
as tarefas matematicas, e nas estratégias de ensino a desenvolver (Lewis, 2016; Watson
& Mason, 2007). Assim, a desejada articulagdo entre teoria e pratica pode ser
principalmente desencadeada pelas oportunidades que sdo concedidas aos professores de
planearem aulas focadas no tépico da formacao, e informadas pela teoria, acompanhadas
da andlise e reflexdo sobre essa prética (Lewis, 2016; Roche et al., 2016), contribuindo
para a aprendizagem profissional (Davidson, Herbert, & Bragg, 2019) em particular,
quando esses contextos sao sustentados pelo trabalho colaborativo (Herbert & Bragg,
2020).

O reconhecimento da importincia do trabalho colaborativo para o desenvolvimento
profissional dos professores nao € recente, mas a investigacdo continua a evidenciar a sua
relevancia para a aprendizagem dos professores (HoSpesova, Carrillo & Santos, 2018).
Um estudo, onde participaram dois jovens professores do 2.° ciclo do ensino basico,
evidenciou que a sua capacidade de questionar os alunos na exploracdo de tarefas de
elevado nivel cognitivo melhorou durante um programa de desenvolvimento profissional
que valorizou o trabalho colaborativo através de ciclos de sessdes de trabalho que
incluiram a planificacdo de aulas, com a elaboracao de tarefas, e a reflexdo pds-aulas onde
foram disponibilizados os registos videos das aulas (Bagdat & Yanik, 2020). Um outro
estudo que envolveu grupos de professores do 1.° ciclo do ensino bédsico e do ensino
secunddrio, participantes em contextos de formagdo centrados no design de tarefas para
promover o pensamento algébrico dos alunos, evidenciou a evolucio na capacidade de
criar tarefas adequadas ao objetivo de aprendizagem definido. Contudo, esta evolucao
requereu discussdes aprofundadas sobre o significado de pensamento algébrico e o modo
de o desenvolver nos alunos (Psycharis et al., 2020).

No entanto, para que o trabalho colaborativo possa contribuir efetivamente para o
desenvolvimento profissional do professor ndo pode reduzir-se a simples partilha de
ideias ou ao apoio de um colega numa situacido concreta de sala de aula. Deve, sim,
contribuir para uma nova cultura de ensino (Smith, 2001).

A algumas das vantagens enunciadas do trabalho colaborativo continuado ao longo do
tempo acrescenta-se o de constituir uma das formas mais promissoras para os professores
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evoluirem na sua capacidade de desenvolvimento de préticas de avaliacdo formativa
(Wiliam, 2007). E, contudo, de salientar que a avaliacio formativa, caracterizada por ter
por propdsito apoiar a aprendizagem, € essencial em qualquer contexto onde o objetivo
seja a aprendizagem, seja de alunos ou de professores. Deste modo, quando pensamos em
contextos de desenvolvimento profissional esta dimensdo deve ser igualmente tida em
conta.

Pela sua natureza, as praticas de avaliacdo formativa ndo sdo normalizadas, sendo
diversas. Contudo, pode afirmar-se que dificilmente ndo passam num dado momento pela
atribuicdo de feedback. E mesmo consensual afirmar-se que o feedback é um elemento-
chave na avaliacdo formativa (Sadler, 1989), talvez mesmo o mais poderoso mediador de
apoio a aprendizagem.

Metodologia

O presente estudo seguiu uma abordagem interpretativa (Schwandt, 1994), uma vez que
se pretendeu compreender quais as caracteristicas da formacdo que os professores
valorizavam e porqué. A formagao realizada foi desenvolvida em oito sessdes presenciais,
que perfizeram um total de 20h, complementada com 20h de trabalho autbnomo, em que
as duas investigadoras assumiram o papel de formadoras. De forma a criar um contexto
favoravel ao desenvolvimento profissional dos professores e ter repercussao nas suas
praticas, a formacao foi orientada pelos seguintes principios, de acordo com a revisdo de
literatura apresentada:

- Valoriza¢ao de uma componente tedrica ilustrada por situacdes de pratica, concretizada
através de propostas de tarefas de formacdo que incluiram a leitura, anélise e discussao
de textos de natureza tedrica sobre o significado do conceito de RM, tipos e processo de
raciocinio e principios de design de tarefas promotoras do RM nos alunos; e a resolucdo
e andlise de tarefas matemadticas a propor aos alunos, suas resolucdes e situagcdes de sala
de aula, nomeadamente o papel do professor na interagdo e apoio ao trabalho dos alunos;

- A importancia da articulacio entre teoria e prética, que tomou especial relevo nos dois
momentos de intervengdo na pratica letiva, designados por Levar a Prética, desenvolvidos
em grupo, que implicou a planificacdo de duas aulas e a reflexdo e balanco apds aula,
acompanhadas da preparacdo da apresentacdo aos restantes professores dos principais
aspetos desenvolvidos neste ambito;

- A existéncia de um trabalho colaborativo entre os formandos, entendido como um
trabalho realizado por um grupo de pessoas para atingirem um objetivo comum, através
de uma responsabilidade partilhada. Esta dinamica de trabalho foi desenvolvida, ao longo
de toda a formagao, de modo a criar oportunidades para a partilha e reflexao de ideias, e
de experiéncias de pratica de ensino;

- Uma prética de avaliagdao formativa percecionada como um meio de potenciar o
desenvolvimento profissional dos professores, operacionalizada nesta formacdo no
apoio/feedback fornecido quando existiu solicitagdo por parte dos professores enquanto
desenvolviam o trabalho em curso.

A formacio realizou-se em regime a distancia e foi constituida por sessdes sincronas e
sessOes de trabalho autonomo. O tipo de trabalho realizado ao longo da formacao foi
diverso (Anexo 1).

Participaram nesta formagado 14 professores, 3 do sexo masculino e 11 do sexo feminino,
com experiéncia profissional e formagcao muito diversificadas. Todos os professores,
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alunos das suas turmas envolvidos e encarregados de educacio, e diretores das escolas,
foram informados dos propdsitos do estudo e da forma como se iria proceder para a
recolha de dados. Todos eles, a excecdo dos alunos, assinaram um documento de
consentimento informado. Para salvaguardar o anonimato, todos os professores
participantes sdo indicados por um nome ficticio.

A recolha de dados incidiu sobre a reflexdo final escrita individual realizada, por cada
formando, durante um periodo de tempo de cerca de trés semanas apds a ultima sessao
presencial de formacdo. Para a realizacdo desta reflexdo foi fornecido um guido
orientador (Fig. 1).

GUIAO PARA A REFLEXAO ESCRITA INDIVIDUAL

Possiveis aspetos a abordar:

- Perspetiva geral sobre a formagdo
- Aprendizagens realizadas e capacidades desenvolvidas na formagdo

- Para uma préxima realizacdo desta mesma formacdo, sugestdes para
o seu aperfeicoamento

Figura 1. Guido para a reflexdo final escrita individual.

E de fazer notar que estas reflexdes ndo foram anénimas, pelo que os resultados deverdo
ser lidos com cuidado, sobretudo porque € possivel que os professores se tenham sentido
inibidos de apontar aspetos menos conseguidos e/ou sugestdes de aperfeicoamento, ou
tenham usado a alternativa de colocar uma sugestdo em vez da indicacdo de um aspeto
menos conseguido. No entanto, o propdsito deste estudo ndo foi tirar conclusdes sobre a
satisfacdo ou ndo dos professores participantes face a formacdo, mas sim quais as
caracteristicas da formacgdo que destacam e porqué, pelo que os riscos assinalados nao
parecem comprometer os propdsitos do estudo.

A andlise dos dados centrou-se nas caracteristicas da formacao desenvolvida identificadas
pelos professores participantes, quer enquanto pontos fortes da formacdo, quer como
aspetos menos conseguidos ou dificuldades sentidas e sugestdes para futuro. Para tal,
foram definidas, a priori, as dimensdes e categorias de andlise de acordo com o Quadro
1, tendo em conta o tipo de trabalho desenvolvido na formacao.

Quadro 1. Dimensdes e categorias de andlise.

Dimensodes de Categorias

andlise

Tarefas de Anélise e Resolugdo e Andlise de Andlise do

formacao discussao de andlise de produgdes de papel do

textos tedricos tarefas alunos professor na
matematicas exploracdo da
tarefa
Levar a Prética Global Planificacao Concretizacao Reflexao
Colaboragao Global Planifica¢do Reflexdo Dinamica de
trabalho
Recursos Humanos Materiais
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A categoria Global diz respeito as referéncias que os professores fazem quando se
referem a respetiva dimensdo, de uma forma geral.

Foram ainda considerados os recursos (banco de tarefas promotoras do desenvolvimento
do RM dos alunos) postos a disposi¢do dos professores participantes, por tais terem
também uma relacdo com os principios da formacao enunciados, de modo a constituir um
sistema internamente coerente.

Principais resultados
Tarefas de formagao

A leitura do Quadro 2 permite-nos afirmar que a andlise e discussao de textos de natureza
tedrica foi a tarefa de formagdao mais vezes referida pelos formandos (86%), como ponto
forte da formacdo. A andlise de tarefas a propor aos alunos e de elementos da prética
profissional, seja a interpretacdo de resolucdes de alunos ou o papel do professor durante
a exploracdo da tarefa na sala de aula, apresentam o mesmo valor (29%).

Quadro 2. Nimero e percentagem de formandos que indicam as tarefas de formagdo como
pontos fortes e aspetos menos conseguidos e/ou apresentam sugestdes para futuro.

Anélise e Resolucgdo e Anélise de Anélise do
discussdo de andlise de producdes de papel do
textos tedricos tarefas alunos professor na
matematicas exploracdo da
tarefa
Pontos 12 (86%) 4 (29%) 4 (29%) 4 (29%)
fortes*
Aspetos 1 (7%) - - -
menos
conseguidos
Sugestdes 1 (7%) - - -
para futuro

* O somatorio dos valores indicados nesta linha ndo perfaz 100% uma vez que as respostas
dadas podem englobar diferentes aspetos desta dimensao de andlise.

O argumento apresentado pelos professores para justificar a relevancia que atribuiram a
andlise e discussdo de textos tedricos tem a ver com o contributo que dizem ter tido esta
tarefa para o aprofundamento do seu conhecimento sobre a temética da formacgao. Para
tal terd contribuido ndo sé a leitura prévia dos textos, como a discussdo coletiva que
ocorreu nas sessoes presenciais da formacao:

Através da leitura de vdrios artigos fornecidos foi possivel efetivamente,
aprofundar o meu conhecimento sobre o raciocinio matematico: os varios tipos
de raciocinios e processos matematicos utilizados (...) Uma mais-valia foram
as discussdes que surgiram nas varias sessoes sobre a informacao contida nos
artigos. (F8)

Os temas principais dos textos selecionados foram identificados pelos professores como
aspetos importantes a considerar na formacao. Reconhecendo a importancia das tarefas
na aprendizagem dos alunos, segundo alguns professores, a clarificacio destes conceitos
permitir-lhes-4 estar mais atentos e sensibilizados para promover nos seus alunos o
desenvolvimento do RM:
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Como pontos fortes quero salientar o contacto com o quadro tedrico sobre
raciocinio matemdtico. O quadro tedrico que nos foi disponibilizado de forma
estruturada permitiu melhorar o conhecimento sobre o raciocinio matematico,
como se pode trabalhar com os alunos, quais as tarefas mais adequadas e qual
o papel do professor para que torne mais eficaz o desenvolvimento do
raciocinio. (F14)

O conhecimento fornecido durante estas sessdes de formagao nomeadamente
no que diz respeito ao que € necessdrio ter em conta para a constru¢do de uma
tarefa que despolete o raciocinio matematico (principios para a construgio de
tarefas) foi importante para a minha prética letiva. Noto que agora, até quando
estou a propor tarefas do manual, nas ditas aulas rotineiras, julgo que tenho um
pouco mais de apeténcia até para dar a volta a tarefa no sentido de a modificar
e propd-la de uma forma que incremente o raciocinio do aluno. (F10)

Os professores que, em particular, identificaram como pontos fortes da formacdo a
resolucdo e andlise de tarefas matemdticas, bem como a andlise de elementos de pratica
(andlise de producées de alunos e andlise do papel do professor na exploracdo da tarefa),
justificaram-nos pela riqueza das discussdes que emergiram durante essas andlises.
Acrescentaram ainda que a procura da interpretacdo das resolucdes e excertos de
episddios de sala de aula disponibilizados ajudou-os na clarificagdo do significado de
conceitos relacionados com o tema em estudo, como seja o caso dos processos de RM:

Foi muito interessante o confronto com as fronteiras sobre o que € uma
justificag¢do, o que é uma generalizacdo. Em particular, o desafio de interpretar
indicadores nas respostas dos alunos que nos permitem afirmar se estamos
perante uma generalizacdo, uma justificagdo correta, etc. (F14)

No que se refere aos aspetos menos conseguidos na formagdo e sugestoes de melhoria, a
unica referéncia surge exatamente na andlise de textos tedricos que foi a mais valorizada
pelos professores nas tarefas de formagao (Quadro 1). Esta referéncia, feita alids por um
professor que indicou esta tarefa como um ponto forte da formacao, € por si explicada
por considerar que esta foi para si insuficiente para a total clarificacdo dos conceitos
associados ao RM, sugerindo mais tempo e outro tipo de tarefas que permitam um
conhecimento mais profundo sobre os tipos de RM:

Ocorre-me a sensagdo de inseguranca na distin¢@o entre o raciocinio, abdutivo,
indutivo e dedutivo, que teimou em nao passar. Embora esta se tenha reduzido
bastante com a realizacao das tarefas propostas, ndo desapareceu. (...) sinto que
teria sido necessdrio, pelo menos mais uma sessdo com vdrios exemplos e
“exercicios”, para eu conseguir distinguir de forma segura os diferentes tipos
de raciocinio matematico. (F12)

Articulagdo teoria e prdtica: Levar a Prdtica

Os momentos de Levar a Pritica foram inequivocamente considerados pelos professores
como um ponto forte da formagdo. Apenas um professor ndo lhe faz referéncia, nem em
termos gerais, nem em qualquer das suas etapas (Quadro 3).
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Quadro 3. Niumero e percentagem de formandos que indicam os momentos de Levar a Pratica
como pontos fortes e aspetos menos conseguidos e/ou apresentam sugestdes para futuro.

Global Planificacdo | Concretizacdo Reflexdo
Pontos 13 (93%) 8 (57%) 9 (64%) 6 (43%)
fortes™
Aspetos - - -
menos
conseguidos
Sugestdes 3(21%) - - -
para futuro

* O somatoério dos valores indicados nesta linha ndo perfaz 100% uma vez que as respostas

dadas podem englobar diferentes aspetos desta dimensao de andlise.

De uma forma global, a tarefa de Levar a Pratica € valorizada pelos professores. Pode
mesmo encontrar-se o reconhecimento explicito do principio da formacao de estabelecer
uma articulacdo entre a teoria e a pratica, através destes momentos de interven¢do na sala
de aula. O excerto que a seguir se apresenta ilustra de forma muito clara como essa
articulacdo aconteceu no contexto da formacdo, para além de apresentar um caso
concreto, o da criacdo de uma tarefa que passa a ser feita, de forma sustentada, pelo
conjunto de principios de design discutidos num dos textos tedricos da formacao:

Um bom balan¢o entre uma vertente tedrica e de investigacdo com a vertente
do trabalho pritico dos professores € o maior desafio na formacdao de
professores. Considero que este aspeto foi bem equacionado, sendo percetivel
a alterndncia entre a exploracdo de elementos tedricos com atividades de
caracter mais pratico (...) Uma segunda vertente entendida como proveitosa foi
a criacdo de tarefas promotoras do raciocinio. Naturalmente a andlise de
exemplos de tarefas constitui-se como um elemento favordvel ao desenho de
novas tarefas, mas a sistematizacdo dos principios para a elaboracado de tarefas
para promover o raciocinio, permitiu uma observagdo mais metddica das tarefas
e a sua adaptagc@o com objetivos mais claros, favorecendo esta acdo, para além
dos limites temporais da formacao, em termos de frequéncia e intencionalidade.
(F7)

A importancia destes momentos de Levar a Pratica € ainda justificada pela riqueza das
diferentes etapas pelas quais os professores tiveram de passar, destacando-se a
planificagdo, a concretizagdo da aula e a reflexdo apos aula. Por solicitacdo da propria
formacao, estas etapas foram ainda completadas pela preparacdao de apresentacdes para
as sessoes de formacdo, proporcionando novos momentos de partilha, discussdo e
reflexao:

Os “Levar a Pratica” enriqueceram a minha pratica letiva (...) Salienta-se toda
a preparacao rigorosa dos dois momentos de “Levar a Pratica”, desde a criagao
da tarefa, preparacdo da aplicagdo em sala aula com a planificacdo da aula e
concertagdo da acdo do professor, balangco em grupo das varias aplicacodes e
construcdo das apresentagdes para o grande grupo. (F8)

A orientacao da discussdo dos momentos de “Levar a pratica” e a gestdo da
partilha dos diferentes grupos conduziu os elementos do grupo a partilharem
reflexdes entre si, e a analisar as reflexdes dos restantes grupos. (F7)

Ainda na etapa de concretizacdo, é feita referéncia a reacoes dos alunos nas duas aulas
do Levar a Pratica. Todos os quatro professores que o referenciam destacam certas
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atitudes e comportamentos positivos dos seus alunos, nomeadamente o seu envolvimento
na tarefa, parecendo sugerir uma certa surpresa da sua parte por esta constatacao:

Devo salientar que, para além de todas as aprendizagens que realizei, foi
compensador ver o entusiasmo, a forma e o envolvimento dos alunos nas
atividades propostas. Foi explicito pelas suas atitudes que as tarefas
exploratérias estimulam, para além do raciocinio matematico, o gosto pela
matematica. (F13)

E ainda de salientar que nenhum professor indicou os momentos de levar & Pratica como
aspetos menos conseguidos (Quadro 3), embora trés professores tenham apontado
sugestdoes de melhoramento no que respeita a duracao da formacdo tendo em conta estes
momentos. Estes professores sdo undnimes em proporem um maior espacamento do
tempo de formacdo de forma a facilitar a realizacdo dos dois momentos de Levar a
Pratica: “Sugeria que a formacao fosse um pouco mais espacada e com mais horas para
decorrer durante todo o ano letivo, permitindo acompanhar a realizagdo de varios “Levar
a Pratica” (F2).

Esta perspetiva ndo é, contudo, confirmada por outros professores que apontam a duracao

da formacao como adequada:

A formagdo teve muitos aspetos fortes (...) e o facto de a formacdo decorrer
por um periodo prolongado de tempo, o que nos permitiu “digerir” melhor toda
a informagdo que nos foi dada e ter hipétese de refletir sobre as nossas
experiéncias. (F12)

Fica, assim, um aspeto para reflexdo no caso de se pretender replicar no futuro esta
formacao.

Trabalho colaborativo

De acordo com o Quadro 4 pode afirmar-se que a valorizacao do trabalho colaborativo
foi expressa pela grande maioria de professores (93%).

uadro 4. Numero e percentagem de formandos que indicam o trabalho colaborativo como
dro 4. Nu p tagem de f dos q d trabalho colaborat
ponto forte e aspeto menos conseguido e/ou apresentam sugestdes para futuro.

Global Planificacdo Reflexdo Dinamica de

trabalho

Pontos 9(64%) 4 (29%) 3(21%) 2 (14%)

fortes*

Dificuldades 2 (14%) - - 1 (7%)

sentidas

Sugestoes - - -

para futuro

* O somatorio dos valores indicados nesta linha ndo perfaz 100% uma vez que as respostas
dadas podem englobar diferentes aspetos desta dimenséo de andlise.

O trabalho colaborativo, por proposta dos formadores, aconteceu, quer na resolucio de
tarefas de formacao, nas sessdes presenciais, quer na preparacao e reflexdo dos momentos
de Levar a Pratica. Em ambeas as situagdes, este tipo de trabalho foi considerado no global
como um ponto forte da formagao. As justificagdes apresentadas para esta valorizacdo
ligam-se com a qualidade e aprofundamento do que produziram e pelas aprendizagens
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que realizaram, seja nas discussdes que emergiram, levando os professores a repensarem
sobre questdes da préatica letiva associada a promoc¢do do RM dos alunos, quer na
clarificacdo de conceitos associados a tematica da formagao:

Conseguimos trabalhar de uma forma bastante produtiva, quer em sessoes
formais da ag¢do de formacao quer em sessdes de trabalho auténomo. Foi mais
um aspeto bastante positivo desta formacao. (F11)

O trabalho realizado em grupo foi uma mais-valia, pois pontos de vista
diferentes e vivéncias distintas levaram a questionamentos interessantes e cujas
davidas se foram dissipando ao longo deste trabalho (...) e como o debate
permitiu clarificar estes conceitos. (F6)

O trabalho realizado nas etapas de planificacdo e de reflexdo dos momentos de Levar a
Préitica foram particularmente destacados por alguns professores para justificar a
importancia do trabalho colaborativo durante a formacao. Em particular, a elaboracio de
tarefas durante a planificacao e a anélise de resolucio de alunos apds a concretizagdo das
aulas foram os aspetos mais vezes referidos: “Foi muito rica a discussdo na construcao
das tarefas, com base no quadro tedrico disponivel, e também na andlise das resolugcdes
dos alunos” (F14).

A dindmica de trabalho criada onde foi evidenciada a predisposi¢do e a criacdo de um
bom ambiente de trabalho entre colegas foi salientado, por dois professores, como
condi¢des muito favordveis para o trabalho desenvolvido. Muito embora a maior parte
dos professores se tenha conhecido na formacdo, o grupo disponibilizou-se a partilhar e
discutir ideias e préticas, expondo-se, como nos explicam:

Houve bastante predisposi¢do por parte dos elementos do grupo para a partilha
em todos os aspetos, afinco na construgado e reflexao acerca das tarefas a propor
e também no dar a conhecer as situacdes particulares da pratica de cada um.
(F10)

Contudo, este processo ndo foi isento de dificuldades. A necessidade de conciliar
horérios, o de construir tarefas que se adequassem aos topicos matematicos que estavam
a ser trabalhados no momento, que nao eram necessariamente 0s mesmos, tornaram esta
tarefa verdadeiramente desafiante, como nos explicam:

A intencdo de criar tarefas que permitissem contemplar varios “principios” para
a elaboracgio de tarefas, associada a necessidade de enquadrar as tarefas com os
temas em estudo, com a compatibilizacdo de diferentes op¢cdes de gestao do
programa, dificultaram a construcdo das tarefas. (F7)

Recursos

A formacdo em andlise contou com dois tipos de recursos: recursos humanos e materiais.
Desde logo, ao se comparar os valores do Quadro 5 com os dos quadros anteriores,
ressalta que os recursos foram, em geral, menos referidos pelos professores do que as
dimensdes anteriores. A titulo ilustrativo, refira-se que a frequéncia mais elevada
apresentada no Quadro 5 € trés, enquanto em quadros anteriores o valor mais elevado era
9, 12 ou 13, num total de 14 professores.
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Quadro 5. Numero e percentagem de formandos que indicam recursos disponibilizados na
formagdo como ponto forte e/ou apresentam sugestdes para futuro.

Humanos Materiais
Banco de Registos Outros
tarefas videos
Pontos fortes 3 (21%) 1 (7%) 3 (21%) -
Sugestdes 1 (7%) 3(21%) 1 (7%) 1 (7%)-
para futuro

No que respeita aos recursos humanos, o aspeto valorizado por trés professores, durante
a realizagdo do Levar a Prética, em particular na preparacao da apresentacao e reflexao
desta tarefa, foi o apoio/feedback dado pelos formadores, considerado nao s6 adequado
como contributivo para o desenvolvimento da reflexdo por parte dos professores:
“Considero que o feedback que nos foi sendo dado no decurso do desenvolvimento da
acdo foi adequado e promotor de uma atitude reflexiva por parte dos elementos do grupo”
(F10). Houve, no entanto, um professor que sentiu a necessidade de propor para futuro o
alargamento do campo do fornecimento de feedback escrito na anélise de uma das tarefas
produzidas pelo grupo de professores: “Também era interessante aprofundar o feedback
escrito e incluir a analise da avaliacdo de uma tarefa, num desses “Levar a Pratica” (F2).

No que respeita aos recursos materiais, 0 banco de tarefas disponibilizado, embora
perspetivado por um professor como uma fonte de tarefas para a sua pratica futura, foi
visto como insuficiente, muito em particular, para tarefas adequadas ao ensino
secunddrio:

[Salienta-se como ponto positivo a] coletanea de tarefas, preferencialmente
com abordagem exploratdria — tendo a presente formacao contribuido com um
banco de tarefas que irei usar, para um rebuscar na minha carteira de materiais.
(F1)

Enriquecimento do banco de tarefas para o Ensino Secundério. (F12)

H4 ainda a assinalar que, dado o projeto ter uma dimensao investigativa, foi pedido aos
professores que registassem em video as aulas lecionadas no ambito do Levar a Prética.
Assim, muito embora o registo video das aulas nao tivesse sido criado com o objetivo de
contribuir para o desenvolvimento profissional dos professores, ele foi igualmente
valorizado por trés professores que lhe reconheceram um papel importante de suporte a
sua reflexdo pds-aula. Como nos explicam: “O facto de gravarmos as aulas também nos
permitiu uma andlise mais aprofundada dos erros por mim cometidos” (F4). Contudo,
este registo nem sempre foi isento de dificuldades: “Foi também dificil de gerir sozinha
as gravagoes das aulas” (F2).

A importancia do acesso a registos videos de aulas foi ainda valorizada por um outro
professor ao sugerir outro tipo de material a disponibilizar na formagdo. Estes videos
ilustrariam o papel do professor favoravel a promo¢do do RM dos alunos e ainda estudos
que evidenciassem o desenvolvimento desta capacidade nos alunos: “Apresentarem, em
video, exemplos de questionamento e postura do professor em sala de aula; apresentarem
exemplos do progresso do raciocinio matematico: estudos de caso” (FS5).
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Discussao de resultados e conclusoes

Os resultados obtidos evidenciam que os professores fizeram referéncia a caracteristicas
da formagdo, na sua grande maioria de forma positiva. E de assinalar que, embora exista
uma certa ideia generalizada de que os professores valorizam menos a teoria do que o
conhecimento pratico (Feiman-Nemser, 1983), os resultados obtidos neste estudo
evidenciam que a possibilidade de contactar, analisar e discutir quadros tedricos €
valorizada e identificada como dando um importante contributo para o aprofundamento
do conhecimento profissional dos professores, neste caso particular sobre 0 RM.

Os momentos de Levar a Pratica foram também muito valorizados pelos professores, quer
por os verem como meios de articular a teoria com a prética, quer pelo trabalho
colaborativo que lhes permitiu desenvolver (HoSpesova, Carrillo, & Santos, 2018; Smith,
2001). Contudo, se é certo que o papel do professor na exploracdo de tarefas na sala de
aula assume grande relevancia nas vozes dos professores quando descrevem o que foi
para si mais importante no trabalho realizado nestes momentos, confirmando o
evidenciado em outros estudos (Bagdat & Yanik, 2020), esta componente ndo emerge
com a mesma relevancia na andlise de elementos de pratica, relativos ao papel do
professor. O que poderd parecer como uma incoeréncia pode ser explicado pelo reduzido
grau de aprofundamento que esta dimensdo de anélise assumiu nas discussdes sobre as
tarefas de formac@o ao longo das sessdes presenciais. Tal resultado alerta-nos para as
implicacdes que as opg¢des tomadas na formacdo podem ter no desenvolvimento
profissional de professores.

As reacdes dos alunos as aulas de Levar a Pratica foram apontadas por alguns professores
como sendo bastante positivas, o que pode vir a constituir um bom incentivo para
continuarem a desenvolver tarefas que promovam o desenvolvimento do RM dos seus
alunos, contribuindo eventualmente para a sustentabilidade desta formacao.

Os registos videos das aulas, embora criados para responder a exigéncias da dimensao
investigativa do projeto, foram valorizados por alguns professores como um elemento
importante de apoio a reflexao sobre o seu papel no trabalho com os alunos, a semelhanga
do verificado em outros estudos (Bagdat & Yanik, 2020). Este tipo de material foi assim
acrescentado aos recursos que os professores passaram a disponibilizar também para a
sua formacao.

A duragdo da formagdo acabou por se revelar como uma dimensdo ndo consensual dos
professores. Enquanto uns considerem-na adequada, outros véem-na insuficientemente
distribuida no tempo, tendo em vista os dois momentos de levar a pratica. E assim uma
dimensao da formacao que terd de continuar a ser pensada.

O desenvolvimento do RM € um objetivo de aprendizagem em matematica que pode ser
encontrado nos diversos curriculos ao longo de décadas. Contudo, da andlise das
reflexdes escritas finais dos professores verifica-se que reconhecem que ndo era claro o
entendimento que tinham dos diversos tipos e processos de RM, clarificacdo que nao
ficou, em alguns casos, totalmente conseguida no final da formacdo. Estes resultados
levam-nos a questionar até que ponto o RM, embora tradicionalmente reconhecido como
essencial na formacdo matemética do aluno, € suficientemente trabalhado na formacao
inicial e continua de professores. Embora saibamos que uma formagao ndo esgotard nunca
o saber sobre qualquer tematica, como pode ser melhorada para que todos os professores
fiquem realmente confiantes sobre o conhecimento que t€ém sobre 0 RM?
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Anexo 1

Descricao das atividades realizadas ao longo das sessoes de formacao

Sessdo

Atividades desenvolvidas

TA 1

TI: Resolucie prévia da rareta de abertura. com envie para 0s formadorss

SP 1

TGG: - Apresentacio de todos os presentas: Aprasentagido do projeto: Apresentacdo da
[ormacdo: Consentimento mlormado

Iniredugéo ao Raciocinia malemalico

TG +TGG: Discussio de alzuns aspetes da Tarefa de abertura

TA 2

TT: T.eimra de nm texto schre os significados de conceitos associados ao RM, acompanhado
de guido de letmra

SP2

1A 4

Racivcinie maleniiice e processos. clarificayao de conceilos

TGG: - Discussiio do texto e sintese de ideias chave sobre RM

RM em Geometria. pracessos de RM e dificuldades dos alimos

TG: Resolugiio da tarefa de formacio

TGG: THsenssan e sintese de ideias chave em grande grpo

Preparacde de Levar a pratica I (arrangite)

1GG: Constituigdo de grupos (Ja existentes fajuslamentos se necessaro)

11: Lettura de um artigo sobre agdes do professor promotores do descenvolvimento do RM.
acompanhada de 2uifio

RM em Algebra e enr Geonrerria: processos e dificuldades dos alunos e A¢des do professor
TG Resolugio de tarefa de formacio

TCrGr THsenssao e sintese de ideias chave em grande gmpo.

1GG: Discusséo do 2° lexio ¢ analise comparallva com o anlerior

Freparagdo Levar a pretica {continitacda):

TGG: Discusséio do guifio  aspetos a ter em conta na planificactio Levar & pretica I

TG Adapracio e escolha da tarefa para levar a prarica (possibilidade de inchiir adapracan de
tarelas do manual escolar)

11: Conerelizacio de wng aula ou parte dela com a realizacdo da tarela que se (ransfonnou
ou de outra.

TG: Preparaciio ina apressniagao suUCinta enl grupo para a sessao 4

Reflavida de Levar a praiica T-

TGG: Levar a pravice I Apresentagdo — partilha de experiéncias

RM em Algebra e em Geometria: processos e dificuldades dos alunos
T(r: Resolngio de tarefa de formacio

TGG: Discussdo € sintese de 1deias chave em grande grupo

TAS
sP 5

Teitra do texto sobre Principios de Task desien acompanhada de guiao

1T

RM emi Algebra e em Geomeiria: processos e dificuldades dos alunos

TCr: Resolngdo de rarefa de formacio

TGG: Discussdo ¢ sintese de 1deias chave em grande grupo

larefas pava promever o raciociinio

TGG: Andlise das tarefas ja realizadas de acordo com os principios de Tash design
Freparacae da Levar a pratica 11

TG: Planiticagdo Levar @ pratica I (arrangue)

Levantamento ds material de apoio 4 planiticacdc
Preparagde da Levar a Pratica II:
TG Planificacdo Levar a pratica I {eoniinnagdo)

Concretizacdo da aula planificada.
Preparacio de wma apresentagdo sucinfa em grupo para as sessdes 7 e 8

Reflexdo sobre Levar a Pratica I
1GG: Apresenlagio ¢ discussio do Levar a Prétiea 1L

sP s

Reflexdo sobre Levar a Pratica IT

TGG: Apresentacdo e discussao do Tevar a Pratica TT (conchisio)
Realizacdo da rarefa final

Balango final da formagdo

TI: Trabalho individual; TG: Trabalho de grpo: TG Trabalho em grande grpo
TA — Trabalho auténomo: SP — Sessdo presencial

234




EIEM 2021

A DISCU,SSAO COLETIVA COMO MOMENTO DE COMUNICACAO
MATEMATICA: CONTRIBUTO FORMATIVO DO ESTUDO DE AULA

WHOLE-CLASS DISCUSSION AS A MOMENT OF MATHEMATICAL
COMMUNICATION: CONTRIBUTION OF LESSON STUDY

Filipa Faria
Instituto de educagdo de Lisboa, Portugal

filipa.faria@edu.ulisboa.pt

Jodo Pedro da Ponte
Instituto de Educagdo de Lisboa, Portugal
1pponte @ie.ulisboa.pt

Margarida Rodrigues
Escola Superior de Educacdo de Lisboa, Portugal

margaridar @eselx.ipl.pt

Palavras-chave: Comunicacdo Matemdtica; Desenvolvimento Profissional; Discussdo
Coletiva; Estudo de Aula; Prética profissional.

Keywords: Mathematical Communication; Professional development; Professional
Practice; Lesson Study; Whole-class discussion.

Resumo: O presente estudo tem como objetivo compreender de que modo a pratica dos
professores de preparagdo e conducdo de discussdes coletivas, como momento de
comunicacdo matemdtica, no quadro de uma abordagem exploratéria, pode ser
promovida pelo estudo de aula, no 2.° Ciclo do Ensino Basico em Matemdtica. Para
atingir esse objetivo foram formuladas quatro questdes: i) de que forma o professor
entende a discussao coletiva, no que diz respeito aos objetivos desta discussdo, ao modo
como pode ser conduzida e aos desafios que apresenta; ii) que praticas os professores
adotam para promover a comunicacdo matemdtica durante a condugdo da discussio
coletiva; iii) que desafios os professores enfrentam durante a condugdo da discussdo
coletiva; e, por fim, iv) de que forma a preparacao e reflexdo de uma aula contribuem
para que os professores desenvolvam a sua prética de conducio de discussdo coletiva e
promocdo da comunica¢do matematica.

O estudo de aula (EA) € um processo de desenvolvimento profissional que decorre num
ambiente colaborativo e reflexivo entre professores, realizando-se em funcdo da
preparagdo de uma aula de investigacdo, e que tem revelado ser potenciador de mudancas
graduais, mas significativas, na melhoria das aprendizagens dos alunos (Fujii, 2018). Os
materiais e as aulas preparadas colaborativamente pelos professores possibilitam que os
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alunos resolvam tarefas para as quais ndo t€ém uma resolu¢ao imediata e que discutam
coletivamente. Contudo, caso as contribui¢cdes dos alunos ndo sejam exploradas, a sua
participacdo em momentos de discussdo coletiva nao se traduz necessariamente em
aprendizagem (Ulleber & Solem, 2018). Deste modo, a conducdo das discussdes coletivas
constitui um desafio para os professores, pois representa muito mais do que um desfile
de resolucdes distintas apresentadas a vez (Canavarro, 2011). Estudos continuam a
evidenciar que a comunicacdo no ensino-aprendizagem da Matemdtica carece de
investigacdo (Menezes & Nacarato, 2020) e, ainda, que a preparacdo e a condugdo de
discussdes coletivas apresentam diversos desafios aos professores, que vao desde a sua
preparacdo a exploracdo in loco de desacordos, incluindo a valorizagcdo de contetidos e
processos de aprendizagem (Stein et al., 2008). Sendo as praticas profissionais um dos
fatores que mais influencia a qualidade do ensino-aprendizagem (Ponte & Serrazina,
2004), as novas Aprendizagens Essenciais (ME, 2021) elencam ag¢des estratégicas que,
no caso da comunicac¢do matematica, incluem o reconhecimento e valorizacdo dos alunos
como agentes de comunicacdo, o questionamento com diferentes propdsitos e a
necessidade de o professor incentivar a partilha e discussdo de ideias e processos
matematicos.

O estudo realiza-se com dois grupos de professores de 2.° Ciclo. E adotada uma
metodologia qualitativa e de cardter interpretativo, seguindo uma Investigacao Baseada
em Design, composta por dois ciclos. No total, serdo realizados dois EA, sendo que em
cada EA poder4 ser conduzida mais do que uma aula de investigacdo. A estrutura destes
EA segue cinco fases — defini¢do de um objetivo de aprendizagem; planificacdo de uma
aula de investigacao; realizacdo e observacao dessa aula; discussdo pds-aula e, por fim,
reflexdo — organizadas em cerca de nove sessdes, tal como representado na tabela 1.

Tabela 1. Organizagdo das sessdes do estudo de aula.

1. ) 3. 4. 5
Fases Definicao e Realizaca Discussao -
L Planificacdo da aula p Reflexao
do EA | do objetivo (ites D0 @) o da aula pos-aula (sessdo 9)
(sessdo 1) (sessdo 7) (sessdo 8)
S.2. Refletir sobre a comunicagcdo
matemadtica durante as discussodes
coletivas; discutir o enquadramento -
. Reflexa
Apresent | da aula na unidade e preparar um o elobal
ar o EA momento de diagndstico. . &
. . . . L. . Partilhar e sobre
e discutir | S.3. Analisar o diagndstico e Realiza L
. . discutir todo o
.. acerca discutir sobre a natureza das tarefas re
Objeti . ~ . sobre os trabalho
VoS do e sobre a discussao coletiva. observa ASDELOS desenvo
conteudo S.4. Elaborar a tarefa de ra P .
. L observado Ivido
a ser investigacao. aula. < na aula neste
trabalha S.5. Planificar a aula, ’ .
. - ciclo de
do. nomeadamente a discussao EA
coletiva. ’
S.6. Rever a planificagdo e planear
a observagdo da aula.

Os dados serdo recolhidos por observagdo participante, através de um diario de bordo e
gravacdo video/dudio, recurso a entrevistas individuais e em grupo focal aos professores,
e recolha documental de materiais de apoio a pratica educativa e de reflexdes individuais.
A andlise destes dados realiza-se em vdrios momentos do estudo, através da sua
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triangulacdo, suportada por uma andlise de discurso. Os principios de design,
apresentados na tabela 2, procuram promover, ao longo das sessdes do EA, oportunidades
para os professores prepararem e refletirem sobre objetivos, condugdo e desafios que as
discussoes coletivas apresentam, dentro do contexto da sua propria prética profissional.

Tabela 2. Principios de design.

Principios de design
Al. Elaborar tarefas de natureza exploratdria e planificar a sua implementagdo
no contexto de uma aula exploratdria.
A2. Antecipar estratégias e representacdes.
A3. Antecipar e refletir sobre dificuldades dos alunos na linguagem
matematica e possiveis estratégias para ultrapassi-las.
A4. Antecipar conexdes entre estratégias de resolugdo, representacdes e

Praticas de

reparagao .
preparac conteddos.
e reflexao . T P
de AS5. Preparar e refletir sobre a utilizacdo de recursos e organizagdo dos grupos
discussdes | Pra agilizar comunica¢do dos alunos durante a discussao.
coletivas AG. Planificar e refletir sobre questdes a colocar aos alunos durante a discussao

coletiva e antecipar respostas.

A7. Monitorizar o trabalho auténomo dos alunos, selecionar resolugdes para
serem discutidas e sequencid-las.

AS8. Refletir sobre normas sociomatematicas relativas as discussdes coletivas
a serem preparadas/analisadas.

B1. Garantir que o desafio cognitivo da tarefa ndo se altera devido a
indicadores que surjam na comunicacdo do professor, tal como a validacao.
B2. Promover uma linguagem comum que se aproxime, gradualmente, de uma
maior formalizacdo matematica.

B3. Convidar os alunos a analisar, comparar e confrontar diferentes
resolucdes, valorizando diferentes formas de representacdo e a sua validade.

Praticas de

conducao - = -
deg B4. Conduzir os alunos a estabelecerem conexdes entre estratégias,
. - representacdes e conteudos.
discussoes — :
coletivas B5. Promover a participagdo dos alunos, de modo que esta contribua para o

desenvolvimento dos objetivos pretendidos.

B6. Questionar os alunos, minimizando ag¢des comunicativas de tipo
expositivo e questdes retdricas.

B7. Respeitar o tempo que os alunos precisam para estruturar € comunicar as
suas ideias, ouvindo-os ativamente.

A conjetura inicial deste estudo, que serd aprimorada no decurso da investigacao, € que a
pratica de conduc¢do de discussdes coletivas, entendida como momento de comunicacao
matematica, € promovida quando o professor antecipa e reflete sobre a atividade
matemadtica dos alunos e quando antecipa e reflete, também, sobre o tipo e o padrdo de
comunicacao.

Abstract: This study aims to understand how teacher’s pratices of preparing and leading
whole-discussions, as a moment of mathematical communication, within the framework
of an exploratory approach, can be promoted by lesson study (LS), in middle school.
Studies continue to show that communication in the teaching-learning of Mathematics
lacks investigation (Menezes & Nacarato, 2020) and also that the preparation and leading
of whole-class discussions present several challenges for teachers, ranging from
preparation to exploration of disagreements, including the appreciation of the
mathematical content and learning processes (Stein et al., 2008). The study is carried out
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with two groups of middle school mathematics teachers. A qualitative and interpretive
methodology is adopted, following a Design-Based Investigation, with two cycles. In
total, two LS will be held, and in each LS more than one research lesson may be
conducted following these five phases: definition of a learning goal; planning a research
lesson; teaching and observating of that lesson; post-lesson discussion and, finally,
reflection. Data will be collected through participant observation, with video/audio
recording, individual and focal group interviews with teachers, collection of materials
that support educational practice and individual reflections. The analysis of these data
takes place at various moments, through its triangulation, supported by a discourse
analysis.
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Contextualizacido

Este estudo tem como contexto um programa de desenvolvimento profissional de
professores de matematica do 3.° ciclo do ensino basico, desenhado e implementado com
o propdsito de promover a integracdo da resolucdo de problemas nas préticas dos
professores. Este programa assumiu as contribui¢des de varios estudos (Felmer, et al.,
2019; Leikin et al., 2000) que mostram que os professores comecam a implementar
estratégias de resolugdo de problemas nas suas aulas quando as consideram uteis para si
mesmos e para os seus alunos. Guberman e Leikin (2012) retomam o argumento de Polya
de que os professores devem colocar-se no lugar dos alunos para entenderem o que eles
pensam perante um problema a resolver.

Desafiar os professores a envolverem-se na resolu¢do de problemas € fundamental para
o desenvolvimento profissional do préprio professor. Por esta razdo, as acdes de
desenvolvimento profissional devem envolver oportunidades de resolucdo de problemas,
combinando as questdes matematicas e didaticas (Guberman & Leikin, 2012).
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Os problemas de Fermi

Os problemas de Fermi apresentam uma questdo do mundo real com o propdsito de
chegar a uma estimativa plausivel, requerendo o estabelecimento de pressupostos € uma
cadeia de raciocinios. Um exemplo destes problemas é o problema da contagem de
pessoas em multiddes, como o nimero de pessoas num concerto ao ar livre, numa
manifestacdo ou noutros eventos em que ndao € possivel contar exatamente os
participantes. Vdrios outros exemplos de problemas de Fermi da vida real e
implementados nas aulas de matematica encontram-se em Amado e Carreira (2019).

Segura et al. (2021) destacam algumas especificidades destes problemas, em particular,
o facto de serem abertos, contextualizados e poderem ser resolvidos, integrando diversos
fatores de complexidade. Permitem que os alunos aprendam novos conhecimentos
matematicos, estabelecendo conexdes com outras disciplinas, e que formulem conjeturas
fundamentadas e suposicdes razodveis sobre a situagdo real. Como consequéncia, podem
ser obtidas respostas distintas para um mesmo problema, sendo possivel observar
estratégias criativas e até inovadoras para a obtenc¢do de uma resposta. Além disso, os
problemas de Fermi t€ém um nivel de dificuldade relativamente moderado, o que pode
constituir uma vantagem numa fase inicial da implementacdo da resoluc@o de problemas.

Objetivos e metodologia

Os problemas de Fermi foram apresentados e discutidos no contexto de um projeto de
formacdao e acompanhamento que envolveu cerca de 250 professores da Regido
Autonoma dos Agores, ao longo de trés anos. Os professores foram desafiados, em vdrias
sessoes de formacgdo, a resolver problemas de Fermi. Depois, foram convidados a
implementar este tipo de problemas, em sala de aula, com os seus alunos. Os professores
eram livres de criar os seus préprios problemas ou de adaptar os problemas resolvidos
nas sessoes de formacao.

O objetivo deste estudo consiste em saber como os professores criam e apresentam
problemas de Fermi aos seus alunos e como consideram a sua relevancia e adequacao
para a aula de Matematica. Para tal, foram formuladas as seguintes questdes:

1) Que carateristicas revelam os problemas de Fermi formulados pelos professores?
2) Que relevancia atribuem os professores a estes problemas para a aula de Matemaética?

O estudo € qualitativo e baseou-se na analise das reflexdes escritas dos professores, das
partilhas das suas experi€ncias de sala de aula, nas sessdes de formacdo, e de notas de
observacao participante.

Resultados e conclusoes

A Figura 1 apresenta uma amostra dos multiplos problemas que foram criados pelos
professores participantes.

Percebe-se que os professores contextualizaram os problemas em situa¢des da vida real
dos alunos e relacionadas com problemadticas atuais, tais como o consumo de aguicar ou
de 4dgua, o tempo que os jovens passam ao telemovel, ou questdes centradas na regidao dos
Acores. Por exemplo, o problema dos passos do romeiro surgiu na época dos eventos
religiosos. O problema das macarocas € um problema real para os alunos que vivem nas
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Furnas, ao qual foi acrescentada uma relacdo com um desporto popular entre os alunos.
Estes problemas sdo verdadeiramente reais e contextualizados nas vivéncias e nas
experiéncias dos alunos, ao invés de muitos problemas que t€m um contexto artificial.

Tal como era pretendido, estes problemas ndo apresentam dados iniciais, 0 que permite
adotar diferentes estratégias de resolucdo. Exigem discussdo e planificacdo do processo
de obtencdo de dados e a criagdo de um modelo que permita estabelecer conjeturas
iniciais.

Qual sera a quantidade de | Quanto tempo passas ao | Qual a  quantidade de

agucar que a tua turma ingere | telemovel durante 1 ano? magarocas vendidas nas Furnas
durante uma semana? Corresponde a quantos dias? E | durante 1 ano?
semanas? E meses? Para obter o milho necessario,

quantos campos de futebol
teriam de ser semeados?

S SRR R
‘5‘&¢,A,~V" A A

AL

T o na Y >
ey IS o

(o ¥ g

i >3
Quantos pacotes de leite se | Quantos passos da um romeiro | Quantos litros de agua sdo

utilizarfio por semana na ilha do | numa romaria? ingeridos, num ano, pela
Faial? E por més? E por ano? » populagéo dos Agores?
) 9@
HMilk

Figura 1. Exemplos de problemas de Fermi formulados pelos professores.

Tendo em conta os resultados obtidos em sala de aula, ndo apenas os professores
mostraram interesse e criatividade na formulacdo de bons problemas de Fermi como
obtiveram reagOes positivas dos alunos na resolucdo dos mesmos. Em muitos casos,
surpreenderam-se com o envolvimento, o esfor¢o e a criatividade dos alunos na resolug¢ao
dos problemas. Por outro lado, notaram que estes problemas favorecem o trabalho de
grupo e a interdisciplinaridade. Finalmente, os professores relataram que os préprios
alunos manifestaram gosto pela resolucdo deste tipo de problemas e que, em alguns casos,
o afirmaram nas suas resolugdes escritas. A titulo ilustrativo, apresenta-se um excerto da
reflexdo escrita de uma professora que reflete a sua satisfacdo com o trabalho dos alunos
(Figura 2).

Quando me propus a aplicar o Problema de Fermi na aula mmca pensei que teria este
impacto tdo positive nos alunos, por isso sem quaisquer dinvidas que pretendo repetir o
Problema de Fermi nas minhas aulas. Deixo s0 um agradecimento especial a guem feve
a ideia de realizar este fipo de tarefa nas aulas e de a ter levado para a formagédo para
partilhar com os professores de Matematica.

Figura 2. Reflexdo de uma professora.
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Os resultados revelam que os professores criaram problemas de Fermi interessantes e
motivadores, baseados em situagdes reais, contemplando as caracteristicas que definem
um bom problema de Fermi. A implementacdo destes problemas na sala de aula foi
entendida como relevante pelos professores, favorecendo novas aprendizagens
matematicas e ligacdes com outras dreas do conhecimento, bem como atitudes positivas
dos alunos face a resolucdo de problemas. Além disso, constataram que os alunos se
envolveram na sua resolugdo e valorizaram este tipo de problemas. Tais resultados estao
em sintonia com estudos ja referidos sobre a relevancia de tarefas que os professores
legitimam quando o interesse pela sua resolucdo € visivel nos seus alunos.

Abstract: This study took place in the context of a professional development program
for mathematics teachers of the 3rd cycle of basic education. The program was designed
and implemented with the aim of promoting the integration of problem solving in
teachers’ classroom practices. The aim of the study was to know how teachers create and
present Fermi problems to their students and to understand how they see its relevance and
adequacy for the mathematics classroom. The research questions were the following:

1) What characteristics have the Fermi problems formulated by the teachers?
2) How do teachers see the relevance of such problems for the mathematics class?

The research undertook a qualitative methodology based on the analysis of the teachers’
written reflections, on their classroom experiences shared in the sessions, and on written
notes from participant observation.

The results suggest that teachers created interesting and stimulating Fermi problems,
according to the characteristics that define such problems. Its integration in the classroom
was seen as relevant by the teachers, in supporting mathematical learning, connections
with other areas, and in promoting student’s positive attitudes towards problem solving.
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Introducao

O raciocinio matematico € um aspeto fundamental na aprendizagem da matemadtica e uma
das capacidades matemadticas transversais em destaque nos novos documentos
curriculares para o ensino da matemadtica. Atendendo a importancia do desenvolvimento
do raciocinio matemdtico desde os anos iniciais, revela-se fundamental que os futuros
professores, na sua formacao inicial, desenvolvam ndo sé o seu conhecimento sobre o
raciocinio, mas também a capacidade de raciocinar, para o promoverem futuramente na
sala de aula (Stylianides & Stylianides, 2006). Surge, assim, a procura por processos que
possibilitem aos futuros professores vivenciar experiéncias significativas que permitam
esse desenvolvimento. O estudo que apresentamos neste péster tem como objetivo
compreender como € que o estudo de aula pode contribuir para o desenvolvimento do
conhecimento dos futuros professores dos primeiros anos sobre o raciocinio matematico.
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O Estudo de Aula na Formacao Inicial

O estudo de aula é um processo formativo com origem no Japao, adotado em diversos
paises e em expansdo pelo Mundo (Stigler & Hiebert, 1999). Num estudo de aula, um
grupo trabalha no planeamento pormenorizado de uma aula que é posteriormente
observada e analisada. Para isso, este processo segue um ciclo constituido por quatro
fases: (i) defini¢do do objetivo e estudo preparatdrio, (ii) planeamento da aula, (iii) aula
de investigacdo e (iv) reflexdo pds-aula (Murata, 2011). Cada fase € crucial para o
desenvolvimento da seguinte e ao longo do ciclo o grupo tem como foco a aprendizagem
do aluno. Apesar de inicialmente ter sido usado com professores em servico, o estudo de
aula tem-se expandido cada vez mais na formacao inicial, devido as suas caracteristicas
e potencialidades no desenvolvimento do conhecimento do professor. Os participantes de
um estudo de aula, sejam professores ou futuros professores, contribuem como
investigadores para a mudanga que, a longo prazo, pode ser significativa, permitindo um
modelo de melhoria continua, que incide na aprendizagem dos alunos, através de um
ensino num contexto real e colaborativo (Stigler & Hiebert, 1999).

Metodologia de Investigacao

Esta investigacdo segue uma abordagem qualitativa e o paradigma interpretativo,
adotando o design de observacao participante (Jorgensen, 1989). O estudo de aula foi
realizado numa institui¢ao de formacgao de professores durante o 2.° ano do Mestrado em
Educagdo Pré-Escolar e Ensino do 1.° Ciclo do Ensino Basico, integrado na unidade
curricular de Didatica da Matematica. Participaram no estudo quatro futuras professoras
(indicadas a seguir com nomes ficticios), duas professoras do ensino superior € a primeira
autora.

O estudo decorreu enquanto as futuras professoras se encontravam em interven¢ao numa
escola do 1.° ciclo, divididas em pares de estdgio, intervindo em duas turmas do 4.° ano
de escolaridade da mesma escola. O estudo de aula foi realizado a distancia, utilizando a
plataforma Zoom. Noutras sessdes da disciplina de Didatica da Matemética também se
abordava o raciocinio matematico.

Os dados foram recolhidos por (i) observagdo participante, registando num didrio de
bordo as evidéncias e procedendo a gravacdo video das sessdes; (ii) entrevistas
semiestruturadas, realizadas as futuras professoras no inicio e no final do estudo de aula
e as professoras do ensino superior no final do estudo de aula; (iii) recolha documental,
das producdes das futuras professoras durante as sessdes, do plano de aula elaborado e
das reflexdes finais realizadas no ambito da unidade curricular em que se integra o estudo
de aula.

Resultados

No inicio da fase de planeamento, as futuras professoras expressaram ter pouco
conhecimento sobre raciocinio matematico, como refere Mariana “o nosso entendimento
de raciocinio de matematico nao deve estar assim tao esclarecido” (Sessao 3). Assim, ao
longo do estudo de aula, este assunto foi abordado diversas vezes.

Na fase de planeamento, as futuras professoras, ao adaptarem a tarefa e, ao construirem
o plano de aula, discutiram sobre os processos de raciocinio implicitos nas questdes
colocadas aos alunos. Em conjunto com as professoras, anteciparam possiveis resolucdes
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dos alunos e justificacdes, analisando diferentes niveis de justificacio e articulando com
a possivel discussdo em grande grupo que poderia surgir na sala de aula.

Nas entrevistas finais, quando questionadas sobre o conhecimento que desenvolveram
durante o estudo de aula, as futuras professoras, entre outros aspetos, apontam o
conhecimento sobre o raciocinio matematico, principalmente no que respeita ao modo de
trabalhar com os alunos:

Sim, a questdo dos raciocinios que nds falamos muito na aula [de
Didatica da Matematica]. E depois quando fizemos o estudo de aula
deu para, digamos assim, aplicar [processos de raciocinio] ... porque
na aula da professora era uma coisa assim mais abstrata, digamos
assim, e depois termos mesmo de aplicar e ter mesmo de saber o que
estdvamos a fazer nesse sentido foi bom. (Julia, Entrevista Final)

Outras futuras professoras salientaram o facto de terem aprofundado os seus
conhecimentos ao refletirem, durante a constru¢do da tarefa, sobre qual era o processo de
raciocinio que pretendiam que os alunos desenvolvessem com determinada questao.

Consideracoes Finais

O estudo de aula desenvolvido sugere que este processo formativo pode permitir o
desenvolvimento do conhecimento dos futuros professores sobre o raciocinio matematico
e a forma de promover o desenvolvimento do raciocinio matematico nos alunos do 1.°
ciclo, principalmente nas fases de planeamento da aula, quando antecipam estratégias de
resolucdo e adaptam a tarefa, e na fase de reflexdo pds-aula, em que analisam e refletem
sobre as resolucdes dos alunos e os processos de raciocinio. Este processo possibilita
igualmente uma ligac@o entre a teoria e a pratica, permitindo que os futuros professores
preparem uma aula que € posteriormente observada e sobre a qual refletem, potenciando
o desenvolvimento de conhecimento sobre o raciocinio matematico.

Abstract: In this poster, we analyze a lesson study developed in the last year of initial
teacher education, to understand how the lesson study can contribute to the development
of prospective primary teachers’ knowledge about mathematical reasoning. Data were
collected through participant observation, recording evidence in a logbook and video
recording of the sessions, semi-structured interviews, and document collection of the
prospective teachers' productions during the sessions and written reflections. The results
suggest that this process may allow the development of prospective teachers’ knowledge
about mathematical reasoning and about how to promote the development of
mathematical reasoning in primary school students, especially in the lesson planning
phase, when anticipating solution strategies and adapting the task, and in the post-lesson
reflection phase, when they analyze and reflect on students’ solutions and reasoning
processes.
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Resumo: As tecnologias digitais estdo gradativamente mais presentes no ambiente
escolar e, por isso, as implicagdes de sua utilizacdo nos processos de ensino e
aprendizagem t€m sido cada vez mais estudadas. Nesse sentido, Oliveira et al. (2018)
salientam que existe a tendéncia para focar a atengdo mais na tecnologia como ferramenta
do que no modo como ela pode ser utilizada para ensinar ideias matemaéticas importantes,
o que nao € suficiente para provocar uma verdadeira mudanga no processo educativo.

Segundo Drijvers (2020), para a integracdo de tecnologias em préticas de ensino da
matemadtica, ndo importa apenas a ferramenta em si, isto €, a tecnologia escolhida, mas
também a forma como o seu uso € planejado e orquestrado nos processos de ensino e
aprendizagem. Esse mesmo autor apresenta um modelo que distingue trés funcdes
didaticas da integracdo das tecnologias digitais no ensino de matemadtica: (a) como
ferramenta para fazer matematica, isto €, para terceirizar trabalhos; (b) como ambiente de
aprendizagem para a pratica de habilidades; e (c) como ambiente de aprendizagem para
promover a compreensao de conceitos (Drijvers, 2015).

Numa unidade curricular (UC) de Didatica do 1.° ano de um curso de Mestrado em Ensino
de Matemadtica para o 3.° ciclo do ensino bdsico e o ensino secunddrio, procurdimos
introduzir algumas atividades com tecnologias digitais, particularmente, optando pelo
GeoGebra e dando atenc¢ao especial a Modelagem Geométrica (MG). A MG diz respeito
a criacdo de um modelo matemdtico especifico, isto €, uma representacdo de fendmenos
nos quais a linguagem da geometria se faz presente. Sao construidos a partir de pontos,
retas, segmentos e outros elementos, podendo representar quaisquer fendmenos, inclusive
os presentes em nosso cotidiano, como, por exemplo no deslizamento das grades em uma
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porta pantogrifica (Meier, 2012). Conforme Meier et al. (2016), a atividade de MG
incentiva a observagdo da matemadtica que estd no mundo, a tentativa de entendimento
dos padrdes envolvidos, a exploragdo e o refinamento de conjeturas, e assim contribui
para uma experiéncia por parte do aluno que traz consigo significacdes para além
daquelas rotineiramente proporcionadas na escola.

Enquadrado nessa atividade, foi solicitado aos FPs a constru¢do, em grupo, de material
didatico direcionado a alunos do ensino basico ou secundario, estabelecendo ferramentas
tecnoldgicas, neste caso o GeoGebra, e tarefas matematicas que deveriam proporcionar a
hipotéticos alunos o entendimento sobre a criagdo de um MG. Tal estratégia buscava
conduzir a acdo dos FPs para determinadas configuracdes didaticas, ou seja, leva-los a
tomar opg¢des quanto a forma como a tarefa seria introduzida e potencialmente explorada.
Adicionalmente, cada grupo deveria apresentar uma proposta de resolucdo para a tarefa
elaborada.

Nesse contexto, esta pesquisa tem como objectivo compreender as escolhas didéticas de
FPs para integracdo de tecnologias digitais no ensino de matemadtica ao construirem
tarefas de MG. A pesquisa seguiu uma abordagem interpretativa e qualitativa (Creswell,
2012) e os participantes sdo quinze FPs, organizados em quatro grupos (A, B, C e D) que
frequentaram a referida UC e deram expresso consentimento quanto a sua participagao.
A recolha de dados para este estudo foi realizada a partir do material elaborado pelos
grupos e sua andlise foi feita com base no modelo de Drijvers (2015), referido acima.

Nos MG elaborados pelos quatro grupos de FPs foram utilizados como base para
movimento os recursos de: Reflexdo com Relacdo a uma Reta no modelo geométrico
denominado “Sincronizacdo de bolas” (grupo A); setor circular e o conceito de
paralelogramo no “Baloi¢o” (grupo B); a ferramenta Seletor determinando uma varidvel
no “Sistema Solar” (grupo C); e propriedades do losango no modelo de Plataforma
Elevatéria (grupo D).

Os grupos trabalharam autonomamente e utilizaram a tecnologia para exploracdo e
investigacdo das relacdes geométricas necessdrias para constru¢do do modelo,
percebendo invariantes e levantando conjecturas. Neste aspecto, é importante destacar
que, no inicio da UC, apenas cinco FPs tinham tido algum contacto com o software.

Quando analisamos configuracdes didéticas decorrentes das escolhas dos FPs no que se
refere a integracdo da tecnologia, € possivel constatar que predomina a percep¢ao desta
como ambiente de aprendizagem para praticar habilidades. As tarefas elaboradas seguem
um padrio de apresentacdo visual do modelo no material direcionado para introducdo da
proposta e a insercdo do passo-a-passo para sua construcdo no material da resolugdo.
Apenas o Grupo B apresentou em sua proposta de resolu¢do do modelo, além da
apresentacdo do passo-a-passo para construcio, uma discussdo dos argumentos centrais
envolvidos no processo de desenvolvimento da MG apresentada. Ainda assim, a sua
proposta de discussdo dos conceitos envolvidos ndo explora o desenvolvimento de
estratégias para construcdo do modelo geométrico, ao indicar explicitamente a ferramenta
base para sua construcio na apresentacdo da tarefa (assinalado na Figura 1). Ou seja, os
grupos, na apresentacdo da tarefa e sua respectiva solucdo, ndo manifestam a
intencionalidade de proporcionar investigacdo ou exploracdo de conceitos com
tecnologia em atividades de MG, tirando pleno partido do ambiente de geometria
dinamica.
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Geometria na construcdo de um baloigo

Definigdo: Um baloigo € um assento suspenso por cordas ou correntes, em que as pessoas
especialmente as criangas, se sentam realizando movimentos oscilantes com o peso do corpa.
(adaptado do dicionario infopedia)

Caracteristicas do movimento: O baloigar pode ser descrito por um movimento circular oscilante num
setor, semelhante ao de um péndulo.

Estratégia de :enstru;éc:lObser-.-'a-se que o ponto mavel deve descrever um setor circular}para isso
constréi-se um setor e o ponto "mova” sobre ele. O ponto "mova” desencadeia o movimento de um
paralelogramo. Ma estrutura do baloigo, o paralelogramo representa o assento e as cordas ou
correntes que o suportam.

——

Baloico da Matematica

Figura 1. Material apresentado pelo grupo B para apresentacao do Baloico. Em vermelho,
destaque dos autores para a frase do grupo que explicita a ferramenta base para construgao do
modelo.

Reconhecendo, tal como Drijvers (2020), que a integracao de tecnologia como ambiente
de aprendizagem para compreender conceitos estd associada a funcdo de ensino mais
desafiadora a explorar pelos professores, compreende-se que seja necessaria uma
experiéncia formativa mais sustentada ao longo do tempo, para que os FPs sejam capazes
de concretizar tal tipo de ambiente de aprendizagem. Ademais, hd que atentar ao facto de
as experiéncias de aprendizagem da generalidade dos FPs, tal como documentado por
Villareal et al. (2018), terem sido muito marcadas pela presenca da matemadtica pura, com
reduzida aplicacdo ao mundo real, pelo que se torna necessario proporcionar-lhes mais
experiéncias concretas de uso de tecnologia nesse contexto e de reflexdo sobre as suas
implicagdes para o ensino.

Abstract: The present study was carried out in the didactic education of a Masters in
Mathematics teaching at a public university in Portugal, with the aim of understanding
the didactical choices of prospective teachers for the integration of digital technologies
in the teaching of mathematics when constructing geometric modeling tasks, promoting
the external connections of mathematics. Data analysis focuses on the digital materials
that the participants developed considering a framework by Drijvers, which distinguishes
three didactic functions of the integration of technology in mathematics teaching: (a) as
a tool for doing mathematics; (b) as a learning environment for practicing skills; and (c)
as a learning environment to promote understanding of concepts. The results show the
predominance of the perception of technology integration as a learning environment to
practice skills, in some cases, establishing a connection between mathematics and reality.
The results reinforce the need for a more sustained teacher education experience on
technology over time, so that future teachers are able to implement its integration as a
learning environment to understand concepts.
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