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A AULA DE MATEMÁTICA  

 

Este Encontro tem como propósito principal refletir sobre a aula de Matemática e os 

diferentes atores que nela participam. Tratando-se de um espaço de partilha de 

conhecimentos e um contexto privilegiado de aprendizagens pretende-se apresentar e 

discutir a investigação que tem vindo a ser desenvolvida neste domínio, quer a nível 

nacional quer internacional. A abrangência do tema conduz-nos a uma grande 

diversidade de domínios e cenários, muitas vezes consubstanciados na dimensão 

escolar, onde a aula tem o seu espaço próprio bem definido e delimitado.  

Na preparação da temática optou-se por um conjunto de sessões plenárias que visitam o 

tema do encontro desde uma visão histórica onde o José Manuel Matos propõe uma 

incursão pela História da Educação Matemática, o Alexander Maz-Machado lança um 

olhar sobre a formação dos futuros professores e o Arthur Powell se centra no tópico 

dos números fracionários no contexto da própria aula. Esta dinâmica que coloca o 

acento tónico em contextos tão diferenciados poderá ser consubstanciada na realização 

do painel plenário dedicado à investigação da aula de matemática onde o estudo de aula, 

o estudo da sua cultura e a utilização de vídeos podem ajudar a compor o puzzle que a 

temática encerra. 

A investigação que vem sendo produzida neste domínio é cada vez mais aprofundada e 

diversificada sendo possível identificar uma grande variedade de trabalhos e contextos. 

Para poder enquadrar esta diversidade procurou-se agrupar a investigação produzida em 

quatro eixos temáticos que correspondem a outros tantos grupos de discussão, a saber: 

Investigando a aula, A comunicação na aula de matemática, O professor e a aula de 

matemática e O aluno e a aula de matemática. Espera-se com esta dinâmica enriquecer 

o conhecimento sobre o ambiente social da aula e os diferentes aspetos da sua cultura. 

No eixo temático, Investigando a aula, assume-se que a aula continua a ser o contexto 

central do ensino e aprendizagem da matemática escolar. O estudo de registos e 

documentos do passado ajuda-nos a recontextualizar o significado das suas dinâmicas e 

dos seus traços estruturantes e a projetar o que se espera e defende para a educação do 

século XXI. Não apenas os papéis dos alunos e dos professores requerem uma 

permanente e renovada investigação, como os recursos, cada vez mais abundantes e 

acessíveis, trazem implicações e desafios acrescidos para a matemática que se aprende e 

compreende na aula de matemática. As próprias fronteiras da aula tenderão a tornar-se 

menos estanques, mercê da necessidade de articulações entre áreas do saber, que se 

reconhecem imprescindíveis para a abordagem de problemas cada vez menos 

tipificados. Por isso, na aula de matemática, as tarefas e as propostas de trabalho, bem 

como as atitudes e as metodologias desempenham funções essenciais. Neste eixo são 

múltiplas as dimensões que estarão em foco na investigação e no estudo da aula, que se 

distribuem por oito comunicações. Em particular destacam-se as práticas da aula; a 

cultura da aula; os recursos, materiais, tarefas e metodologias; a diferenciação 

pedagógica e estratégias de avaliação e a interdisciplinaridade e integração das STEM. 

No eixo temático, A comunicação na aula de matemática, reconhece-se que a 

investigação em educação matemática tem evidenciado a importância do 

desenvolvimento de capacidades transversais em paralelo com a aquisição de 

conhecimentos matemáticos. Sublinha-se ainda que, para que os alunos aprendam de 

forma eficaz e significativa, o papel do professor é determinante na aula de matemática. 
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O estudo de registos e documentos do passado tem vindo a reforçar que a opção por 

estratégias ativas de aprendizagem, que mantenham os alunos intelectualmente, 

fisicamente e socialmente envolvidos, tem um impacto positivo no seu desempenho. 

Práticas desta natureza criam oportunidades para que os alunos resolvam e formulem 

problemas, discutam ideias com os seus pares e com o professor e desenvolvam o 

espírito crítico. Neste âmbito surgem, por exemplo, o questionamento e as discussões 

coletivas que têm vindo a despertar o interesse por parte de investigadores e professores 

de Matemática. O professor tem um papel essencial na criação de um ambiente propício 

a que os alunos se envolvam na resolução da(s) tarefa(s) proposta(s), mas também na 

gestão de interações que facilitem a comunicação matemática. Falar, ouvir e escrever 

sobre matemática, ajuda a organizar e consolidar o pensamento e a expressar ideias 

matemáticas de forma coerente e precisa. Através da comunicação, as ideias 

transformam-se em objetos de reflexão, podendo ser analisadas, discutidas e refinadas. 

A promoção desta cultura de sala de aula implica que o professor crie um ambiente que 

motive a participação e o envolvimento dos alunos, colocando questões desafiantes, 

ouvindo/lendo os seus argumentos. A possibilidade de integrar uma comunidade 

matemática, através do discurso ou mesmo da escrita, traz aos alunos vantagens não só 

ao nível do desenvolvimento da linguagem, mas também ao nível da compreensão 

conceptual. Este eixo acomoda assim nove comunicações que abordam as várias 

vertentes da comunicação acima descritas. 

No eixo temático, O professor e a aula de matemática, reconhece-se que a formação e o 

desenvolvimento profissional do professor são determinantes para as opções que este 

assume na sala de aula. É o seu conhecimento, aquilo que valoriza e o contexto onde se 

encontra inserido que determinam as experiências de aprendizagem que proporciona aos 

seus alunos. Mas esse conhecimento profissional envolve uma multiplicidade de 

dimensões que decorrem da sua formação inicial e contínua, mas também das 

experiências que teve ocasião de vivenciar e de processos de socialização, onde a 

interação com os pares e as oportunidades de desenvolver trabalho colaborativo são 

elementos importantes. A aula de matemática surge assim como o campo aglutinador do 

trabalho do professor numa dupla vertente que se une num ciclo único: por um lado a 

aula de Matemática é o foco do trabalho do professor, onde as opções previamente 

assumidas são implementadas; e, por outro lado, é um ponto de partida para a reflexão e 

o desenvolvimento profissional do professor.  

Da planificação da aula, onde a escolha das tarefas e a forma de as implementar são 

aspetos centrais e onde a vertente histórica não deixará de estar presente; à sua 

implementação, operacionalizando diferentes recursos (nomeadamente os tecnológicos) 

e assumindo dinâmicas de aula diferenciadas; até à fase de reflexão entre pares, que 

termina e reinicia um novo ciclo ï estas são as grandes etapas em torno das quais se 

organiza a discussão das dez comunicações apresentadas neste eixo e onde a formação 

inicial e contínua se apresentam de forma transversal. 

No quarto e último eixo temático, O aluno e a aula de matemática, assume-se que o 

ambiente de aprendizagem, na aula de matemática, é essencial para promover 

aprendizagens significativas sobre: conceitos matemáticos, resolução de problemas, 

raciocínio e comunicação matemática entre outros. O envolvimento dos alunos em 

dinâmicas de trabalho individuais e cooperativas na aula, são fundamentais para que se 

promovam momentos de trabalho autónomo e discussões coletivas que apoiem a 

construção e a partilha de conhecimento matemático. O aluno na aula de matemática 

desempenha um papel fulcral, por exemplo, nas suas aprendizagens matemáticas e na 

interpretação do que a Matemática é, através do que acontece à sua volta. 
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As aprendizagens do aluno são apoiadas pelo processo de representar, uma maneira de 

modelar a matemática e uma forma dele mostrar o seu pensamento sobre a matemática. 

Professor e alunos usam geralmente variadas representações na aula de matemática.  As 

representações podem ser utlizadas para ajudar a compreender conceitos e processos 

matemáticos abstratos, aumentar a flexibilidade do pensamento, facilitar a resolução de 

problemas e reduzir a ansiedade de fazer matemática. No processo de aprendizagem 

pode ser usada: uma única representação; mais que uma representação em paralelo; 

ligações entre representações paralelas; integração de representações e ligações flexíveis 

entre elas. 

Este eixo é composto por dez comunicações, onde as investigações apresentadas se 

focam essencialmente nas aprendizagens dos alunos e no processo de representar. 

A vitalidade da investigação sobre o tema reflete-se ainda no número de posters 

propostos, dez, que este ano não foi possível apresentar no interior dos grupos de 

discussão devido à grande quantidade de comunicações aceites. Ainda assim, na 

estrutura destas atas, os posters foram distribuídos pelos grupos e acomodados às suas 

temáticas. Para a sua apresentação e discussão foi reservado um espaço próprio no 

programa do encontro. 

Com esta publicação esperamos contribuir para um conhecimento mais profundo das 

dimensões sociais e culturais da aula, num avanço significativo da investigação que vem 

sendo produzida em Portugal e congratulamo-nos com a presença de investigadores 

estrangeiros, como é o caso de Espanha, Estados Unidos, Brasil e Angola, de onde nos 

chegaram trabalhos de investigação que se cruzam com os produzidos em Portugal e 

que consolidam e ampliam o nosso conhecimento científico sobre o tema da Aula de 

Matemática. 

 

A Comissão Científica 
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REVISITANDO A HISTÓR IA DA EDUCAÇÃO MATEM ÁTICA ï 

FUNDAMENTOS, METODOL OGIAS E TEMÁTICAS
1
 

 

José Manuel Matos 

Faculdade de Ciências e Tecnologias da Universidade Nova de Lisboa, UIED 

 

 

Resumo: Discute-se o lugar da investigação histórica no campo mais geral da Educação 

Matemática. Problematiza-se a viabilidade de usar a disciplina escolar de Matemática 

como objeto de estudos históricos e a posição destes estudos no campo de Educação 

Matemática. Após uma revisão sobre procedimentos historiográficos e sua aplicação a 

uma História da Educação Matemática, discutem-se três exemplos problematizando a 

articulação entre os dois campos. O primeiro apoia o estudo da cultura da matemática 

escolar do atual ensino profissional com uma perspetiva histórica. O segundo usa uma 

abordagem histórica para compreender a formação do conhecimento pedagógico do 

conteúdo em professores de Matemática. O terceiro usa construtos atuais sobre a 

números racionais para questionar abordagens em livros de texto do passado. 

 

O desenvolvimento recente na área da história da educação matemática (HEM) pode ser 

visto através de vários indicadores como a realização de congressos internacionais 

específicos de âmbito regional ou mundial, a formação e consolidação de grupos de 

trabalho e pesquisa, a publicação de edições especiais em revistas científicas, o 

surgimento de periódicos específicos e de livros de síntese (por exemplo, Karp e 

Schubring, 2014 ou Furinghetti e Karp, 2018). O tema também tem ganho visibilidade 

nas publicações internacionais de educação matemática. Por exemplo, no último 

Handbook of Research in Mathematics Education (Clements e outros, 2013) 

encontramos diversos capítulos incorporando reflexões sobre o passado na discussão 

das problemáticas atuais. 

Este texto assume-se como um ponto de reflexão pessoal após mais de um decénio de 

pesquisa sobre o passado do ensino da matemática que se iniciou com a identificação de 

um programa de pesquisa (Matos, 2007) mas que necessita hoje de refletir sobre a 

relação entre a investigação em HEM e a investigação em educação matemática. Ele 

parte de um lugar, o campo de educação matemática, com os seus procedimentos de 

análise e o seu processo próprio de construção de um texto, seguindo a terminologia de 

Certeau (1982). Não será certamente a única perspetiva a partir da qual questionar o 

tema, mas é a que parece próxima da minha experiência profissional. 

Assim, como educador matemático, interessa-me questionar a prática da investigação 

histórica procurando saber da sua relevância, dos seus propósitos e dos métodos de 

realização da pesquisa para os problemas do ensino e da aprendizagem da matemática. 

Englobo nos termos educação matemática e educador matemático todos os que realizam 

                                                           
1
 Este texto é um aprofundamento do artigo Matos, J. M. (2018). O lugar da pesquisa histórica na Educação 

Matemática. REPôs - Revista Eventos Pedagógicos, 9(2), 625-644. doi:DOI: 10.30681/2236-3165 e foi apoiado por 

fundos portugueses atrav®s da Funda­«o para a Ci°ncia e a Tecnologia, Projeto UID/CED/02861/2016 
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essencialmente trabalhos de investigação sobre o ensino e aprendizagem da matemática. 

Estão pois aqui incluídos, para além de membros de instituições de ensino superior, 

professores de outras instituições. Incluo no termo HEM, para além do estudo do 

passado do ensino da matemática em contextos formais ou informais, a investigação 

sobre a história do próprio campo educação matemática. 

Não abordo aqui a problemática da utilização do conhecimento e materiais do passado 

nas aulas de matemática. Essa linha de investigação, representada pelo International 

Study Group on History and Pedagogy of Mathematics (HPM) e a European Summer 

University on the History and Epistemology in Mathematics Education realiza os seus 

próprios seminários (ESU) e tem estado presente em congressos internacionais 

(CERME, ICME). O seu propósito é sobretudo contribuir para o melhoramento da 

qualidade das aprendizagens usando a história como motivação ou como material de 

base para explorações matemáticas em aula. 

Os trabalhos de António Miguel (2005) têm alguns pontos de contacto com as reflexões 

que aqui desenvolvo, embora o seu propósito seja o de articular a educação matemática 

com a história, a filosofia e a sociologia da matemática desenvolvendo um programa de 

pesquisa que interligue aqueles campos com a formação de professores.  

Numa primeira secção abordarei as reflexões sobre a educação matemática enquanto 

disciplina de pesquisa. Questionarei depois a viabilidade de usar a disciplina de 

matemática escolar como objeto de estudos históricos seguida da problematização da 

posição dos estudos históricos no campo de educação matemática. Após uma revisão 

sobre procedimentos historiográficos e sua aplicação a uma HEM, terminarei com três 

exemplos de estudos na área. 

 

Tradições de investigação em educação matemática 

A diferenciação do campo da educação matemática faz-se a partir dos anos 1960 

quando o centro de atenção se começa a deslocar da resposta imediata a problemas de 

prática de aula, a didática, e se passa a desenvolver uma vertente de investigação, 

procurando não apenas novos métodos de ensino, mas questionando que métodos 

funcionam, como aprendem os alunos, como os professores gerem as suas aulas, e que 

paradigmas e metodologias de pesquisa são adequadas para responder a estas questões 

(Furinghetti, Matos e Menghini, 2013). Desde então o campo não tem deixado de 

crescer e abrange hoje todas as dimensões relacionadas com o ensino e aprendizagem da 

matemática. 

Embora de início a reflexão dos educadores matemáticos sobre o seu próprio trabalho 

fosse incipiente, a partir de meados da década de 1970 o impulso para a elaboração 

teórica e a reflexão tornou-se mais visível. Hans-Georg Steiner liderou esse impulso e 

desenvolve um primeiro esboço epistemológico, formando um círculo de estudo 

internacional denominado Teoria da Educação Matemática, que realizou cinco 

conferências até 1992, e se constituiu como grupo especial regular em conferências 

internacionais debatendo a natureza, as possibilidades, os limites e a legitimidade da 

educação matemática como campo científico (Furinghetti, Matos e Menghini, 2013). A 

relação entre a educação matemática e outros campos do conhecimento (psicologia, 

educação, sociologia, matemática, etc.), o poder explicativo de paradigmas 

concorrentes, a viabilidade de teorias locais, a relação entre teoria e prática, e reflexões 

sobre a mudança curricular estiveram entre as muitas contribuições desse grupo. Steiner 

defendia que a educação matemática é um campo de estudo de pleno direito. Situada na 
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área da educação, tem relações interdisciplinares com diversas áreas do saber como a 

psicologia, a antropologia, a história e a filosofia, das quais utiliza teorias, modelos ou 

paradigmas (Steiner e outros, 1984). A história, e em particular a história da 

matemática, seria uma destas disciplinas. 

Em Portugal esse trabalho de reflexão encontra eco logo no primeiro ProfMat de 1985 

com uma sessão de discussão sobre as propostas de Steiner e, mais tarde, a partir de 

1990, nos trabalhos do Grupo TEM (Teoria da Educação Matemática) que culminaram 

na publicação de textos sobre sociologia da matemática (Boavida e outros, 1998). 

Desde o seu início, e apesar de estar centrada nos problemas do ensino e da 

aprendizagem, a educação matemática assumiu formas bastante diversificadas 

consoante os modos de educação, formação cultural e formação em pesquisa dos seus 

membros. Na tentativa de caracterizar essa diversidade, Alan Bishop (1998) distinguiu 

três tradições de investigação, e usou-as como pano de fundo para uma reflexão sobre a 

relação entre pesquisa e prática educacional. Essa perspetiva é particularmente útil 

quando, nas produções atuais (artigos, livros, comunicações em congressos, etc.), 

imperam os relatos de investigações empíricas em formato estandardizado: objetivos-

revisão da literatura-análise de dados-conclusões. 

Uma primeira tradição apontada por Bishop é a tradição pedagógica, que valoriza o 

papel dos professores refletindo sobre a sua prática, sendo a experiência e a observação 

as principais componentes da pesquisa. Está presente desde o início procurando novos 

métodos de ensino. A tradição do cientista empírico, a segunda, acredita que é possível 

uma explicação da realidade educacional e o processo de pesquisa concentra a atenção 

nos métodos de obtenção dessa evidência, por vezes recorrendo a métodos 

quantitativos. Finalmente a tradição do filósofo escolástico pretende estabelecer uma 

posição teórica rigorosamente argumentada. A realidade do ensino é aqui uma 

manifestação imperfeita dessas propostas teóricas. Deteta-se a diversidade de tradições 

não apenas em diferenças entre países, mas também no modo como a investigação é 

valorizada nos diversos países (ver por exemplo, Boero e Szendrei, 1998). 

Se nos primórdios da educação matemática dominava a tradição pedagógica, nos dias de 

hoje, embora imperando a tradição do cientista empírico, observamos uma muito maior 

diversidade quer nas problemáticas, quer nos paradigmas, quer ainda nas metodologias 

usados pelos educadores matemáticos que pode ser apreciada em trabalhos recentes (por 

exemplo, Clements e outros, 2013 ou Sriraman e English, 2010). 

Bishop, no entanto, não abordou a tradição francófona usualmente denominada 

Didactique des Mathématiques consolidada a partir dos anos 1980 e que é de particular 

importância para este trabalho. Entendida pelos seus aderentes como estando próxima 

da aula de matemática, a Didactique pretende estudar o processo de disseminação do 

conhecimento matemático, com maior ênfase no estudo do seu ensino (Artigue e 

Douady, 1986). Uma das suas ideias basilares é a de que o saber matemático escolar é o 

produto de um saber prévio produzido na academia
2
. A transformação de um no outro é 

operada pela transposição didática explicitada por Yves Chevallard (1991) que a 

caracteriza como o processo pelo qual o saber científico (savoir savant) se transforma 

em saber ensinado (savoir enseign®). 

Nenhuma destas tradições de investigação tem, no entanto, produzido muita reflexão 

sobre a relação entre a educação matemática e a disciplina de história. Até há pouco 

                                                           
2 Para caracterizar a Didactique, Artigue e Douady (1986) distinguem quatro ñsub-sistemasò do sistema did§tico: o 

saber ensinado e a transposição didática, o sujeito que aprende, as situações didáticas, e o contrato didático. 
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tempo, nos textos em língua inglesa, encontramos sobretudo trabalhos discutindo o uso 

de temas do passado nas aulas na linha do programa do HPM. Ocasionalmente, refere-

se que a história será um dos campos que influenciam a educação matemática, a par da 

psicologia, da sociologia, da filosofia, etc. Steiner, por exemplo (Steiner e outros, 1984), 

alude à história, mas parece referir-se essencialmente à história da matemática e à sua 

influência nos currículos. O panorama é um pouco diferente quando observamos o meio 

ibero-americano. Aqui, pelo menos desde o primeiro congresso ibero-americano de 

história do ensino da matemática (Matos e Saraiva, 2011), é comum serem apresentados 

textos refletindo sobre a relação entre história e educação matemática. 

 

A autonomia das disciplinas escolares 

Antes de prosseguir importa questionar a viabilidade de uma HEM. Segundo Guy 

Brousseau, um dos proponentes da Didactique des Mathématiques, boa parte dos 

problemas do ensino e da aprendizagem da matem§tica s«o ñirredutivelmenteò 

matemáticos: 

 

Existem problemas em educação matemática que são irredutivelmente matemáticos ð 

por exemplo, a escolha de problemas, a organização das atividades matemáticas para fins 

didáticos, a análise da compreensão em matemática, [e] ... a estruturação do discurso 

matemático. ... Não existe uma conjunção de disciplinas clássicas que explique o 

funcionamento desta parte irredutivelmente matemática do ensino. ... Uma abordagem 

científica [a esta parte] é e será essencialmente o trabalho de um matemático. (Brousseau, 

citado por Sierpinska e Kilpatrick, 1998, p. 528) 

 

Assim, segundo parece concluir-se das suas palavras, algumas das atividades que se 

costumam considerar como sendo da responsabilidade dos docentes de matemática no 

ensino prim§rio e secund§rio, deveriam ser ñirredutivelmenteò atribu²das a matem§ticos 

que explicitariam os conteúdos, a sequência e mesmo critérios de compreensão dos 

alunos. 

Noutro texto (Matos, 2006) discuti a génese da matemática escolar, pondo em causa o 

conceito de transposição didática. Para além de mostrar que o primeiro livro de 

matemática impresso em Portugal em 1519, o Tratado da pratica darismetyca de 

Gaspar Nicolas, é também (e sobretudo) um livro didático, apontei exemplos de 

inversão da transposição didática nos quais é o saber escolar que molda o próprio 

conteúdo matemático. 

Procurando entender a matemática escolar como fenómeno cultural, diversos autores 

têm questionado o construto transposição didática, apontando que as disciplinas 

escolares não são meras vulgarizações de áreas de conhecimento produzido nas 

academias (Belhoste, 1998; Chervel, 1990; Faria Filho e outros, 2004; Julia, 1995; 

Miguel, 2005; Viñao, 2006), e a crítica mais forte vem precisamente de autores 

franceses. Belhoste (1998), em particular, destaca como matemáticos e professores de 

matemática constituem duas comunidades de prática que visam a propósitos diferentes 

tanto no domínio da pesquisa quanto no da ação pedagógica e são condicionadas pela 

realização de outras práticas sociais. Embora matemáticos e professores de matemática 

ensinem, para os primeiros esta é uma atividade secundária, enquanto que, para os 

segundos, ela está no cerne da sua identidade. Esta posição de Bruno Belhoste poderia 

ser reforçada recorrendo às reflexões interligando a educação matemática e a sociologia 
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da matemática (Miguel, 2005; Moreira e Matos, 1998). E Chervel, propondo que a 

reflex«o sobre a cultura escolar deveria estar centrada no conceito de ñdisciplinaò e n«o 

de ñsaberò, aponta que: 

 

Minhas pesquisas não confirmam em nada a existência de um grupo social 

independente da escola, cuja fun­«o seria a de transformar o saber erudito em saber 

ensin§vel. Ao contr§rio, elas me levam a ver na escola (em sentido amplo) um lugar de 

produ­«o de cultura, de uma cultura escolar, de conte¼dos de ensino, de ñdisciplinasò. £ 

preciso, portanto, apresentar um outro quadro teórico no qual se possa conceber a escola 

como criadora de ñconte¼dos culturaisò. (citado em Miguel, 2005, pp. 144-5) 

 

Um argumento semelhante é usado por Schubring (referido em Miguel, 2005) propondo 

que as pesquisas no terreno da história da educação matemática deveriam evitar 

qualquer separação entre produção e reprodução da cultura. O investigador deveria 

evitar trabalhar, implícita ou explicitamente, com o pressuposto maniqueísta que associa 

produção com invenção e ensino com socialização, divulgação ou recepção passiva da 

cultura. 

Do mesmo modo que se critica a teoria da ñsubordina­«o passivaò da matem§tica 

escolar à matemática académica, nas palavras de Miguel (2005), critica-se igualmente a 

visão de que as disciplinas escolares seriam essencialmente determinadas por grandes 

movimentos sociais e culturais, tornando desnecessárias histórias específicas de cada 

disciplina, permitindo assim diferenciar a história das disciplinas escolares de uma 

história geral da educação (Chervel, 1990; Faria Filho e outros, 2004; Julia, 1995; 

Viñao, 2006). 

Em suma, estes autores realçam a importância de considerar que escolas e professores 

não são meros reprodutores, quer de áreas do saber científico como subentende a 

transposição didática
3
, quer de determinantes sociais e culturais globais. As disciplinas 

escolares, em particular, estabelecem intera­»es mais amplas e englobam ñn«o somente 

as práticas docentes em aula, mas também as grandes finalidades que presidiram a sua 

constituição e o fenómeno de acultura­«o em massa que ela [a escola] determinaò 

(Chervel, 1990, p. 184). 

 

[As disciplinas escolares] são criações espontâneas e originais do sistema escolar (...). E 

porque o sistema escolar é detentor de um poder criativo insuficientemente valorizado até 

aqui é que ele desempenha na sociedade um papel que não se percebeu que era duplo: de 

fato ele forma não somente os indivíduos, mas também uma cultura que vem por sua vez 

penetrar, moldar, modificar a cultura da sociedade global. (Chervel, 1990, p. 184) 

 

As disciplinas escolares têm pois um lugar próprio e em certa medida autónomo o que 

legitima o estudo da sua história como área de pesquisa. 

                                                           
3 A apreciação que faço à transposição didática não deve ser lida como uma crítica aos trabalhos atuais de 

investigação francófona em HEM, que conta aliás com alguns dos intervenientes mais ativos na área. 
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O lugar da história na educação matemática 

Segundo a minha experiência, é comum os educadores matemáticos reagirem aos 

estudos históricos com um misto de curiosidade e de distanciamento. Para muitos, é 

muito interessante conhecer os detalhes desta ou daquela reforma, saber como uma 

corrente de pensamento influenciou formas de ensinar, aprender como eram usados 

antigos materiais manipuláveis, ou apreciar os modos como uma personalidade moldou 

de forma decisiva os métodos de ensino, ou escreveu livros inovadores. Mas 

simultaneamente esses educadores matemáticos não conseguem vislumbrar uma ligação 

entre esses temas e os seus interesses investigativos contemporâneos. Os estudos 

históricos aparecem como uma galeria de retratos de antepassados ou objetos de museu, 

sem dúvida interessantes, mas que não tem relevância para os problemas dos nossos 

dias. Alguns vão mesmo mais longe, considerando a investigação histórica como um 

tema a que não se deve dar grande atenção. 

Mesmo nos textos de reflexão sobre educação matemática é muito raro encontrar 

menções à investigação em HEM e mesmo quando as há, não é claro se os autores se 

referem à HEM ou à importância da reflexão histórico-epistemológica sobre os temas 

matemáticos (ver, por exemplo, Boero e Szendrei, 1998; Steiner e outros, 1984). Boa 

parte desta postura radica na a-historicidade da formação e da investigação em educação 

matemática, especialmente a radicada na tradição do cientista empírico. Devemos tomar 

em conta que a investigação em HEM é muito recente e apenas agora, com a publicação 

de textos de síntese, está em condições de poder passar a figurar como um tema 

curricular na formação de professores e na formação avançada em educação matemática 

e assim passar a fazer parte da literacia do educador matemático. 

Pretendo defender que a pesquisa histórica não deve ser uma mera curiosidade ou 

enfeite e justificarei com três argumentos: de identidade, de qualidade e de intervenção. 

O argumento identitário postula que a identidade do campo educação matemática está 

incompleta sem o conhecimento dos problemas do ensino e da aprendizagem no 

passado. A defesa da importância da identidade é também usada noutros contextos, por 

exemplo, foi (e é) recorrentemente utilizado para sustentar a identidade de nações, de 

povos, ou de grupos sociais (Prost, 1996). Do mesmo modo sustento que da formação 

de um educador matemático, ou de um professor, deveria fazer parte o conhecimento do 

passado da sua área. 

Em última análise, o argumento da identidade desemboca no segundo argumento, o da 

qualidade que pretende chamar a atenção para o facto de que um saber filiado nas 

ciências sociais não pode deixar de estabelecer pontos de contacto com as suas origens, 

tornando mais sustentadas as visões do presente. Apenas com esse conhecimento 

podemos vislumbrar como as coisas são e porque são assim e não de outra forma. 

Alguns exemplos podem tornar mais claro o argumento. É o conhecimento do passado 

que nos permite compreender as velhas (de mais de 100 anos) raízes da valorização de 

um ensino centrado no aluno (ver por exemplo, Palma, 2008), ou, por oposição, 

descobrir a modernidade da visão do professor como um profissional ativo e reflexivo 

em nítido contraste com as visões do professor como peça do mecanismo escolar sujeita 

a atualizações ou reciclagens (Matos, 2017). É ainda uma perspetiva histórica que nos 

permite conhecer melhor como o desenvolvimento curricular em matemática envolve o 

exercício de poder dos diversos intervenientes e como isso condiciona o currículo 

(Matos, 2018). É pois o conhecimento do passado que nos permite sustentar a coerência 

de um projeto: de onde vimos, para onde vamos (Prost, 1996). 
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O terceiro argumento, o da intervenção, pode parecer paradoxal. Seguindo José 

Mattoso, um medievalista português, 

 

para mim, portanto, a História não é a comemoração do passado, mas uma forma de 

interpretar o presente. Ao descobrir a relação entre o ontem e o hoje, creio poder decifrar 

a ordem possível do mundo, imaginária, porventura, mas indispensável à minha própria 

sobrevivência, para não me iludir a mim mesmo no caos de um mundo fenomenal, sem 

referências nem sentido. (Mattoso, 1997, p. 22)  

 

Da primeira vez que encontrei esta frase, achei-a de difícil aceitação. Como pode 

Mattoso considerar que o estudo dos acontecimentos na Idade Média, a sua área de 

referência, tenha relevância para o presente?
4
 Questão similar pode ser colocada ao 

estudo da HEM. Como pode o conhecimento de modos esquecidos de ensinar 

matemática, de modelos e materiais ultrapassados pela tecnologia, de conteúdos 

matemáticos já esquecidos, ajudar-nos no presente? E, no entanto, como nos alerta 

Antoine Prost (1996), os estudos históricos estão condenados à irrelevância se não 

cuidarem de mostrar a sua pertinência. Posto de outro modo, os sábios do mundo de 

hoje já não podem viver confinados à sua torre de marfim. A função social de uma 

HEM que renuncie a dizer algo sobre os problemas atuais é portanto muito pequena. 

Procurarei argumentar precisamente no sentido da relevância da pesquisa histórica para 

o estudo contemporâneo da educação matemática recorrendo mais à frente a três 

exemplos. 

 

Desenvolvendo estudos históricos 

Na síntese final do livro Mathematics Education as a research domain: A search for 

identity torna-se patente a dificuldade de um consenso sobre critérios de qualidade para 

a investigação em educação matemática ou sequer da viabilidade de tal projeto 

(Sierpinska e Kilpatrick, 1998). É justamente no contexto da discussão sobre critérios 

de qualidade que, no capítulo de Ellerton e Clements (1998), aparece uma (a única nesse 

livro?) referência a trabalhos em HEM que defende que alguns critérios de qualidade 

propostos por outros investigadores dificilmente se aplicam aos estudos do passado e a 

argumentação a que recorrem ajuda-nos a aprofundar o conceito de qualidade dos 

estudos históricos. 

Segundo eles, alguns critérios de qualidade para a investigação em educação ð

relevância, validade, originalidade, rigor e precisão e relacionamento ð parecem 

poder aplicar-se a estudos em HEM, embora seja dif²cil de discutir a ñrelev©nciaò de 

alguns estudos hist·ricos e os termos ñrigor e precis«oò devessem ser substitu²dos por 

ñabrangente e minuciosoò (ñcomprehensive and thoroughò, no original, Ellerton e 

Clements, 1998, p. 159) que não significam exatamente a mesma coisa. Já os critérios 

de o estudo ser reprodutível ou objetivo não se podem aplicar a estudos históricos (nem 

a investigações interpretativas, acrescento). 

E de facto, nos dias atuais ninguém se propõe realizar uma história (ou uma 

antropologia, ou uma sociologia) objetiva, dada a natureza idiossincrática de tais 

estudos. Desde os anos 1970 que os historiadores deixaram de centrar a discussão sobre 

                                                           
4 O leitor interessado pode consultar Mattoso (1988) para observar como o autor relaciona a génese de Portugal com a 

compreensão do país atual. 
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a ñcientificidadeò do seu trabalho na correspond°ncia entre o passado e a explica­«o 

histórica, procurando antes encontrar formas de, embora reconhecendo a semelhança 

estilística entre o discurso histórico e a ficção, assumir a possibilidade da construção de 

um conhecimento verdadeiro, construído recorrendo a provas e controles (Chartier, 

2007). Nesse sentido, Prost (1996) propõe a utilização dos termos distanciamento e 

imparcialidade em vez de objetividade. 

Steiner na sua Teoria da Educação Matemática (Steiner e outros, 1984) propunha que os 

educadores matemáticos usassem teorias, modelos, paradigmas de disciplinas 

associadas (psicologia, sociologia, antropologia, etc.). Seguindo a sua visão, sugiro que, 

para desenvolver estudos históricos de qualidade, o educador matemático deve usar as 

ferramentas do historiador, não apenas por uma questão de credibilidade do seu 

trabalho, mas sobretudo para poder chegar a textos (no sentido de Certeau, 1982) 

fiáveis. 

Um primeiro passo é compreender a distinção entre história e memória. A memória, 

individual ou coletiva, é a nossa visão dos acontecimentos passados, decantada e 

recomposta pelos anos, pelas vivências e pelas interações sociais (Prost, 1996). Embora 

a memória seja uma das fontes do historiador e o trabalho rigoroso e sistemático de 

recolhas de memórias seja muito importante
5
, a história escreve-se confrontando fontes 

e envolve um processo sistemático de reflexão sobre os vestígios do passado. 

Certeau (1982) carateriza a operação historiográfica como uma relação entre três áreas. 

Em primeiro lugar, um lugar de onde o historiador trabalha. £ aqui ñque se instauram os 

métodos, que se delineia uma topografia de interesses, que os documentos e as questões 

que lhe ser«o propostas, se organizamò (p. 67). Em segundo lugar, o historiador recorre 

a um conjunto de procedimentos e regras de análise, isto é, separa, reúne, e transforma 

os vestígios do passado criando documentos e procedendo à sua análise. Finalmente, o 

historiador procede à validação de resultados e a construção de um texto. 

Uma excelente revisão dos procedimentos historiográficos pode ser encontrada em 

Valente (2007). Seguindo de perto as propostas de Prost (1996), ele propõe que na base 

da investigação historiográfica estão os factos, entendidos como uma construção do 

historiador.  

 

Os fatos históricos são constituídos a partir de traços, de rastros deixados no presente pelo 

passado. Assim, o trabalho do historiador consiste em efetuar um trabalho sobre esses 

traços para construir os fatos. Desse modo, um fato não é outra coisa que o resultado de 

uma elaboração, de um raciocínio, a partir das marcas do passado, segundo as regras de 

uma crítica. (Valente, 2007, p. 31) 

 

Os factos históricos já não são constituídos pela introdução de um sentido na 

objetividade mas aparecem na própria análise (Certeau, 1980). Para o estabelecimento 

desses factos, o historiador recorre às suas questões de investigação. 

 

O método histórico envolve a formula­«o de quest»es aos tra­os deixados pelo 

passado, que s«o conduzidos ¨ posi­«o de fontes de pesquisa por essas quest»es, 

                                                           
5 Através, por exemplo, da história oral. 
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com o fim da construção de fatos históricos, representados pelas respostas a elas. 

(Valente, 2007, p. 32) 

 

Não existem factos independentemente dos propósitos de pesquisa e estes são 

condicionados pelo conhecimento prévio sobre o tema, e, na senda das tradições 

propostas por Bishop (1998), pela educação, pela formação cultural e pessoal do próprio 

pesquisador. São estes factos que permitem ao historiador o estabelecimento de 

periodizações, o encadeamentos de acontecimentos, conjeturar causas e atribuir 

responsabilidades. 

Apesar de o historiador partir de um lugar, existem procedimentos metodológicos que 

permitem uma crítica aos pressupostos e preconceitos desse lugar e um deles é a 

exigência de uma desnaturalização dos elementos contemporâneos. O investigador 

deve metodologicamente questionar os contextos em análise, sujeitando a crítica todos 

os elementos que lhe pareçam naturais. Posto de outro modo, o investigador necessita 

de se afastar criticamente de categorias atuais que, naturalmente, lhe aparecem como 

naturais, passe o pleonasmo. Se o não fizer, a pesquisa histórica ficará contaminada por 

categorias que fazem sentido no presente, mas que, usadas acriticamente no passado, 

cegam o pesquisador. 

O requisito de desnaturalização leva Valente (2007) a distanciar-se da tradição 

francófona de educação matemática. Segundo esta concepção, uma HEM deveria ser 

uma história de um saber e não de uma disciplina e só teria viabilidade através de uma 

forte ligação à história da matemática. Valente (2007) mostra-se muito crítico das 

consequências desta perspectiva, assumindo como particularmente nefasto para a 

pesquisa em HEM o conceito de transposição didática. O postulado de que a matemática 

escolar (savoir enseigné)procede necessariamente da matemática ciência (savoir savant) 

impede que seja realizada uma desnaturalização. 

Valente considera ainda (2007) que a produção em HEM não deve estar subordinada a 

imperativos didáticos imediatos como ele entende que a tradição da Didactique des 

Mathématiques requer. 

 

O diálogo da produção histórica com o presente, com o dia-a-dia das salas de aula, não 

pode ser relegado por uma produção sem comprometimento com a contemporaneidade. 

(...) Mas esse diálogo deve ser problematizador. Um diálogo problematizador diz respeito 

à desnaturalização dos elementos presentes no cotidiano das práticas pedagógicas, que 

envolvem o ensino de matemática. (Valente, 2007, p. 38) 

 

Tomemos um exemplo para explicar melhor o conceito de desnaturalização. 

Imaginemos que se pretendia estudar a formação de professores de Matemática no 

ensino secund§rio portugu°s. Um in²cio apressado tomaria o termo ñprofessores de 

Matemática no ensino secund§rio portugu°sò no seu sentido natural (atual) e ignoraria 

diversos problemas que este termo implica. Em primeiro lugar, não podemos assumir 

como certa a própria disciplina de Matemática que só estabiliza a sua designação e os 

seus conteúdos bem dentro da segunda metade do século XIX. Depois, apenas podemos 

falar de professores de Matemática, isto é, de um corpo de especialistas em ensinar este 

tema, quando esta profissão se estabiliza, o que apenas ocorre já no século XX. 

Certamente que antes havia pessoas (professores?) que ensinavam matemática no ensino 

secundário, mas os grupos de docência agregavam várias disciplinas (Matemática com 
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Física, Química, Ciências Naturais, Desenho ou Trabalhos Manuais, por exemplo) e os 

docentes acumulavam o ensino da matemática com o de outras disciplinas. Acresce que 

os requisitos de acesso ¨ ñprofiss«oò eram t«o permissivos e os sal§rios t«o baixos que a 

falta de indivíduos com formação científica adequada conduzia a que médicos ou 

militares, por exemplo, arredondassem os proventos da sua profissão exercendo funções 

letivas (Matos, 2014).  

Do mesmo modo, outras categorias atuais podem revelar-se armadilhas para o 

historiador (programas, escolas, exames, etc.). Usar acriticamente categorias atuais para 

realizar investigações históricas não produzirá certamente trabalhos de qualidade. 

 

Três exemplos 

No grupo de investigação sobre educação matemática da Unidade de Investigação e 

Desenvolvimento da Faculdade de Ciências e Tecnologia da Universidade Nova de 

Lisboa temos procurado refletir sobre o modo como estudos históricos podem contribuir 

para as problemáticas contemporâneas da educação matemática. Em fundo está a 

preocupação em saber o que é, de onde vem e como muda a matemática escolar 

entendida como um fenómeno cultural. Posto de outro modo, procura-se entender o 

saber matemático como imerso na cultura matemática escolar tecida pelos significados 

atribuídos pelos diferentes intervenientes (Geertz, 1973): alunos, professores, 

académicos, governantes, etc. Esta história cultural busca pois as formas criativas de 

apropriação que os agentes escolares (professores, alunos, funcionários, etc.) fazem dos 

normativos e busca no interior da escola os vestígios das práticas que aí foram 

desenvolvidas. Destacarei três exemplos de trabalhos de pesquisa realizados com forte 

intervenção deste grupo de investigação. 

Num primeiro exemplo sintetizado em Rodrigues (2014) mas também desenvolvido 

parcialmente em Moura (2016) e Novaes (2012), o objetivo de estudar a cultura 

matemática escolar em escolas profissionais portuguesas foi cumprido através de uma 

compreensão temporal alargada que envolveu o estudo dos programas envolvendo 

temas matemáticos das disciplinas das diversas escolas profissionais criadas a partir da 

segunda metade do século XIX, bem como análises comparativas de livros de texto. Foi 

assim possível caraterizar as componentes desta cultura em momentos históricos 

distintos. 

Um segundo exemplo, publicado essencialmente em Matos e Monteiro (2011) e mais 

aprofundado em Monteiro (2018), estudámos o conhecimento didático do conteúdo de 

professores de Matemática do ensino secundário desenvolvido nas dissertações 

(Conferências Pedagógicas) de futuros professores produzidas no Liceu Pedro Nunes 

em Lisboa durante os anos 1950 e 60. O estudo partiu da conjectura inicial que a cultura 

escolar nas escolas portuguesas de ensino secundário centradas na formação de 

professores vai incorporar gradualmente a construção curricular das ideias inovadoras 

da Matemática Moderna. 

Aplicando os requisitos da investigação histórica, foi pesquisado o corpus relevante, 

neste caso os textos das Conferências Pedagógicas que tinham sido publicados na 

Palestra, Revista de Pedagogia e Cultura, a revista do Liceu. Esta primeira recolha foi 

completada por uma busca no arquivo histórico do Liceu que permitiu encontrar mais 

Conferências e nalguns casos recuperar texto originais, por vezes mais longos ou que 

incluíam comentários dos professores metodólogos responsáveis pelo acompanhamento 

dos futuros professores. O levantamento foi apoiado ainda por outra documentação 
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(legislação, atas de exames) e por entrevistas a antigos formandos. Aplicando método da 

análise de conteúdo, foi possível englobar em cinco grandes categorias os temas 

tratados nas dissertações: finalidades do ensino da matemática, os novos temas 

matemáticos, metodologias para o ensino da matemática, propostas de aplicação das 

novas propostas pedagógicas, e as experiências de Matemática Moderna. Estudos 

semelhantes foram desenvolvidos no âmbito da Telescola (Matos e Almeida, 2010) ou 

das Escolas Normais Superiores (Matos, 2017b). 

No âmbito de uma HEM, o trabalho permitiu aprofundar o que já se sabia sobre a 

introdução da Matemática Moderna em Portugal, nomeadamente o papel que aquele 

Liceu desempenhou ao longo de dez anos como centro da preparação e experimentação 

das novas ideias pedagógicas. O estudo das cinco categorias permitiu conhecer a 

abrangência dos temas em discussão durante a formação de professores no Liceu, julgar 

as influências nacionais e internacionais e estabelecer ligações com outros 

acontecimentos desde o princípio do século XX. 

Mas o nosso lugar de educadores matemáticos também permitiu a posteriori estabelecer 

uma ligação com a discussão contemporânea em torno do conceito de conhecimento 

pedagógico do conteúdo. Os trabalhos de Lee Shulman (1987) foram os primeiros que 

destacaram a especificidade do conhecimento profissional docente e estimularam uma 

nova compreensão do conhecimento docente. Shulman propõe que o conhecimento 

profissional docente inclui, para além do conhecimento pedagógico geral e do 

conhecimento científico, o conhecimento pedagógico do conteúdo que ele caracteriza 

como 

 

[uma] fusão de conteúdos e pedagogia numa compreensão de como tópicos, problemas e 

assuntos específicos são organizados, representados e adaptados aos distintos interesses e 

capacidades dos alunos e apresentados para ensino. (Shulman, 1987, p. 8) 

 

Este tipo de conhecimento é indissociável da prática pedagógica e expressa-se através 

de uma bricolage apenas passível de ser desenvolvida em contextos de aula ou de 

escola. As ideias de Shulman constituíram uma visão que contrariava a corrente 

dominante sobre estudos sobre professores, na época ainda muito limitada ao estudo das 

concepções. Desde então, a maior parte dos estudos que se têm debruçado sobre o 

conhecimento profissional do professor têm procurado, numa dimensão individual, 

dissecar as suas componentes, procurar exemplos de como o professor o vai gerando ao 

longo da sua vida profissional, ou ainda refletir sobre o seu estatuto epistemológico. 

A investigação histórica que efetuámos (Matos e Monteiro, 2011) permitiu compreender 

como o conhecimento pedagógico do conteúdo foi sendo lentamente construído, não ao 

nível individual, mas no seio de uma comunidade profissional. Pudemos distinguir três 

períodos: um primeiro que se inicia em 1957 e se estende até cerca de 1962 em que são 

propostos temas relacionados com a Matemática Moderna em geral e em que as 

Conferências se centram em explorações conceptuais das novas ideias. Neste primeiro 

período os estagiários e o metodólogo recompuseram o conhecimento do conteúdo: a 

matemática moderna introduzia novos temas matemáticos que são recompostos de uma 

forma relevante para o ensino secundário. Num segundo período, até 1965, embora os 

temas propostos continuem a ser de âmbito geral, começam a aparecer as primeiras 

propostas curriculares concretas, mas ainda sem serem efectuadas aplicações práticas. 

Foi como se, durante este período, fosse necessário inventar e testar conceptualmente a 

linguagem, a sequências, as novas representações, etc. antes de as aplicar na aula. Num 
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último período, com efeitos a partir de 1965, reflete-se sobre a experiência pedagógica 

de introdução da Matemática Moderna nos últimos anos do ensino secundário. A 

componente prática do uso da matemática em aula é agora muito vincada. 

Este trabalho sugere que, num contexto de grande alteração curricular, não foi possível 

iniciar imediatamente a recomposição pedagógica sem antes os professores se 

apropriarem dos novos conteúdos científicos. No entanto, para que tal acontecesse, foi 

necessário re-escrever o próprio conhecimento científico de um modo adaptado às 

finalidades do ensino secundário. Assim, e ainda sem incluir estudos sobre a utilização 

na aula, os primeiros trabalhos incidiram numa recomposição do conhecimento 

científico, escolhendo os temas relevantes, selecionando sequências apropriadas, 

desenvolvendo termos, definições e símbolos adequados, etc. O conhecimento científico 

de que fala Shulman teve aqui que ser reelaborado pelos próprios professores. Note-se 

ainda que este estudo longitudinal sobre o conhecimento do professor apenas poderia 

efetuado recorrendo a um estudo de longa duração. 

Um terceiro exemplo pode ser apreciado nos trabalhos em curso de Rui Candeias 

(Candeias, 2017; Candeias e Monteiro, 2016) centrados na formação de professores 

para o ensino primário em Portugal e no conceito de número racional positivo
6
. Numa 

primeira fase foram estudados os normativos legais que balizaram essa formação, desde 

a formação de professores em escolas de ensino mútuo até 1974 (parcialmente 

publicada em Candeias e Matos, 2016), discutindo os diversos modelos de formação 

que foram sendo concebidos e aplicados. Acompanhando o crescimento da rede pública 

de escolas normais, foi feito um levantamento dos critérios de acesso, das disciplinas e 

dos exames finais, relevando em cada caso os requisitos matemáticos envolvidos. Após 

este estudo, Candeias efetuou um levantamento dos livros de texto que incluíam 

conteúdos sobre o ensino da matemática usados naquelas escolas. Finalmente decidiu 

estudar, a partir da análise de livros de didática, a forma como era feita a primeira 

abordagem aos números racionais não negativos, na formação de professores do ensino 

primário, em diferentes épocas.  Um dos aspetos estudados é o enquadramento das 

propostas didáticas dos livros do período em estudo num modelo contemporâneo que 

trabalha com os diferentes significados que as frações, em contexto escolar, podem 

assumir (Monteiro e Pinto, 2005). 

Do ponto de vista da HEM, o seu trabalho propôs uma sequência de etapas de 

desenvolvimento das escolas normais. Foi possível conhecer a evolução dos conteúdos 

matemáticos, destacando em particular a inclusão de temas visando dotar as escolas 

primárias de capacidades de um embrião de formação profissional (agricultura, 

agrimensura, comércio), ou a diferenciação de formação entre os dois sexos (mais temas 

matemáticos e mais avançados para alunos, menos temas e uma visão matemática mais 

prática para alunas). Foi ainda possível detetar os modos como duas correntes 

programáticas (a Escola Nova primeiro e a Matemática Moderna depois) influenciaram 

as abordagens metodológicas dos livros de texto. 

Do ponto de vista mais geral da educação matemática, o estudo vai permitir, por um 

lado, validar o modelo contemporâneo que trabalha com os diferentes significados que 

as frações podem assumir em contexto escolar (Monteiro e Pinto, 2005)e, por outro, 

conhecer os momentos em que esses diferentes significados foram aparecendo nos 

livros de didática. 

                                                           
6 O trabalho de Candeias apenas incide sobre os racionais positivos, pelo que, para uma economia de escrita, passarei 

a mencionar apenas o termo ñracionaisò. 
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No entanto, foram necessários cuidados especiais para realizar esta ligação aos temas 

contemporâneos. Em contexto escolar, as frações podem assumir diferentes significados 

que implicam procedimentos didáticos diferentes. O modelo escolhido por Candeias 

(Monteiro e Pinto, 2005) distingue seis significados: 

 

1. a relação parte-todo de uma unidade contínua, 

2. a relação parte-todo de uma unidade discreta, 

3. o quociente entre dois números inteiros representados pela fração ὥ/ὦ, 
4. o operador partitivo multiplicativo, em que a fração ὥ/ὦ  transforma o cardinal 

de um conjunto discreto, 

5. a medida, em que se compara uma grandeza com outra, tomada como 

unidade. 

6. a razão entre as duas partes do mesmo todo. 

 

Estes seis significados, desenvolvidos a partir de materiais contemporâneos, pretendem 

descrever todos os significados que as frações poderiam assumir na literatura educativa. 

Mas seria possível encontrar estes significados nos livros de texto do passado? 

A primeira etapa consistiu pois em desnaturalizar o modelo, começando pelos próprios 

números racionais. O conceito de número racional inserido na sequência naturais -> 

inteiros -> racionais -> reais -> complexos apenas aparece em meados do século XX 

como consequência da valorização da unidade da matemática e do uso da linguagem 

dos conjuntos trazidos pela Matemática Moderna. O termo é anacrónico antes do século 

XX. Foi pois necessário estar atento a outras terminologias que se referissem às 

cole­»es de n¼meros que hoje designamos como racionais (ñquebradosò, ñdecimaisò, 

ñfra­»esò, etc.). 

Recorrendo a uma an§lise de conte¼do, foram identificadas as ocorr°ncias de ñn¼meros 

racionaisò nos livros de texto e desenvolvidas categorias sem cuidar de as fazer 

corresponder com as categorias previstas no modelo. Só então, numa segunda etapa, 

estas novas categorias foram confrontadas com os seis significados do modelo. Se se 

tivesse invertido esta sequência corria-se o risco de adulterar os significados do passado 

ao forçá-los numa categorização definida no presente. Podia mesmo acontecer que o 

investigador se tornasse cego a modelos, processos, argumentações do passado que 

conduzissem a significados distintos. 

Em todos os exemplos foram constituídos factos, periodizações, encadeamentos através 

de procedimentos de análise histórica e finalmente desenvolvido um texto. Em todos 

houve especial cuidado com o processo de desnaturalização. Enquanto nos primeiros 

exemplos a reflexão com relevância para a educação matemática foi feita após a 

conclusão da investigação histórica, no último, a preocupação de validação de um 

modelo contemporâneo ditou um especial cuidado de desnaturalização do conceito 

(números racionais) e uma análise de conteúdo autónoma. De novo, a validação do 

modelo só ocorreu já na fase final do estudo. 

 

Concluindo 

A partir do lugar de educador matemático, procurei argumentar no sentido da 

viabilidade de uma HEM que se constitua simultaneamente como uma área de 

investigação histórica e que dialogue com os problemas presentes da educação 
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matemática. Considerando a educação matemática um campo de reflexão e ação, 

argumentei da sua viabilidade centrada essencialmente na abertura de perspetivas 

possibilitada pelas perspetivas de uma história cultural e pelo postulado da autonomia 

das disciplinas escolares suportados na adoção das melhores práticas historiográficas 

contemporâneas. Terminei apresentando três exemplos. 

Este tipo de trabalho integrando paradigmas distintos podia ser desenvolvido recorrendo 

apenas a um saber histórico? Acompanhando Miguel (2005), penso que não. As 

especificidades da cultura matemática nas escolas profissionais, os conteúdos 

matemáticos escolares, ou as distinções entre os modelos de números racionais apenas 

poderiam ser apreciados através do lugar de um educador matemático. Mas 

simultaneamente apenas uma historiografia, com a sua desnaturalização, a sua crítica 

das fontes, entre outros, conseguiria desenvolver aqueles trabalhos. 
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Resumen: La formación matemática que se imparte a los futuros maestros es de 

crucial importancia porque son estos quienes han de iniciar a los alumnos de 

Educación infantil y primaria en el aprendizaje de los conceptos matemáticos básicos. 

Esto ha hecho que sean objeto de frecuentes investigaciones sobre variados temas como 

por ejemplo sus procesos de aprendizaje de las matemáticas, sus actitudes, creencias y 

concepciones tanto de las matemáticas como de su enseñanza. 

En ocasiones los resultados de estas investigaciones parecen contradictorios con lo que 

observamos en nuestras aulas con este tipo de alumnos. Es entonces cuando 

empezamos a cuestionar si los profesores de estos futuros maestros cometemos algún 

tipo de error en nuestra labor docente con ellos. Sin embargo, en pocas ocasiones 

razonamos sobre las particularidades curriculares, cognitivas o motivacionales de 

muchos de los grupos analizados en tales investigaciones. Teniendo esto presente 

presentaremos algunos ejemplos de estas situaciones. 

Descriptores: Formación del profesorado; investigación; educación matemática; 

investigación. 

 

Introducción 

La adquisición de conocimientos matemáticos en la Educación Primaria es fundamental 

para los niños porque estos les permitirán adquirir herramientas cognitivas y 

conceptuales para interpretar el mundo que les rodea. Sin duda, en la actualidad vivimos 

en una sociedad cambiante en la  que surgen variadas necesidades, entre ellas las 

matemáticas, que son relevantes para desenvolvernos en este acelerado mundo. Por 

ejemplo se requieren unas matemáticas para la vida diaria, para el trabajo o para 

desarrollar una comunidad científica y técnica (NCTM, 2003). En el reporte Adding it 

up (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001) se enfatizó la necesidad de desarrollar en los 

escolares cinco aspectos matemáticos para que puedan alcanzar un alta habilidad 

matemática:  

 

¶ Comprensión conceptual ïcomprensión de los conceptos matemáticos, sus 

operaciones y relaciones. 

¶ Fluidez de procedimientos ïhabilidad para llevar a cabo los procedimientos de 

manera flexible, precisa, eficiente y apropiada. 

¶ Competencia estratégica ïcapacidad para formular, representar y resolver 

problemas matemáticos. 

¶ Razonamiento adaptativo ïcapacidad de pensamiento lógico, reflexión, 

explicación y justificación. 
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¶ Disposición productiva ïinclinación habitual a ver las matemáticas como algo  

sensato, útil y valioso. 

 

El planteamiento que surge es si realmente los estudiantes alcanzan el dominio de estos 

distintos aspectos, si realmente desarrollan las competencias matemáticas que se 

consideran relevantes. 

Sin embargo, en general no es fácil investigar directamente con los alumnos de las 

etapas de infantil, primaria o secundaria. Entre otras razones porque es necesario contar 

con el visto bueno del centro escolar, con el de los padres y con el del profesorado. 

Además, es imprescindible disponer de recursos humanos y económicos que permitan  

realizar investigaciones de gran calado y que sean extrapolables a una población 

educativa más amplia. 

Muchos investigadores no tenemos  fácil ese acceso a la información directa de los 

escolares, por eso  buscamos en su ñnoosferaò en t®rminos de Chevallard (1991). As² 

procuramos examinar la información de los libros de texto, los planes curriculares, los 

centros o de  sus maestros (Bulut, 2007; Díaz-Levicoy, Batanero, Arteaga y López-

Martín, 2015; Martínez y Gorgorio, 2004; Remillard, 2005). Ejemplos de estas 

investigaciones... Y generalmente esta investigación se hace de manera disyunta entre 

esta variada población de estudio. 

Otro inconveniente se debe a que en general el profesorado (en cualquiera de los niveles 

educativos: primaria, secundaria o universidad) es altamente reacio a ser objeto de 

investigación. Sienten que se puede estar evaluando su desempeño docente y esgrimen 

diversas causas para no participar en investigaciones en las que sean ellos los sujetos de 

estudio (Hirsh y Navia, 2015). 

Ante este panorama, los investigadores que además somos docentes en las facultades 

donde se forman a los futuros maestros y profesores en las distintas etapas escolares 

recurrimos en ocasiones a realizar investigaciones que tienen como objeto de estudio a 

nuestros propios alumnos.  

La formación matemática que se imparte a los futuros maestros de educación infantil o 

primaria es de crucial importancia porque son estos quienes en el futuro han de iniciar a 

los alumnos de Educación infantil y primaria en el aprendizaje de los conceptos 

matemáticos básicos. Llinares (2009) señala esta importancia destacando que el 

profesorado de primaria para poder enseñar matemáticas requiere unas competencias 

matemáticas que deben ser consideradas en el diseño de los programas de formación. 

Estas competencias deben ser insertadas en las competencias docentes y profesionales 

que se requieren para desarrollar una labor docente en la Educación Primaria. 

Dentro de las muchas líneas teóricas de investigación centradas en la formación del 

profesorado se incluye la del conocimiento matemático para la enseñanza 

(Mathematical Knowledge for Teaching ï MKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008) liderada 

por el grupo de Debora Ball. El MKT distingue dos grandes dominios, el conocimiento 

del contenido matemático y el conocimiento didáctico de contenido. Pero hay otras 

líneas que son o bien variantes de esta o que se fundamentan en principios diferentes. 

Una manera de verificar la importancia, la actualidad y sobre todo el frecuente uso de 

los alumnos para maestro como objeto de investigación es la consulta de algunas bases 

de datos. Concretamente, al hacer una búsqueda de documentos que traten sobre la 

formación de maestros y las matemáticas en el periodo 2010 a 2018, en tres fuentes de 
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información de reconocido prestigio (Google Scholar, WoS y SCOPUS), se obtiene una 

gran cantidad de documentos (Tabla 1). Esto es un indicio de la preocupación por la 

formación que reciben quienes se preparan para desempeñar la tarea de enseñar las 

matemáticas básicas a los escolares.  

Otro factor a considerar es que tomando como ejemplo los artículos de SCOPUS, se 

hizo un muestreo del 10% de los documentos y se halló que en cerca del 90% la 

elección de la muestra fue intencional, es decir se recurrió a los sujetos más cercanos 

disponibles: los propios alumnos del investigador. 

Estos artículos abarcan aspectos tan variados y amplios como el contenido pedagógico, 

la compresión de conceptos determinados, los errores y dificultades asociados a un 

concepto, razonamiento matemático, creencias, actitudes, género, concepciones, 

competencias, aprendizaje, entrenamiento para la practica docente, recursos, sentido 

numérico, resolución de problemas, competencias profesionales, TICs, etc. (Block, 

Moscoso, Ramírez y Solares, 2007; Estrada, Bernabeu y Fortuny, 2004; Madrid, León-

Mantero y Maz-Machado, 2015). 

 

Tabla 1 ï Documentos sobre maestros en formación entre 2010-2018 

 

Sitio de búsqueda Término de búsqueda Nº documentos 

Google Académico Matemáticas maestros en formación 15300 

WoS Mathematics teachers in training 1697 

SCOPUS Mathematics teachers in training 1020 

 

El conflicto 

Ahora bien, ¿qué ocurre cuando los investigadores tomamos a su vez al papel de 

consumidores de los resultados de las investigaciones que se publican en los artículos? 

Es decir, ¿qué sucede cuando tratamos de hacer un proceso reflexivo de los hallazgos 

que allí se exponen con lo que nos encontramos en las aulas los estudiantes para 

maestro que son a su vez  nuestros alumnos?  

En ocasiones los resultados de estas investigaciones parecen contradictorios con lo que 

observamos en nuestras aulas con este tipo de alumnos. Es entonces cuando empezamos 

a cuestionar si los profesores de estos futuros maestros cometemos algún tipo de error 

en nuestra labor docente con ellos. 

¿Qué hacer y cómo justificar que aunque incorporemos aquellas novedades didácticas o 

metodológicas que recomiendan y sugieren las investigaciones publicadas, no 

obtenemos los mismos resultados en términos de mejora del aprendizaje, el rendimiento 

académico,  la motivación etc.? 

 

Los ejemplos 

A continuación presentaré dos ejemplos sobre lo que hemos hallado en algunos cursos 

de matemáticas básicas para maestros en formación relacionados con las fracciones y 

los porcentajes. Para contextualizar estos ejemplos, debemos decir que la asignatura se 

imparte en primer curso del Grado en Educación Primaria y que tiene una carga docente 
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de 6 créditos ECTS para el alumnado, con tres horas de clases teóricas y una de 

prácticas a  la semana. 

En esta asignatura se enseñan  (o recuerdan) los conceptos básicos de las matemáticas 

de educación primaria y dentro de los objetivos específicos de la asignatura se 

especifican dos:  

¶ Conocer y dominar los contenidos matemáticos que se imparten en Educación 

Primaria.  

¶ Enunciar, formular y resolver problemas matemáticos mediante diferentes 

estrategias en una variedad de situaciones y contextos. 

Estos objetivos están en coherencia con las competencias que se pretenden desarrollar, 

en particular con: 

¶ Adquirir competencias matemáticas básicas (numéricas, cálculo, geométricas, 

representaciones espaciales, estimación y medida, organización e interpretación 

de la información, etc.). 

¶ Plantear y resolver problemas vinculados con la vida cotidiana. 

 

Para lograrlo el profesorado que imparte la asignatura (del que hago parte), fomenta el 

desarrollo de problemas, ejercicios, actividades y el manejo de variados materiales 

didácticos manipulativos (regletas, baraja de fracciones, etc.). 

La evaluación corresponde en parte al trabajo de prácticas realizadas en el aula, otra a 

otras actividades que se realizan o bien en clase o fuera de ella  y finalmente otra parte  

corresponde al examen escrito. En el primer ejemplo se presentan los resultados de un 

problema del examen y en el segundo ejemplo el resultado de una actividad de prácticas 

realizada en el aula. 

 

Caso 1. 

 En dos grupos de primer curso de maestro para maestro y en una asignatura de 

matemáticas (180 alumnos), se enseñaron las fracciones en su aspectos conceptuales y 

las operaciones con ellas, se realizaron prácticas con materiales manipulativos discretos 

y continuos y se realizaron ejercicios de distinto tipo. En general las horas sobre este 

tema se orientaron hacia el desarrollo de competencias y el desarrollo de habilidades en 

el uso de materiales didácticos para la enseñanza de las fracciones en primaria. Todo 

ello teniendo en cuenta que según Brommer y Brophy (1986), la opinión que el maestro 

tiene sobre un determinado concepto y su proceso de enseñanza-aprendizaje influyen de 

manera determinante en la planificación y evaluación de tal concepto. 

Al terminar el curso, se les aplicó un examen escrito en el cuál se pidió que resolvieran 

un problema en el que debían operar con fracciones. El problema planteado fue el 

siguiente: 
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Receta para hacer un pastel de manzana 

Si los ingredientes para cocinar cuatro porciones de manzanas  rellenas horneadas son: 

 

Å 4 manzanas grandes. Å 1/2 cucharadita de nuez moscada.    

Å 1/3 de taza de az¼car moreno. Å 1/4 de cucharadita de canela.    

Å 1/4 de taza de nueces picadas. Å 2 cucharaditas de margarina suave. 

Å 1/4 de taza de pasas. Å 2/3 de taza de agua 

   Å Ralladura de 1/2 lim·n.  

 

¿Qué cantidades serán necesarias para cocinar una sola porción? Escribe la respuesta al 

lado de cada ingrediente. 

Las respuestas dadas por el alumnado señalaron que solamente el 46,7% obtuvieron la 

nueva receta de forma correcta, por tanto el 53,3% respondió de  forma incorrecta. Al 

analizar en detalle las respuestas dadas para cada ingrediente se observa que en 

promedio el 40,9 % de las respuestas fueron erróneas, unos porcentajes demasiado altos 

para la enseñanza recibida (Tabla 2). Asombra por ejemplo que un 20,7% respondieran 

incorrectamente la pregunta sobre el número de manzanas cuando es una división 

sencilla. 

 

Tabla 2 ï Respuesta al problema del pastel de manzana 

 

 

Más de la mitad de los alumnos no fueron capaces de resolver el problema propuesto. 

Aunque dominaban las operaciones con las fracciones, no comprendían cuál era el 

proceso que se debía aplicar para obtener una parte de un todo si este todo se expresaba 

como suma de partes no equivalentes. Pese a que en el aula se realizaron actividades 

donde se manipularon objetos y se practicaron las operaciones con fracciones, un 

elevado porcentaje de los alumnos fueron incapaces de trasladar estos conocimientos 

para resolver una situación cotidiana como es elaborar un pastel más pequeño (de una 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

 
 

32 

sola porción), la cual requería la utilización de conocimientos sobre fracciones en un 

contexto no matemático. 

 

Caso 2. 

En la asignatura de matemáticas del primer curso del grado de Educación Primaria, 

cuando se enseña el tema de fracciones también se trabajan los porcentajes. Como ya se 

ha indicado se trabaja con énfasis en los aspectos manipulativos, conceptuales y 

algorítmicos asociados al porcentaje. Como bien señala Moss (2002) los alumnos de 

primaria deben desarrollar habilidades de representación de los decimales, fracciones y 

porcentajes de manera intercambiable, por tanto planteamos a los futuros maestros una 

actividad para conectar porcentaje y fracción en la relación parte-todo. 

En concreto se les pidió que representaran algunos porcentajes en modelos continuos 

(áreas) como se muestra en la figura 1. 

 

 

Figura 1 ï Plantilla de actividades propuesta. Nota: los triángulos son equiláteros 

 

Para el porcentajes de 50% hubo pocos errores, una media del 3,03%. Asombra que  

incluso para el 100% algún alumno cometiera errores, aunque se trata de casos aislados 

con una media del 2,2%. En el caso del 25%, los resultados para el rectángulo fueron 

similares pero para el circulo los errores fueron del 10,7% y para el triángulo el 52,8% 

un valor alto dada la sencillez de la pregunta. 
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Figura 2 ï A)  Ejemplos correctos para 25%; B) Ejemplos incorrectos para 25% 

 

El número de errores aumenta con el resto de porcentajes. Así, la representación de los 

porcentajes de 30% y 40% presentó gran dificultad para los alumnos (Tabla 3). 

 

Tabla 3 ï Resultados para las representaciones del 30% y 40% 

 

 

La siguiente figura muestra ejemplos de alumnos que resolvieron correctamente esta 

pregunta. 

A) 

 

B)  
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Figura 2 ï Respuestas correctas para 30% y 40% 

 

A su vez, se observa que un relevante porcentaje de los estudiantes confunden el 30% 

con 1/3 olvidando que esto representa aproximadamente el 33,33% (Figura 3). 

 

 

Figura 3 ï Respuestas incorrectas para 30% 

 

Para la tarea de representar el 40% también se evidencia la confusión o asociación del 

valor 40% con un cuarto (Figura ), lo que se muestra en las representaciones hechas 

sobre algunos de los círculos y cuadrados. Tanto para este porcentaje como para el 30% 

los alumnos olvidan que toda fracción representa un determinado número de partes 

iguales de un todo y por lo tanto si por ejemplo dividen la figura en 10 partes bastara 

tomar tres o cuatro de ellas. 

 

 

Figura 4 ï Respuesta incorrectas para 40% 
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Las fracciones y los porcentajes son conceptos fundamentales en la enseñanza en los 

niveles de Enseñanza Primaria y Secundaria Obligatoria, formando parte del currículo 

oficial en España en ambas etapas, y pese a que se utilizan a diario en multitud de 

situaciones cotidianas, los futuros maestros presentan deficiencias en situaciones 

sencillas de representación de porcentajes en términos de las partes del área de un todo 

cuando este es continuo. 

 

Discusión 

Si los profesores hemos seguido algunas de las recomendaciones que hacen tanto 

algunas de las teorías como numerosos  artículos de investigación, por ejemplo la 

incorporación de materiales didácticos manipulativos, la presentación en clase de 

problemas contextualizados, el trabajo en pequeños grupos o el fomento del trabajo 

colaborativo en la clase de matemáticas, ¿por qué los resultados de ciertas actividades 

planteadas a los alumnos son tan diferentes a los de estos estudios y teorías? 

Considero que entre las diferencias, ese encuentra, el resultado de tratar de poner en 

práctica  recomendaciones hechas sobre modelos ideales o sobre grupos en condiciones 

no reales. Es decir, en gran medida la teoría propone realizar acciones con base a los 

resultados obtenidos sobre grupos reducidos lo que es algo irreal en la mayoría de las 

aulas, por ejemplo en nuestras aulas contamos con más de 90 alumnos por grupo. En 

ocasiones las experiencias realizadas invierten un mayor tiempo de clase del que 

normalmente se dedica a dichos temas (sobre todo si se tiene en cuenta el currículo 

establecido), plantean incorporar innovaciones (metodológicas o didácticas) que 

requieren de equipos humanos y tecnológicos para su diseño o aplicación y de los que 

generalmente no disponemos la mayoría de docentes. En otros situaciones se pretende 

ampliar la experiencia de un solo sujeto, sometido a un estudio de caso, a grupos 

enteros. 

Un segundo aspecto a considerar es lo que el centro permite hacer dentro de la libertad 

de cátedra de cada profesor. Es necesario tener en cuenta que los profesores en general 

están regidos por un plan curricular dentro de  una legislación específica. A modo de 

ejemplo en España cada universidad es autónoma para decidir que contenidos imparte y 

que competencias desarrolla en los futuros maestros, no hay unos contenidos, ni 

competencias mínimas comunes para todo el país, así el perfil de un maestro de una 

universidad no tiene nada que ver con el de otra de la misma ciudad (Madrid, Jiménez-

Fanjul y Maz-Machado, 2016). Como caso contrario por ejemplo en Ecuador si hay 

unas directrices comunes mínimas a todas las universidades respecto al currículo de la 

formación del profesorado. 

Finalmente, está el propio profesor quien  decide qué y cómo explicar en cada clase, qué 

tareas realizar, etc. Esto depende de aspectos afectivos y psicológicos, como de las 

infraestructuras con que cuente y por supuesto de sus conocimientos tanto de las 

matemáticas como de la parte didáctica (Tabla 4). 
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Tabla 4 ï Triada de propuestas de mejora de la enseñanza de las matemáticas en Primaria 

Lo que la teoría propone 

que debe hacerse 

Lo que se puede hacer en los 

contextos reales 

Lo que quiere hacer el 

profesor 

Pensado para grupos ideales; 

generalmente se ha puesto en 

práctica con grupos reducidos 

y con condiciones educativas 

artificiales que en muchos 

casos no se corresponden con 

la realidad educativa. 

En ocasiones se pretende 

generalizar un estudio de 

caso.  

Esta condicionado por el 

contexto socio-cultural y 

económico. 

Asimismo, la legislación 

educativa limita y concreta los 

contenidos a través del 

currículo (en el caso de la 

Educación Primaria y 

Secundaria). Algo similar 

ocurre con las políticas del 

centro educativo (las 

competencias que fomentan y 

los objetivos que pretender 

alcanzar). 

Está subordinado a aspectos 

afectivos y psicológicos del 

profesorado: sus actitudes, 

creencias, concepciones, su 

interés. 

También a aspectos de 

infraestructura (por ejemplo, 

recursos del centro) y de 

conocimientos propios de las 

matemáticas o de áreas afines 

(por ejemplo TICs). 

 

Conclusión 

He pretendido mostrar que la investigación matemática en los profesores en formación 

es importante y valiosa porque permite conocer lo que saben, como lo adquieren y cómo 

se supone que lo enseñarán. 

A su vez, se ha indicado que en no pocas ocasiones nuestros resultados de aula no se 

parecen a los de las investigaciones que se publican pese a incorporar algunos de sus 

hallazgos y planteo tres hechos que dan respuesta a porque nos sucede esto. No estoy 

abogando por no tener en cuenta los resultados de las investigaciones, si no por tener 

cautela al leerlos y tratar de incorporar sus hallazgos y sugerencias. Ser conscientes de 

las diferencias a veces sutiles de las condiciones en que se realizan y valorar si tales 

entornos pueden ser construidos en su lugar de trabajo. 

No debemos olvidarnos de la historia de la educación matemática y recordar que  hace 

unas décadas se vivió bajo el absolutismo de las enseñanzas bajo la teoría de las 

matemáticas modernas y, cómo muchas veces el profesorado no veía los resultados que 

pregonaba tal teoría. Así que, los formadores del profesorado debemos ser críticos, 

reflexivos y sobre todo conscientes de nuestras fortalezas y debilidades en el quehacer 

docente diario, para así poder juzgar si podemos o no incorporar las novedades en 

nuestras aulas. 
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Resumo: Descreveremos uma colaboração entre investigadores universitários e 

professores do 1.º ciclo do ensino básico com o objetivo de estudar os problemas que os 

estudantes revelam na aprendizagem de números fracionários e atuar para melhorar o 

ensino desse conteúdo. Discutiremos os obstáculos cognitivos implicados na conceção 

comum de números fracionários para a sua aprendizagem. Identificaremos as origens 

dos problemas do ensino de frações nos livros didáticos. Como abordagem alternativa, 

apresentaremos uma proposta que é informada tanto pela análise histórica do 

surgimento das frações quanto pela evidência neurocientífica da propensão dos seres 

humanos a perceber a proporcionalidade não-simbólica entre pares de quantidades. 

Argumentamos que essa propensão neurocognitiva possa ser um elo educacional para 

desenvolver o conhecimento robusto dos estudantes sobre números fracionários e para 

construir um sentido de fração. Apresentaremos a nossa elaboração de tarefas e alguns 

resultados preliminares da nossa implementação com estudantes do segundo ano (7 anos 

de idade) de uma escola do 1.º ciclo. 

Palavras-chave: Colaboração Investigador-Professor, História da Matemática, 

Neurociência, Números fracionários 

 

Introdução 

A investigação educacional, a política e a prática são mutuamente dependentes. Embora 

a investigação educacional seja entendida como investigação na e para a educação 

(Biesta, 2007), a pesquisa, a política e a prática nem sempre foram mutuamente 

relevantes. A relevância dos resultados da investigação para as políticas e práticas tem 

sido e continua sendo uma preocupação, já que os resultados das pesquisas são 

frequentemente considerados divorciados da política cotidiana e dos desafios 

educacionais. Essa separação gera tensões entre, por um lado, investigadores e, por 

outro lado, formuladores de políticas e profissionais da educação (National Research 

Council, 2002). Como educador de matemática, com quase quarenta anos de 

experiência como pesquisador, formador de professores, e professor de matemática que 

trabalha com professores do ensino básico e secundário, posso atestar pessoalmente 

queixas de investigadores de que os definidores de políticas e os professores não 

prestam atenção aos resultados da investigação nem implementam as suas descobertas, e 

                                                           
* Uma parte da pesquisa sobre o qual este artigo está baseado foi financiada pelo Mathematics Education Trust do 

National Council of Teachers of Education. 
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também queixas dos profissionais de que a pesquisa não fornece conhecimento útil para 

os problemas de ensino e aprendizagem em salas de aula reais. 

Para tornar a investigação e a prática mutuamente relevantes e contribuir para a 

aprendizagem dos alunos, elaborámos um projeto que implementa uma metodologia de 

colaboração entre investigadores universitários e professores que ensinam Matemática 

nos anos inicias. O objetivo do projeto é entender os problemas cognitivos que 

estudantes enfrentam sobre números racionais na sua forma fracionária e, com base na 

História da Matemática, desenvolver novos práticas do ensino dos números racionais. 

Antes de descrever o projeto e a teoria que fundamenta o mesmo, exploraremos a 

importância escolar e social dos números fracionários e os desafios cognitivos da 

aprendizagem dos mesmos. Depois, considerando esses desafios cognitivos, 

apresentamos o que achamos ser a raiz educacional dos desafios. A seguir, 

descreveremos as caraterísticas da nossa metodologia de pesquisa adotada num projeto 

em curso que consiste numa colaboração entre pesquisadores universitários e 

professores de uma rede de escolas públicas. Finalmente, definiremos a nossa perspetiva 

sobre o sentido de fração e exploraremos as características dessa perspetiva. 

Concluiremos, sublinhando algumas considerações finais. 

 

Importância de Números Fracionários 

No Ensino Básico, um dos tópicos mais importantes é o conhecimento dos números 

fracionários. É um conhecimento chave para os estudantes terem sucesso na Álgebra e 

em disciplinas matemáticas posteriores (Bailey, Hoard, Nugent, & Geary, 2012; Booth 

& Newton, 2012; R. S. Siegler et al., 2012; Torbeyns, Schneider, Xin, & Siegler, 2015). 

No caso da Álgebra, esta encontra-se repleta de exemplos direta e indiretamente 

relacionados com as frações, tanto nas equações lineares e naquelas em que é preciso 

completar quadrados, quanto na resolução de sistemas de equações lineares e na 

resolução de equações racionais, como ainda nas razões que aparecem associadas a 

probabilidades simples e continuam presentes até ao teorema binomial. Uma grande 

parte da base do pensamento algébrico repousa sobre um claro entendimento do 

conceito de números racionais (Driscoll, 1982; Thomas E. Kieren, 1980; Lamon, 2005; 

Wu, 2001) e sobre a capacidade de operar e manipular frações. Tal como nas demais 

facetas da Álgebra, o conhecimento dos números fracionários é fundamental para a 

compreensão de áreas avançadas como a Teoria dos Limites, o Cálculo, a Análise 

Numérica, a Análise Real, entre outras. 

Complementando a sua importância para os estudantes na escola, os números 

fracionários influenciam o seu futuro no mercado de trabalho e, no geral, na justiça 

social. O conhecimento das frações pelos estudantes é preditivo da sua futura ocupação 

e rendimento, quando se controla o QI, a educação e o rendimento familiar do sujeito 

(Ritchie & Bates, 2013). Então, este conhecimento desempenha um papel significativo 

nas questões de equidade social. Em várias publicações, o lutador pelos direitos civis 

dos afrodescendentes nos EUA na década de 60 e fundador do projeto Algebra Project, 

Bob Moses, e também os seus colegas (R. Moses, Kamii, McAllister, Swap, & Howard, 

1989; R. Moses, West, & Davis, 2009; R. P. Moses, 1994; R. P. Moses & Cobb, 2001; 

Silva, Moses, Rivers, & Johnson, 1990) argumentaram fortemente e convincentemente 

que, no ensino básico e secundário, o acesso à Álgebra por estudantes afrodescendentes 

e outros grupos marginalizados faz parte da luta pela justiça social. Por extensão, como 

o estudo de frações antecede o conhecimento da Álgebra e prevê o desempenho 
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posterior neste domínio, o acesso ao conhecimento dos números fracionários é crucial 

para a justiça social e para o alcance da equidade social. 

Embora o conhecimento de frações seja essencial academicamente e também 

socialmente, em muitos países os estudantes sentem dificuldades em compreender e 

operar com frações (OECD, 2014). Aprender frações exige não apenas proficiência 

processual, mas também um entendimento conceitual. Tanto os estudantes como os 

professores têm falta do conhecimento conceitual de frações e operações com frações 

(Lamon, 2007; Lin, Becker, Byun, Yang, & Huang, 2013). Paralelamente, essa 

deficiência coexiste com os padrões curriculares, livros didáticos, e práticas 

pedagógicas atualizadas que são fundamentadas numa perspetiva ontológica e 

epistemológica específica. Na Educação Matemática, mesmo que existam materiais 

manipulativos atrativos, que os livros didáticos apresentem ilustrações atraentes, 

representando objetos do dia-a-dia, e que os aplicativos digitais sejam dinâmicos e 

permitam manipulações, constata-se que: (1) os conhecimentos conceituais e 

procedimentais de estudantes e adultos com números fracionários são de baixo 

desempenho (Lamon, 2007; Lin et al., 2013); (2) os professores dos anos iniciais veem 

como um desafio complexo ensinar frações (Clarke, Roche, Mitchell, & Sukenik, 2006; 

Ma, 1999); e (3) até agora, as pesquisas em Educação Matemática não têm avançado na 

prática do ensino de frações e operações com frações para que os estudantes possam 

construir e apropriar o conhecimento com facilidade. 

Para melhorar a epistemologia dos números fracionários é provável que os 

investigadores e educadores em Educação Matemática precisem de procurar uma nova 

ontologia dos mesmos. Esta ontologia pode ser encontrada fora da Educação 

Matemática, na História de Matemática e na Ciência Neurocognitiva. Numa nova 

ontologia, estas disciplinas podem indicar um caminho epistemológico e pedagógico 

mais promissor. Este caminho ajudará os estudantes a construir e a apropriar-se do 

conhecimento dos números fracionários e assim tornará o seu estudo da Álgebra mais 

bem sucedido, aumentando a equidade e a justiça social dos estudantes até agora sub-

representados na Matemática. Ajudará também os professores que ensinam Matemática 

e os autores de livros didáticos a entenderem representações que se conformam à 

ontologia histórica das frações e a obterem pistas interessantes da Neurociência. 

 

Desafios Cognitivos dos Números Fracionários 

Os números fracionários são uma das três representações de números racionais que 

fazem parte do ensino da Matemática escolar. Conceitualmente, eles apresentam certos 

desafios cognitivos para estudantes do ensino básico. Esses desafios estão relacionados 

com a natureza matemática da sua forma fracionária. Como constructo matemático, uma 

fração é um número que deriva o seu significado de um par de números naturais
1
 usados 

na sua notação e que, tal como os números que a definem, representa uma magnitude. 

Essas duas propriedades e o modo de lidar com elas, epistemologicamente e 

pedagogicamente, são importantes. 

A forma fracionária de um número racional tem, segundo Thomas E. Kieren (1980), 

cinco sub-constructos ou interpretações: parte/todo, quociente, medida, razão, e 

operador. Nos anos inicias do ensino básico, a interpretação dominante é a de 

                                                           
1 Os números naturais são tipicamente definidos como o conjunto de números inteiros não negativos, πȟρȟςȟσȟȣ , 

ou o conjunto de inteiros positivos, ρȟςȟσȟȣ . Para os propósitos deste artigo, consideramos o conjunto de inteiros 

positivos quando nos referimos aos números naturais. 
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parte/todo. Nessa interpretação, os números fracionários são abordados de tal modo que 

há três aspetos do conhecimento de frações que os estudantes irão construir: 

 

1. a origem de frações está na divisão de coisas em partes iguais; 

2. uma fração é uma descrição de duas coisas discretas relacionadas: uma 

inteira discretizada e um certo número de partes dela; e 

3. a contagem é o procedimento usado para nomear uma parte da divisão de 

uma coisa em termos fracionários. 

 

A abordagem parte/todo de números fracionários com base na partição gera problemas 

epistemológicos. Entre os problemas documentados na literatura, colocamos dois deles 

para indicar categorias problemáticas, epistemologicamente falando. Como a 

abordagem parte/todo está baseada na contagem e numa conceção aditiva, os estudantes 

usam as propriedades e procedimentos dos números naturais para fazer inferências 

sobre números fracionários. Isso é referido por v§rios pesquisadores como ño vi®s do 

n¼mero naturalò (por exemplo, Ni & Zhou, 2005, tradução nossa). Uma manifestação 

desse viés é descrita pelas observações de Mack (1990) quando nota que alunos do 6.° 

ano (11 anos de idade) costumam afirmar que  é maior que . Outro aspecto que ela 

destaca na sua pesquisa é o facto de um estudante descrever a adição de frações da 

seguinte forma: ñBem, voc° atravessa. Voc° adiciona os n¼meros de cima juntos e os 

n¼meros inferiores juntosò (p. 23, tradução nossa). Assim, a soma de   se torna em 

. Nesse momento das operações, os estudantes assumem que os números fracionários 

têm as mesmas propriedades assumidas pelos números naturais no momento das 

operações. 

Outras manifestações do viés do número natural que influenciam o sentido de fração 

que os estudantes acomodam dizem respeito às demais operações. Com base no seu 

conhecimento das propriedades das operações com números naturais, eles dificilmente 

entendem que a multiplicação de uma fração por outra fração positiva às vezes produz 

um resultado menor que os operandos originais, enquanto a divisão às vezes produz um 

resultado maior que os operandos, dependendo da magnitude do multiplicador ou 

divisor (Siegler, Fazio, Bailey, & Zhou, 2013; Vamvakoussi & Vosniadou, 2004). Da 

mesma forma, os alunos não concebem que, diferentemente dos números naturais, os 

números fracionários são um subconjunto denso dos números reais (Maher & 

Yankelewitz, 2017; Ni & Zhou, 2005; Siegler, 2016). Assim, eles não reconhecem que 

diferentemente de números naturais, as frações não têm sucessor direto e existe um 

número infinito de frações entre quaisquer duas frações. 

O que acontece é que o sentido de fração é mal construído. Uma evidência disso foi o 

resultado nos EUA de uma amostra nacionalmente representativa de estudantes de 13 

anos de idade (do 8.° ano). Eles tiveram de escolher a estimativa mais próxima para 

soma de  entre: 1, 2, 19 e 21, ou ñn«o sei.ò A maioria destes estudantes 

escolheram 19 e 21, e n«o 2, e a resposta mais comum foi ñ19ò (Carpenter, Corbitt, 

Kepper, Lindquist, & Reys, 1980). Este resultado indica que os estudantes de 13 anos 

não tiveram um sentido da razoabilidade de uma adição de frações com respeito às 

magnitudes das frações envolvidas. 

Um outro exemplo da falta de sentido das frações trata da falta de compreensão da 

magnitude que envolve a noção de frações. Metade dos participantes de um grupo focal 
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de consumidores acharam que o hambúrguer A & W de ρȾσ libra
2
 era menor que o 

famoso ñquarter pounderò
3
 do McDonaldôs. Eles, portanto, escolheram o hamb¼rguer 

menor do McDonaldôs, embora preferissem o sabor do hamb¼rguer da A & W 

(Taubman, 2007). 

 

 

Figura 1 ï  Qual é a fração que as partes sombreadas representam? (Fonte: Gattegno e Hoffman, 

1976, p. IA5) 

 

Além da construção deficiente da noção de fração com base na abordagem de partição, 

parte/todo, a questão da unidade também não é bem trabalhada. Na Figura 1, Gattegno e 

Hoffman (1976), questionam: Os estudantes podem ser culpados por pensarem que as 

regiões sombreadas representam  ou até  sem conhecer o que é a unidade? Eles estão 

acostumados a que lhes seja apresentada uma pizza como a unidade e têm dificuldade 

em conceber que a unidade pode ser duas pizzas. Mesmo assim, como Campos e 

Rodrigues (2007) observam, ña condição intrínseca ao modelo parte-todo, que 

pressup»e a parte sempre menor que o todoò (p. 80). Apesar de uma fração poder ser 

maior que o todo, é preciso que estudantes compreendam a ideia de unidade como um 

dos elementos fundamentais na construção do conceito de fração (Behr, Khoury, Harel, 

Post, & Lesh, 1997; Campos & Rodrigues, 2007). 

A ideia ontológica principal das frações é definida com base na abordagemð

parte/todoðe está relacionada com os problemas epistemológicos. Na abordagem, a 

contagem é o procedimento essencial para decidir como simbolizar em termos 

fracionários uma parte da divisão de uma figura em partes iguais. Uma fração é então 

considerada como o resultado de uma contagem dupla, o que contraria a conceção de 

frações como números representando uma relação quantitativa entre duas grandezas ou 

números (Ni & Zhou, 2005). 

 

A Raiz Instrucional dos Desafios Cognitivos 

A conceção problemática de frações que os estudantes evidenciam são enraizadas numa 

ontologia das frações. Essa ontologia é baseada na conceção de que a origem das 

frações está na divisão de coisas em partes iguais, a que chamamos a ontologia de 

partição. A partição de coisas funciona nesse momento como um espelho, ou melhor, 

como uma simetria de um processo matemático de divisão de números naturais. Esse 

processo nem sempre resulta em um outro número natural. Historicamente, estes 

                                                           
2 A libra é uma unidade de peso utilizado nos Estados Unidos da América (EUA), sendo em inglês chamada de 

pound, que equivale aproximadamente a 0,45 quilogramas. 
3 Esta expressão, quarter pounder, em inglês, significa um quarto de uma libra ou 0,11 kg. 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

 
 

44 

resultados, que não são números naturais, durante milénios não foram considerados 

como números. 

Depois de mais de três ou quatro milênios desde o seu surgimento, o uso e a notação 

para simbolizar frações evoluíram. No entanto, foi somente no século XVII que os 

matemáticos aceitaram as frações não apenas como razões sem estado numérico, mas 

como números, como objetos iguais aos números naturais. A aceitação das frações 

permitia resolver equações da forma ὥὼ ὦ que têm por solução, ὼ ὦȾὥ, sem 

restrições, desde que ὥ πȢ Também, viabilizava a generalização de números com as 

quatro operaçõesðadição, subtração, multiplicação e divisãoðcomo um domínio 

fechado, um campo algébrico (Courant & Robbins, 1941/1996). 

A expansão teórica do domínio dos números para incluir frações conferiu significado ao 

resultado da divisão de números naturais quando o divisor não é um fator do dividendo. 

Além disso, no final do século XVI E.C., Simon Stevin de Bruges já havia escrito um 

tratamento sistemático de ambas as frações comuns e frações decimais em seu livro, De 

Thiende (O Décimo) (Flagg, 1983). Portanto, no século XVII, quando as frações 

finalmente foram aceites, os números racionais já tinham duas representações 

simbólicas. 

Quanto às frações, nem a sua representação simbólica nem a sua justificativa teórica 

como número provaram ser suficientes ou mesmo epistemologicamente desejáveis para 

apoiar a compreensão e apropriação psicológica dos estudantes. Como tal, as 

representações mentais de fração dos alunos precisavam de apoio. Neste ponto, 

Davydov e Tsvetkovich (1991b) observam o seguinte: 

 

Aos estudantes da quinta série, e aos de menor idade, mais ainda, não pode ser dado o 

princípio dessa divisão que leva a representação de frações numa forma simbólica e 

pura. Seu correlato visual deveria ser encontrado e utilizado. É nesse papel que a 

própria divisão das coisas aparece, sua subdivisão em partes que, no decorrer do ensino, 

pode ser com relativa facilidade ligada a termos característicos para definir frações 

ordinárias. (p. 24, tradução nossa) 

 

Os autores argumentam que a postura ontológica de que as frações emergem da partição 

dos números naturais torna-se associada epistemologicamente à divisão física dos 

objetos visuais. Esses dois correlatos conectam às representações simbólicas de frações 

com imagens visuais, como a divisão física de áreas de círculos ou de retângulos em 

regiões iguais. A fração ὥὦϳ  é então definida visualmente como ὥ regiões iguais da área 

de uma figura geométrica dividida em ὦ dessas regiões. 

Como vemos, segundo Davydov e Tsvetkovich (1991b), a necessidade de fornecer aos 

alunos correlatos físicos e visuais de frações é a origem da interpretação parte/todo das 

frações. Ao longo do tempo, essa interpretação tem-se tornado instrutivamente 

privilegiada entre outras interpretações ou subconstructos que Kieren (1976, 1988) 

identifica e descreve como operador, razão, quociente e medida. No entanto, como já 

vimos na seção anterior, para os alunos, essa interpretação pode ser 

epistemologicamente problemática. Os alunos que trabalham apenas com modelos 

visuais de coisas partidas ou seccionadas, podem desenvolver estratégias limitadas, 

como contar o número de peças, em vez de avaliar a relação de comparação 

multiplicativa entre duas quantidades comensuráveis. Além disso, concebendo as 

fra­»es como ñpartes de um todoò, os discentes t°m dificuldade em entender as fra­»es 
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cujo numerador é maior que o denominador, como , e admitir que uma fração 

representa uma magnitude, não apenas partes de algo (Tucker, 2008).  

Os desafios cognitivos que descrevi na seção anterior fizeram parte do foco de vários 

encontros profissionais entre investigadores da Rutgers University-Newark e 

professores que ensinam Matemática nos anos iniciais da City of Newark, o maior 

município do estado de New Jersey nos EUA. Com base nesses encontros, os 

pesquisadores e professores constituíram-se como um grupo colaborativo de 

investigação e implementação. 

 

Pesquisa de Desenvolvimento em Newark 

Nos Estados Unidos, durante a segunda metade do século passado, a pesquisa precedeu 

e informou o desenvolvimento do currículo, que mais tarde foi disseminado e 

implementado (Levin, 2004). No entanto, as realidades das escolas e a natureza pré-

fabricada dos currículos significaram que os currículos não foram implementados de 

acordo com a pesquisa que os informou (Brugelmann, 1975; Fullan & Pomfret, 1977; 

Roehrig, Kern, & Kruse, 2007). Mediante um esforço explícito para lidar com essas 

tensões, investigadores educacionais nos EUA elaboraram novas teorias e metodologias. 

Esse novo género de investigação combina pesquisa aplicada e pura para desenvolver 

projetos orientados por teoria, para entender como a sua implementação molda 

processos educacionais e para extrair resultados geradores de teorias. Duas publicações 

influentes, Brown (1992) e Collins (1992), lançaram as bases para os desenvolvimentos 

posteriores do design research em vários campos educacionais como na Educação 

Matemática. Barbosa e Oliveira (2015), usam a express«o ñpesquisa de 

desenvolvimentoò como a tradu­«o para a l²ngua portuguesa de design research, a qual, 

na língua inglesa, também aparece como design-based research, design experiments, e 

design studies (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003; Confrey, 2005; 

Easterday, Lewis, & Gerber, 2014). No presente artigo, usaremos a expressão de 

Barbosa e Oliveira (2015): pesquisa de desenvolvimento. 

O principal objetivo da pesquisa de desenvolvimento é criar teorias de ensino sobre a 

aprendizagem de alunos e desenvolver materiais educacionais que sejam projetados para 

apoiar essa aprendizagem (Gravemeijer & Cobb, 2006). Essa metodologia de pesquisa 

tem também como finalidade projetar resultados de pesquisa tanto em produtos úteis, 

como materiais educacionais e insights científicos relacionados, ou em teorias acerca de 

como esses produtos podem ser usados na educação (Barbosa & Oliveira, 2015; 

McKenney & Reeves, 2012; van den Akker, Gravemeijer, McKenney, & Nieveen, 

2006). Portanto, tem o potencial de concretizar o objetivo de preencher a lacuna entre a 

prática educacional e a teoria. 

A coleção de metodologias de pesquisa de design tem várias características comuns. 

Investigadores que empregam e descrevem a pesquisa de design identificaram as 

seguintes cinco características comuns: 

Å intervencionista 

Å teoria generativa 

Å prospetivo e reflexivo 

Å iterativo e ecologicamente válido 

Å orientado para a prática 
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Uma descrição das cinco características pode-se encontrar em Powell e Ali (2018). Em 

termos do projeto colaborativo entre pesquisadores e professores de Newark, além de 

possuir as cinco características de pesquisa de desenvolvimento, ele está estruturado 

numa sequência de três fases. 

Na Fase I, a equipa de pesquisa desenvolve tarefas matemáticas, usando as barras de 

Cuisenaire (veja a Figura 3), e uma sequência de ensino apropriada para envolver os 

alunos do segundo ano a desenvolver seu conhecimento conceitual de frações. A equipa 

também projeta o seu protocolo de coleta de dados, que inclui sessões de pós-aula de 

gravação de vídeo do trabalho dos alunos em tarefas do projeto e digitalização de seu 

trabalho escrito para reunir suas interações discursivas e inscritíveis. 

 

 
Figura 2 ï As barras de Cuisenaire, dez tamanhos e cores diferentes, organizadas em uma 

forma­«o de ñescadariaò 

 

Na Fase II ocorre num programa após a escola. Os quatro professores da equipa de 

pesquisa implementam as tarefas do projeto com estudantes do segundo ano e, 

imediatamente após cada aula, a equipa faz uma reunião de reflexão. Cada par de 

professores orienta o trabalho de 15 alunos com 24 sessões de implementação, duas 

vezes por semana durante 12 semanas consecutivas; cada sessão dura 60 minutos. 

Durante essas sessões, os restantes oito membros da equipa observam os professores 

enquanto eles implementam as tarefas do projeto. Nas sessões de reflexão, cada uma 

com duração de uma hora, a equipa refletirá sobre o trabalho dos estudantes e determina 

se e como revisar as tarefas do projeto para apoiar o conhecimento conceitual emergente 

dos estudantes de magnitude de fração, ordem, equivalência e desigualdade. Antes e 

depois das 12 semanas de tarefas fracionárias, a equipa de avaliação trabalha com os 

alunos para coletar dados académicos, cognitivos e sociais dos jovens. Um grupo 

separado de alunos só completará essa avaliação e não participará das sessões de 

frações. Essas sessões de 30 minutos podem ocorrer durante o período de extensão, no 

final do dia letivo normal. 

Na Fase III, a equipa de pesquisa analisará o trabalho discursivo e inscritível dos 

estudantes para entender e relatar a sua compreensão conceitual de magnitude de fração, 

ordem, equivalência e desigualdade, bem como as possibilidades e obstáculos de fração-

de-quantidade. 

O nosso projeto de pesquisa em desenvolvimento em sala de aula está ocorrendo numa 

escola K-8 das Escolas Públicas de Newark (NPS), localizada no norte de Nova Jersey. 

O NPS tem uma população estudantil que tem 46% de afrodescendentes e 45% de 

latinos (Newark Public Schools, 2016). Os estudantes vêm de famílias de baixo 
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rendimento, onde 79% dos estudantes são elegíveis para almoços gratuitos ou a preço 

reduzido (Newark Public Schools, 2016). Com relação ao desempenho em matemática 

dos estudantes, na primavera de 2016, comparado à média do estado, de 42% (State of 

New Jersey Department of Education, 2016), apenas 22% dos estudantes da NPS do 3.º 

ao 8.º ano atingiram ou excederam as expectativas (Newark Public Schools, 2016) no 

âmbito estadual-administradoðPartnership for Assessment of Readiness for College 

and Careers (em português: Parceria para Avaliação da Prontidão para o Colégio e 

Carreiras) (PARCC). 

Os objetivos do projeto são entender e registrar as possibilidades e os obstáculos da 

implementação de uma perspetiva, fração-de-quantidade, para ampliar os entendimentos 

conceituais de frações de estudantes de segundo ano (7 anos de idade), especificamente 

sobre as propriedades matemáticas de magnitude, ordem, equivalência e desigualdade. 

A pesquisa está norteada por a seguinte questão: Por meio do engajamento com tarefas 

de fração-de-quantidade, de uma perspetiva de medição, que entendimentos conceituais 

de frações e sentido fracionário os estudantes do segundo ano desenvolvem? 

Precisamos explicar por que razão tomamos a perspetiva de medição para desenvolver a 

noção de frações e o que significa fração-de-quantidade. As visões conceituais dos 

objetos matemáticos têm fontes históricas que, por sua vez, podem moldar perspetivas 

ontológicas e epistemológicas, bem como práticas pedagógicas sobre os objetos. Para 

compreender a sua natureza ou a ontologia de um objeto matemático, devemos começar 

com uma análise histórica da sua origem. A consciência da génese do objeto 

influenciará as nossas perspetivas acerca de como se adquire conhecimento dele, ou 

seja, sobre sua epistemologia. Um exemplo deste movimento ontológico e 

epistemológico é o conjunto de objetos matemáticos que formam uma das 

representações de números racionaisðos números fracionários. 

Nas culturas mesopotâmicas e egípcias, ao longo dos rios Tigre, Eufrates e Nilo, com o 

nascimento da agricultura, as condições materiais introduziram a necessidade de 

inventar maneiras cognitivas para medir quantidades de terrenos, colheitas, sementes, e 

assim por diante, para registar as medidas, e para as classes dominantes coletarem 

impostos (Clawson, 1994/2003; Struik, 1948/1967). Para mensurar as distâncias dos 

terrenos, os agrimensores antigos esticavam cordas, nas quais o comprimento entre dois 

nós representava uma unidade de medida. Nessa prática social de medir, por exemplo, 

comprimentos sugerem a geometria e os números fracionários (Aleksandrov, 1963; 

Caraça, 1951; Roque, 2012), 

Com a evidência escrita de tabletes de argila e papiros, sabemos que primeiro na 

Mesopotâmia e logo depois no Egito as notações numéricas surgiram como dispositivos 

semióticos abstratos. Embora os mesopotâmios tivessem maneiras para expressar 

frações, não eram distintas dos números de contagem. Em contraste, os egípcios 

desenvolveram um sistema de escrita para registrar frações que as diferenciava dos 

números para contar (Clawson, 1994/2003). Segundo Ifrah (1981/1998), os egípcios 

antigos expressaram frações como apenas frações unitárias (ou seja, frações cujos 

numeradores são um). Com exceção da fração uma metade, eles usaram o hieróglifo 

para ñbocaò sobre a express«o num®rica hierogl²fica para o denominador. Mesmo assim, 

além de uma metade, tiveram símbolos hieroglíficos especiais para mais três outras 

frações: dois terços, um quarto e três quartos (Ifrah, 1981/1998; Roque, 2012). Os 

egípcios antigos expressaram o valor de uma fração como  não como  mas 

como decomposto de uma soma de diferentes frações unitárias como . 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

 
 

48 

A noção de fração-de-quantidade é distinta da ideia comumente apresentada de frações 

como partes de um todo. Nessa visão, uma fração é uma relação estabelecida entre 

partes de um todo dividido em partes iguais. Esta noção de parte/todo tende a apoiar a 

ideia errónea de que uma fração é composta de duas quantidades diferentes e impede a 

compreensão de frações impróprias (Tzur, 1999). Além disso, como Lamon (2001) 

enfatiza, ñmatematicamente e psicologicamente, a interpretação parte/todo da fração 

n«o ® suficiente como base para o sistema de n¼meros racionaisò (p. 150). 

Alternativamente, na perspetiva da fração-de-quantidade, uma fração é uma relaçãoð

uma comparação multiplicativaðentre duas quantidades com a mesma unidade. Mais 

especificamente, no domínio do material, suponha que dois objetos, ὃ e ὄ, tenham um 

atributo mensurável comum, como comprimento com uma unidade comum, ό, onde ὃ é 

igual ὥ unidades de ό e ὄ é igual a ὦ unidades de ό. O comprimento de um objeto ὃ é a 

fração ὥ Ⱦ ὦ do comprimento do outro objeto, ὄ. Assim, a fração ὥȾὦ descreve uma 

relação entre os dois objetos, ὃ e ὄ, e a relação é uma comparação multiplicativa, ὃ é 

igual ὥȾὦ de ὄ, uma vez que uma quantidade é um multiplicador da outra. A fração-de-

quantidade é esta: ὥȾὦ de ou, equivalentemente, ὥȾὦ . É uma medida de ὃ em relação 

a ὄ. Esta visão de frações é informada e consistente com perspetivas histórico-culturais 

da História da Matemática e Educação Matemática (Caraça, 1951; Davydov & 

Tsvetkovich, 1991a, 1991b; Dougherty & Venenciano, 2007; C. Gattegno, 1960/2009; 

Morris, 2000; Schmittau & Morris, 2004). 

Com base nessa perspetiva ontológica, postulamos a seguinte posição epistemológica 

sobre como o conhecimento de frações pode emergir: 

 

1. O estudo das frações contém dois componentes: frações-de-quantidade e 

frações-como-números. 

2. O sentido fracionário desenvolve-se por meio do estudo de frações-de-

quantidade. Elas fornecem a base material e teórica para o estudo posterior 

de frações-como-números e operações com frações.  

 

Sentido Fracionário  

Tian e Siegler (2017) descrevem o entendimento de magnitude como uma característica 

definidora do sentido fracionário. Segundo os autores, compreender a magnitude 

implica determinar a razoabilidade das respostas envolvendo comparação e cálculo. 

Jordan, Resnick, Rodrigues, Hansen e Dyson (2017) também retratam a magnitude 

como um elemento vital do sentido fracionário, explicando que aqueles que têm sentido 

fracionário podem representar e comparar magnitudes e posicionar com exatidão as 

magnitudes das frações em uma reta numérica. Fennell e Karp (2017) discutem o uso de 

retas numéricas e outras representações variadas na comparação, ordenação e trabalho 

com a equivalência de frações. A ideia de representação é ampliada por alguns autores 

para incluir não apenas representações usadas no trabalho com magnitude, mas também 

a noção de que frações podem representar coisas diferentes (Fennell & Karp, 2017; 

Thomas E Kieren, 1980; R. Siegler et al., 2010). Quando se pensa em magnitude, as 

frações são reconhecidas como números, mas as frações também podem ser 

interpretadas como relações de parte/todo, razões, quocientes, medidas ou operadores 

(Thomas E Kieren, 1980). A consciência e a capacidade de trabalhar com essas 

diferentes interpretações de frações se somam à descrição estabelecida de sentido 

fracionário. R. Siegler et al. (2010) também afirmam que aqueles que possuem sentido 
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fracionário entendem porque procedimentos com frações fazem sentido e relacionam 

um entendimento informal de compartilhamento e proporcionalidade com frações. Mais 

amplamente, Utley e Reeder (2012) descrevem o sentido fracion§rio como ñuma 

sensação intuitiva para frações e relações fracionárias; [e] pensamento flexível sobre 

frações (por exemplo, pode usar frações de referência para determinar a razoabilidade 

das opera­»es com fra­»es)ò (p. 1148, tradução nossa). 

Reformulando o Sentido Fracionário 

Ao sintetizar a literatura sobre o sentido fracionário, descrevemos o mesmo em termos 

das três categorias que se sobrepõem e interagem: flexibilidade, razoabilidade e 

magnitude, tanto não-simbólicas quanto simbólicas. É importante notar que essas 

categorias amplas também representam uma síntese das características gerais do sentido 

numérico, para as quais o sentido fracionário é um subconjunto. Com isso em mente, 

descreveremos agora como flexibilidade, razoabilidade e magnitude se manifestam para 

o sentido fracionário (ver Figura 3). 

Flexibilidade refere-se a conceções, representações e estratégias de cálculo. Implica a 

capacidade de trabalhar com frações, quer sejam concebidas como uma relação 

parte/todo, quociente, medida, razão ou operador. Isso inclui tanto as frações não-

simbólicas na forma de matrizes de pontos ou outras representações visuais, quanto as 

frações simbólicas que usam algarismos arábicos (Lewis, Matthews, & Hubbard, 2015; 

Matthews, Lewis, & Hubbard, 2016). A flexibilidade é caracterizada pela agilidade 

mental de alternar entre formas de uma fração, dependendo do que é mais apropriado, 

dado um contexto específico. Por exemplo,  poderia ser pensado como uma soma de 

porções, como um e dois quartos, ou um quarto de seis. Também poderia ser um 

múltiplo de porções, como seis vezes um-quarto. A representação escolhida para  

poderia ser um modelo de área, uma reta numérica, um conjunto de objetos, um modelo 

linear ou alguma outra imagem visual, concreta, simbólica ou mental que ajude a 

entender a fração no contexto do modelo em um determinado cenário. A forma e a 

representação podem facilitar o cálculo, tornando-o menos complexo e mais intuitivo. 

Isto é evidente no caso de se usar uma reta numérica para adicionar  a ρ . Pode-se 

colocar um ὢ no local de um-e-meio numa reta numérica, depois decompor  em um-e-

dois-quartos, seguido pela movimentação do ὢ um e dois quartos da reta numérica a 

partir de sua posição inicial. Essa estratégia mostra flexibilidade em pensar sobre 

frações, pois há um fazer-sentido da forma de  que simplificará o cálculo. Uma vez o 

cálculo realizado, a razoabilidade do resultado seria considerada. 

Como continuação da expressão do sentido fracionário, a razoabilidade questiona a 

plausibilidade. A razoabilidade foi ativada juntamente com a flexibilidade em 

considerar se diferentes formas da fração  são de fato equivalentes. Um entendimento 

de que quatro-quartos é equivalente a um e que oito-quartos é equivalente a dois 

informa decisões sobre os valores aceitáveis para equacionar com . Razoabilidade 

também foi envolvida na avaliação de que o ὢ denotando ρ  na reta numérica foi 

colocado no local correto, e se o número três é um resultado sensato de adicionar  a ρ . 

Entender os efeitos das operações é uma parte importante da avaliação da sensibilidade. 

Como é que adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir por uma fração altera o número 

original? E se a fração que age na quantidade original for maior que, menor que, ou 
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igual a um? Essas questões são centrais para determinar a razoabilidade das operações 

envolvendo frações. A linha de pensamento necessária para se envolver nessas 

atividades mentais sobrepõe-se ao conhecimento de magnitude. A avaliação da 

sensibilidade é essencialmente uma atividade na comparação do que se sabe sobre o 

tamanho relativo da quantidade em questão em comparação com outros números ou 

com o operando que age sobre ela. Desta forma, a compreensão da magnitude é o 

princípio central do sentido fracionário. 

 

Figura 3 ï A relação entre os três componentes do sentido fracionárioðrazoabilidade, 

flexibilidade, bem como magnitude não-simbólica e simbólica 

 

Na Figura 3, o significado da magnitude é representado por sua posição central e 

interseção com os outros dois componentes. A magnitude inclui a compreensão da 

numerosidade para ambas as frações não-simbólicas representadas por matrizes de 

pontos ou outras representações visuais e frações simbólicas envolvendo algarismos 

arábicos. As linhas pontilhadas que separam os componentes significam limites porosos 

entre os três elementos. 

R. S. Siegler, Thompson e Schneider (2011) suportam a centralidade da magnitude para 

o sentido fracionário. Por meio de um estudo empírico, os autores descobriram que o 

conhecimento da magnitude numérica influencia grandemente a compreensão geral das 

frações. Ser capaz de representar com exatidão as magnitudes das frações não está 

vinculado apenas à proficiência na aritmética fracionária, mas também explica as 

diferenças nos resultados dos testes de matemática em um grau maior do que a 

proficiência na aritmética fracionária. De fato, R. S. Siegler (2016) postula que uma 

compreensão de magnitudes numéricas unifica o conhecimento de ambas as frações e 

n¼meros inteiros. Ele observa: ñ[p]ara n¼meros inteiros e racionais, o conhecimento de 

magnitudes numéricas está correlacionado, preditivo e causalmente relacionado a outros 

aspetos cruciais da matem§tica, incluindo aritm®tica e conquista matem§tica globalò (R. 

S. Siegler, 2016, pp. 341, tradução nossa). Como tal, ele conclui que as intervenções 

que visam o desenvolvimento do conhecimento de magnitude numérica tiveram um 

amplo escopo de benefícios positivos para a compreensão de números inteiros e frações. 
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A importância da magnitude para o sentido fracionário e sua relação com a flexibilidade 

e a razoabilidade estão retratadas na Figura 3. Como descrito anteriormente, tanto a 

racionalidade quanto a flexibilidade requerem a ativação do conhecimento referente à 

magnitude de números. Além disso, não há uma linha clara de demarcação entre 

flexibilidade e razoabilidade, dado que esses componentes do sentido fracionário 

também se informam uma à outra. As decisões de escolher as categorias amplas de 

flexibilidade, razoabilidade e magnitude para caracterizar o sentido fracionário, embora 

não se concentrem em outros recursos da literatura estabelecida, são intencionais. O 

princípio orientador subjacente à nossa noção de sentido fracionário é o de que o 

conhecimento e as ações que ele incorpora são fundamentados na criação de sentido e 

não na aplicação de um algoritmo aceite ou de um fato memorizado. Skemp (1971) 

fornece uma estrutura útil para diferenciar o conhecimento matemático ao longo das 

dimensões do tipo de entendimento que ele representa. A compreensão relacional 

descreve o conhecimento não apenas do que fazer, mas por que fazê-lo e por que ele 

funciona. Esse tipo de entendimento exige um foco nas relações e conexões conceituais. 

Contrariamente, a compreensão instrumental representa memorização e procedimentos 

sem conexões (Skemp, 1976). Apenas os aspetos da literatura estabelecida que refletem 

a compreensão relacional são incluídos na nossa caracterização do sentido fracionário. 

Em última análise, a flexibilidade na escolha da representação mais adequada para um 

determinado contexto e a avaliação crítica da razoabilidade das aproximações e dos 

resultados calculados são os dois modos pelos quais os alunos podem compreender os 

números envolvidos na atividade matemática. Considerando a sua relação com o 

conhecimento da magnitude do número, a flexibilidade, a razoabilidade e a magnitude 

representam todas as características que definem a nossa noção de sentido fracionário. 

 

Considerações Finais 

A projeto baseado na pesquisa de desenvolvimento é uma colaboração entre 

pesquisadores de Rutgers University-Newark e professores que ensinam Matemática nos 

anos inicias da City of Newark. Fora do horário normal da escola, estamos trabalhando 

com 30 alunos do segundo ano. Convidamo-los para trabalhar em pequenas grupos de 3 

alunos nas tarefas que elaboramos que tratam de frações-de-quantidade, usando os 

materiais manipulativas de barras de Cuisenaire (Figura 2). Neste momento, o projeto 

está em andamento. Estamos no meio das 12 semanas. Então, ainda não temos 

resultados para apresentar. No entanto, podemos afirmar que os estudantes estão 

comparando comprimentos entre as barras e logo vão nomear comprimentos em termos 

de uma unidade de medida. Os valores das medidas de alguns comprimentos vão ser um 

múltiplo exato da unidade de medida e os valores de outras medidas vão ser 

representados como frações. E assim, os estudantes irão construindo a sua compreensão 

de frações-de-quantidades e desenvolver o seu sentido fracionário. O modelo 

instrucional do projeto, que chamamos o Modelo Instructional-4A, está descrito em 

Powell (2018). 
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O estudo de registos e documentos do passado ajuda-nos a recontextualizar o 

significado das suas dinâmicas e dos seus traços estruturantes e a projetar o que se 

espera e defende para a educação do século XXI. Matos (2018) refere que a Educação 

Matemática, a partir dos anos 60, desloca o centro de atenção da resposta imediata a 

problemas de prática para a aula e passa a incorporar no seu trabalho uma vertente de 

investigação. Esta perspetiva investigativa procura perceber que métodos de ensino 

funcionam na aula, como se estimula e apoia a aprendizagem dos alunos e qual o papel 

do professor na promoção dessa aprendizagem, usando metodologias de pesquisa 

adequadas para responder a tais questões. As grandes questões que se foram colocando 

têm vindo a receber, ao longo dos anos, múltiplas contribuições da investigação, através 

de abordagens diversas, seja de cunho cognitivo ou sociocultural (e.g. Gellert, Knipping 

& Straehler-Pohl, 2018; Hérold, 2014; Lerman, 1994; Nickson, 1994; Presmeg, 2016). 

Parece ser hoje relativamente claro que a aula de matemática é intensamente investigada 

em todo o mundo. São atualmente importantes para a investigação os cenários da aula 

de matemática que correspondem a ambientes de aprendizagem efetiva e de 

desenvolvimento de atitudes positivas relativamente à matemática. O estudo em torno 

de tais cenários remete, entre outros resultados, para: i) a criação de um espaço em que 

os alunos sejam envolvidos em pensamento matemático; ii) a introdução de tarefas e 

atividades ricas, que estimulem capacidades de nível superior; iii) a construção de um 

ambiente de questionamento e investigação, em que a comunicação tem um papel 

essencial; iv) a introdução de materiais e recursos que estimulem a compreensão e 

contribuam para desenvolver o raciocínio matemático; v) a criação de condições que 

favoreçam o bem-estar na aula de matemática, designadamente a sensação de segurança 

e de pertença a uma comunidade de aprendizagem.  

A aula de matemática continua a ser, no presente, o contexto central do ensino e 

aprendizagem da matemática escolar, não obstante a crescente perceção de que a sala de 

aula não esgota os contextos de aprendizagem hoje ao nosso alcance (Barbeau, 2009). 

Um dos objetivos principais de uma aula de matemática é o de que os alunos possam 

dar sentido, relevância e valor à sua atividade e à aprendizagem nesse contexto escolar. 

mailto:alexsofiarod@gmail.com
mailto:scarrei@ualg.pt
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Mas outro, não menos importante, é o de que os alunos vivam experiências de 

aprendizagem que os levem a sentir-se capazes de aprender matemática (Toh, Toh & 

Kaur, 2014; Suurtamm, Quigley & Lazarus, 2015). Neste contexto, espera-se que os 

professores coloquem tarefas que envolvam e estimulem os alunos a estabelecer 

conexões matemáticas e que se assumam como agentes da mudança educativa, 

valorizando, desde cedo, o desenvolvimento, nos seus alunos, de capacidades e 

competências baseadas em conhecimentos matemáticos (Vale, 2016).  

A aprendizagem significativa dos alunos está associada não apenas ao conhecimento 

matemático, em si mesmo, mas à articulação e interligação entre diversos saberes, numa 

perspetiva multidisciplinar que tenha por base a participação ativa do estudante em 

projetos e situações desafiadoras. Assim, a investigação em Educação Matemática 

revela-nos, em certa medida, uma mudança do paradigma da educação, com 

experiências de ensino que privilegiam métodos distintos do passado, tais como a 

utilização da metodologia de projeto (Rangel & Gonçalves, 2010), o ensino 

experimental das ciências (Costa & Domingos, 2018), o modelo da aprendizagem 

baseada em problemas (Problem Based Learning) (Rodrigues & Pimenta, 2018) ou a 

integração das STEM (Science, Technology, Engineering, and Mathematics) na 

educação (Baioa & Carreira, 2018).  

Não apenas os papéis dos alunos e dos professores requerem uma permanente e 

renovada investigação, como os recursos, cada vez mais abundantes e acessíveis, trazem 

implicações e desafios acrescidos para a matemática que se aprende e compreende na 

aula. As próprias fronteiras da aula tenderão a tornar-se menos estanques, mercê da 

necessidade de articulações entre áreas do conhecimento, que se reconhecem 

imprescindíveis para a abordagem de problemas cada vez menos tipificados. Por isso, 

na aula de matemática, as tarefas e as propostas de trabalho, bem como o ambiente da 

sala de aula, as atitudes e as metodologias desempenham funções essenciais. 

A própria aula de matemática assume atualmente dinâmicas diferentes de acordo com os 

indivíduos que as frequentam. A proliferação de Cursos de Educação e Formação (CEF) 

ou de Cursos Profissionais de nível secundário nas escolas públicas assumem-se como 

determinantes na mudança dos modelos de ensino e de educação. Algumas 

investigações destacam que se deve privilegiar a aplicação de metodologias de trabalho 

de projeto e de trabalho de grupo, apostando na resolução de problemas, indo de 

encontro ao desenvolvimento de competências que estão relacionadas com a capacidade 

de trabalhar em equipa e de aprender a aprender (Rodrigues, 2018). Esta realidade é 

reforçada com a publicação do Decreto-Lei 55/2018
1
 que introduz nas escolas o projeto 

de flexibilização curricular, onde podemos ler:  

 

A realização de aprendizagens significativas e o desenvolvimento de competências mais 

complexas pressupõem tempo para a consolidação e uma gestão integrada do 

conhecimento, valorizando os saberes disciplinares, mas também o trabalho 

interdisciplinar, a diversificação de procedimentos e instrumentos de avaliação, a 

promoção de capacidades de pesquisa, relação, análise, o domínio de técnicas de 

exposição e argumentação, a capacidade de trabalhar cooperativamente e com autonomia. 

(DL nº 5/2018, p. 2928-2929) 

 

                                                           
1 Decreto-Lei n.º 55/2018, Diário da  República n.º 129/2018, Série I de 2018-07-06. 
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A avaliação das aprendizagens é outra das mudanças que lentamente se vem refletindo 

na aula de matemática (Black & William, 1998; Black, Harrison, Lee, Marshall & 

Wiliam, 2004). Atualmente há suficientes indicadores para defender práticas de 

avaliação que mobilizem técnicas, instrumentos e procedimentos diversificados e 

adequados, trazendo para primeiro plano a avaliação formativa como reguladora das 

aprendizagens dos alunos e como parte integrante da construção de aprendizagens 

significativas (Ferreira, 2015). 

Neste grupo de discussão, dedicado ao tema ñInvestigar a Aula de Matem§ticaò, t°m 

lugar oito comunicações orais e três comunicações em póster que apresentam múltiplas 

dimensões em foco na investigação e no estudo da aula. Estes trabalhos foram 

organizados em três eixos fundamentais: i) as emoções dos alunos e a avaliação como 

ferramenta reguladora das aprendizagens; ii) os recursos utilizados na aula como meios 

para a promoção da aprendizagem e iii) a cultura da aula e dos manuais escolares, 

considerando a perspetiva do estudo histórico. Nestas onze contribuições, a investigação 

sobre a aula é discutida em termos teóricos e de resultados empíricos e pretende 

contribuir para a discussão e reflexão sobre as metodologias e os recursos utilizados, o 

papel do professor, a aprendizagem dos alunos e a importância da avaliação, na aula de 

matemática.  

Na comunicação apresentada por Alcântara, Amado e Carreira, as autoras refletem 

sobre as emoções dos alunos como fatores inibidores do sucesso na disciplina de 

Matemática, reconhecendo a interação entre os aspetos afetivos e a aprendizagem. Esta 

investigação envolve um conjunto de alunos com dificuldades na disciplina de 

Matemática, que se encontram em risco de insucesso e que frequentam o ensino técnico 

secundário no Brasil. 

Por sua vez, Santos e Santos, num estudo realizado num contexto colaborativo, dão-nos 

a conhecer a prática de dois professores do 2.º ciclo para envolver os alunos em 

estratégias avaliativas reguladoras, na sala de aula, recorrendo ao uso da tecnologia. Os 

dados indicam que apesar de inicialmente os professores terem evidenciado algumas 

dificuldades na dinamização de aulas mais interativas, com a organização dos alunos em 

pequenos grupos, estas foram-se esbatendo no decorrer da prática, promovendo nos 

alunos o desenvolvimento da consciencialização das suas ações como agentes 

reguladores da aprendizagem. 

Rangel e Santos analisam o acompanhamento e o apoio dos alunos que apesar de 

estarem em risco de reprovar prosseguem para o ano letivo seguinte, numa escola 

secundária situada nos arredores de Lisboa. As conclusões refletem que a professora 

aplica algumas estratégias de diferenciação pedagógica, em sintonia com as suas baixas 

expetativas no que concerne à aprendizagem destes alunos, nomeadamente: 

diferenciação de produtos, de conteúdos e de processos, que permitem à professora 

simplificar as tarefas propostas, justificada pela necessidade de motivar e incentivar os 

alunos. 

No estudo de Baioa e Carreira é descrita uma experiência de ensino com duas turmas de 

9.º ano do ensino básico, baseada na integração de tarefas de modelação envolvendo 

trabalho experimental, numa abordagem interdisciplinar de STEM. Os resultados 

sugerem que a contextualização das tarefas despertou o interesse dos alunos, 

contribuindo para o desenvolvimento de diversas capacidades, especialmente porque 

que permite a atribuição de significado aos conceitos matemáticos utilizados em 

problemas da realidade. 
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Por sua vez, Martins e Basso estudam o desenvolvimento do pensamento combinatório 

de estudantes do 4.º ano do ensino básico, numa escola pública brasileira, recorrendo a 

um objeto digital de aprendizagem. Este estudo valorizou a aprendizagem autónoma e 

diferenciada, respeitando os ritmos de trabalho dos alunos. Os autores consideram que 

os problemas que surgem na utilização do objeto digital de aprendizagem fazem emergir 

a necessidade de organização e sistematização das soluções construídas, embora 

nenhuma dupla de alunos tenha realizado a sistematização total na resolução de todos os 

problemas. 

Mota e Ferreira propuseram a uma turma de 12.º ano uma tarefa de contagem com o 

objetivo de compreender de que modo os alunos utilizam os processos subjacentes ao 

Princípio Fundamental da Contagem (PFC) na resolução de uma tarefa desafiante. Os 

alunos puderam recorrer à utilização do seu smartphone na pesquisa necessária à 

resolução da tarefa proposta. As autoras concluíram que a tarefa proposta permitiu que 

os alunos se apercebessem dos processos subjacentes ao PFC e consideraram que os 

smartphones tiveram um papel importante na resolução da tarefa, tendo-se constituído 

como verdadeiros recursos na resolução da atividade matemática. 

Já Rodrigues e Matos apresentam uma iconografia da aula, recorrendo a gravuras e 

fotografias encontradas em livros de texto ou no espólio de colecionadores desde a 

época medieval até meados do século XX. Através de uma visão da história (em 

particular da Educação Matemática) como uma busca de permanências e mudanças, os 

autores concluem que as evidências do passado nos permitem refletir sobre o presente. 

Neste caso, o aluno, o professor e o conteúdo, enquanto categorias abstratas, são 

permanentes, mas tudo o resto muda: as relações que se estabelecem na aula, o 

valorizado e o reprimido, os artefactos e o seu significado, a identidade social e cultural 

concreta dos alunos, dos professores e da própria matemática. 

O estudo apresentado por León-Mantero, Maz-Machado, Madrid, Jiménez-Fanjul e 

Santiago apresenta uma análise do tratamento matemático dado aos métodos de cálculo 

do perímetro da circunferência e da área do círculo nos livros de texto de geometria 

publicados em Espanha no século XVIII. Entre os resultados obtidos, os autores 

destacam que se encontra sempre o mesmo método para o cálculo do perímetro da 

circunferência, ao passo que para o cálculo da área de um círculo surgem vários 

métodos, dependendo de se tratar de livros didáticos sobre geometria ou topografia. 

Correia apresenta um póster onde apresenta o Projeto LabMath, destinado a alunos do 

1º ciclo, que baseia as suas práticas em atividades lúdicas com recurso a materiais 

manipul§veis (ñHands-on activitiesò). Preliminarmente, foi poss²vel verificar que os 

alunos inscritos no LabMath têm vindo a demonstrar uma melhor compreensão do 

conceito de fração e a sua identificação, em comparação com os alunos não inscritos. 

No póster apresentado por Carvalho, a autora pretende compreender como é que os 

alunos desenvolvem o seu raciocínio geométrico quando recorrem ao GeoGebra para 

resolver tarefas de construção, exploração e investigação. Os resultados indicam que o 

recurso a tarefas de caráter exploratório e investigativo promove a formulação de 

conjeturas e generalizações por parte dos alunos. 

Por sua vez, Pimentel, apresenta um projeto de interdisciplinaridade no ensino 

secundário, com duas turmas do 10.º ano, envolvendo as disciplinas de Matemática, 

Física e Química e Biologia, na investigação da salinidade no estuário do rio Lima, em 

função da profundidade, temperatura e distância à foz. Após o término do projeto alguns 

alunos apresentaram os seus trabalhos e conclusões no Congresso Matemático da 

escola, que pretende dar espaço aos estudantes para comunicarem ideias e descobertas 
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matemáticas, a resolução de problemas, bem como curiosidades, puzzles e quebra-

cabeças. 

A atividade deste grupo de discussão desenvolve-se em quatro momentos, ao longo do 

EIEM 2018, três dos quais dedicados à apresentação de comunicações orais e um quarto 

período de diálogo com os autores dos pósteres. Pretende-se, nas sessões de trabalho, 

analisar e discutir as principais ideias presentes nas comunicações propostas, visando a 

ampliação do conhecimento sobre as metodologias e os recursos utilizados na aula de 

matemática, o papel do professor e do aluno, a influência de aspetos afetivos na 

aprendizagem dos alunos e a importância da avaliação.  
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Resumo: Esta comunicação baseia-se nos resultados preliminares de um estudo 

exploratório qualitativo sobre as emoções dos alunos em relação às suas experiências de 

insucesso escolar, particularmente no contexto da aula matemática. A pesquisa envolve 

alunos em risco de insucesso em matemática que frequentam o ensino secundário 

técnico no Brasil. Os dados foram obtidos através das vozes de quatro alunos, mediante 

a sua participação numa entrevista de focus group e em entrevistas individuais 

semiestruturadas. Como abordagem teórica, a teoria da atribuição é inter-relacionada 

com o desenvolvimento de abordagens teóricas ao estudo das emoções em educação 

matemática. Ao considerar a hipótese de distinguir os fatores de insucesso em 

facilitadores e inibidores, identificamos nas expressões verbais dos estudantes várias 

emoções negativas que estão vinculadas a objetos, agentes e eventos que abrangem: a 

aula de matemática, as tarefas e a avaliação em matemática.   

Palavras-chave: emoções, atribuições causais, ensino técnico, insucesso escolar. 

 

1. Introdução  

No Brasil, os Institutos Federais (IFs) oferecem aos jovens uma formação com a 

duração de três anos, que tem a dupla função de lhes permitir obter uma qualificação 

profissional e, simultaneamente, concluir o ensino secundário e aceder ao ensino 

superior. A matriz curricular anual dos cursos técnicos é constituída, em média, por 
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dezassete disciplinas, sendo doze da base nacional comum e cinco da base técnica, 

totalizando, em média, 36 aulas semanais.  

A disciplina de Matemática assume, desde o primeiro ano, um papel central, tanto 

porque é uma componente da formação geral, como pela manifesta aplicação que tem 

nas várias disciplinas técnicas. O elevado índice de insucesso que se regista nesta 

disciplina tem como consequência uma alta incidência de evasão nesta rede de ensino. 

Para combater o problema da evasão, os IFs delinearam o Plano Estratégico de 

Permanência e Êxito com o objetivo de elevar os índices de permanência e sucesso dos 

estudantes, por meio de um programa de ações concretas. Neste sentido, foi realizado 

um diagnóstico inicial que evidenciou a coexistência de fatores intrínsecos ao estudante 

e de fatores internos e externos à instituição que contribuem para o abandono escolar. A 

partir dos resultados desse diagnóstico, é possível perceber a relevância dos fatores 

inerentes ao individuo, isto ®, o quanto as ñdificuldadesò destacadas podem ser 

determinantes para o insucesso do aluno. As medidas adotadas para fazer face à situação 

de insucesso diagnosticada assumem essencialmente que esta tem uma génese 

cognitiva, ignorando os aspetos afetivos que são parte integrante da situação. Por essa 

razão, a deteção de um aluno em situação de risco deve contemplar a caracterização das 

suas necessidades, não apenas no campo cognitivo mas também no afetivo. É 

fundamental perceber como ele se sente, como pensa, o que valoriza, o que precisa, o 

que deseja, o que faz ï enfim, conhecê-lo enquanto estudante da Educação Técnica, 

onde a matemática tem um papel fulcral. Daí a importância de dar uma atenção especial 

aos aspetos afetivos, já que alunos com dificuldades apresentam, regra geral, uma fraca 

motivação para a aprendizagem e/ou sentem-se incapazes para se envolver nas tarefas 

escolares e para aprender matemática.  

Desde há vários anos, a investigação tem mostrado que o insucesso escolar não se deve 

apenas a aspetos cognitivos; pelo contrário, os aspetos afetivos desempenham 

igualmente um papel muito relevante na aprendizagem da matemática (Evans, Morgan 

& Tsatsaroni, 2006). Sendo reconhecida a importância da dimensão afetiva no estudo 

do insucesso em matemática, torna-se necessário um olhar mais dirigido para as 

experiências individuais e para os percursos de insucesso vivenciados pelos alunos, algo 

que requer abordagens particularistas em vez de estudos em larga escala. Assim, 

defendemos como fundamental ter acesso às experiências dos alunos através das suas 

próprias vozes, nomeadamente acerca daquilo que tem impacto emocional positivo ou 

negativo, do modo como eles descrevem a sua relação com a matemática e a sua história 

individual nesta disciplina. Em suma, pretendemos ouvir os alunos sobre o seu 

insucesso em matemática, dando uma atenção especial à sua expressão emocional. 

Esta comunicação tem por base um estudo qualitativo e interpretativo, de caráter 

preliminar e exploratório, com o objetivo de compreender como é que os alunos do 

ensino secundário de cursos técnicos vivenciam situações de insucesso e de 

desempenho insatisfatório em matemática, que os colocam em situação de risco de 

retenção e/ou de abandono. O objetivo da pesquisa consiste em perceber a relação entre 

as emoções reveladas pelos alunos em situação de insucesso e as causas que eles 

atribuem a essa situação.  

  

2. Fundamentação teórica 

O insucesso escolar pode ser analisado segundo variáveis mais ou menos 

determinísticas ou segundo acontecimentos e circunstâncias individuais que são mais 
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difíceis de captar: fala-se então do insucesso visível e do insucesso invisível, 

respetivamente (Mendonça, 2006). O primeiro refere-se ao insucesso escolar expresso 

em termos quantitativos, referente a reprovações, retenções, e abandonos, ao passo que 

o segundo é traduzido em termos qualitativos, tais como frustrações individuais, 

preparação inadequada, e alienação da participação democrática. Cortesão e Torres 

(1990) falam de um insucesso velado, ao abordar o processo de falhanço na escola, 

referindo-se a esse tipo de sintomas que são invisíveis e não quantificáveis, mas em 

todo o caso constitutivos do insucesso escolar. Tais sintomas ocorrem em múltiplos 

comportamentos e reações, incluindo, por exemplo: o aluno sente que não pertence à 

escola, não gosta da escola, recusa a relação pedagógica, é agressivo, desinteressado e 

distancia-se do ambiente escolar.  

  

2.1. As dimensões atribucionais da explicação dos alunos para o insucesso  

A teoria da atribuição de causalidade é uma das abordagens de destaque no estudo das 

causas do insucesso escolar. Baseia-se na obtenção das perceções individuais acerca dos 

fatores que melhor explicam as situações que os próprios sujeitos vivenciam e os 

estados que atravessam. Os estudos dedicados à determinação das atribuições causais do 

insucesso escolar são abundantes, tanto no campo da psicologia cognitiva como em 

vários domínios da investigação em educação (Almeida, Mirande & Guisande, 2008). A 

generalidade dos estudos conduzidos sob esta perspetiva assume que os alunos são 

capazes de produzir um quadro conceptual que lhes permite explicar as causas dos seus 

resultados e, em particular, dos seus fracassos na escola. Além disso, este sistema 

explicativo implícito apresenta-se como uma composição de causas unitárias que se 

organizam ao longo de um conjunto de dimensões, as quais podem ser consideradas 

como as causas críticas do desempenho académico. Segundo Neves e Faria (2004), uma 

primeira fase de investigação sobre as causas percebidas pelos sujeitos para explicar os 

resultados da sua realização apontaram para quatro grandes tipos: capacidade, esforço, 

sorte e dificuldade da tarefa. No entanto, no decorrer de trabalhos subsequentes 

verificou-se que a variedade de causas que os sujeitos invocavam para os seus 

resultados era muito maior do que a inicialmente proposta. Daí a necessidade que se 

impôs de criar alguma forma de categorização da grande variabilidade e diversidade 

causal. 

A partir dos trabalhos sistematizadores de Weiner (1985), parece ter-se cimentado a 

ideia de que as atribuições causais podem ser encaixadas em três grandes categorias. 

Tais categorias, que dão origem à designação de teoria tridimensional, consistem nas 

seguintes: causas internas e externas (i.e. internas ou externas à pessoa), causas estáveis 

e instáveis (i.e., que permanecem relativamente constantes ou variam ao longo do 

tempo) e, por último, causas controláveis e incontroláveis (i.e., que estão sob o controlo 

ou fora do controlo da vontade da pessoa).     

Num estudo recente, Forsyth, Story, Kelley e McMillan (2009) reexaminaram e 

reformularam muitos dos resultados de investigações anteriores, utilizando uma 

abordagem fenomenológica na sua pesquisa. Os seus dados empíricos foram coligidos 

ao inquirir alunos do ensino superior, logo após estes receberem a classificação obtida 

num exame de uma disciplina, sobre os fatores que levaram a que tivessem obtido 

aquela classificação. Os investigadores admitiram a hipótese de que as causas que 

viriam a ser indicadas poderiam estruturar-se em categorias com uma certa forma 

hierárquica, mas admitiram igualmente, tal como outros estudos já revelaram, que 
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surgiriam eventualmente causas não mutuamente exclusivas. A metodologia que 

adotaram baseou-se inicialmente na análise de clusters e posteriormente na análise 

fatorial confirmatória. Os resultados que encontraram fizeram surgir uma nova proposta 

teórica que se mostra potencialmente interessante no âmbito do desenvolvimento do 

nosso estudo.  

Uma das ideias centrais que emerge dessa proposta é a de que há uma estrutura nas 

causas atribuídas pelos sujeitos para a ocorrência de insucesso que parece decorrer de 

um pensamento de natureza prática dos indivíduos e que pode resumir-se a duas grandes 

categorias de fatores: facilitadores e inibidores de sucesso. Assim, aquilo que os 

resultados indicaram foi que existe a possibilidade de colocar as causas do insucesso 

predominantemente em termos unidimensionais, sendo que as polaridades bom-mau ou 

elevado-fraco parecem enquadrar-se no leque de variação formado por fatores 

facilitadores e fatores inibidores. O esquema seguinte (Figura 1) ilustra esta forma de 

condensação das atribuições causais, além de indicar que as diversas atribuições não 

podem ser vistas como estando exclusivamente num dos pratos da balança.    

 

              

Figura 1 ï Modelo de atribuições causais (adaptado de Forsyth, Story, Kelley & McMillan, 

2009) 

 

Segundo os autores, há uma diversidade de fatores que podem ser considerados como 

causas facilitadoras ou inibidoras de sucesso, como acontece no caso de um aluno que 

explica o seu fracasso no exame por não saber qual a matéria que deveria ter estudado e 

por outros motivos que estão ligados ao anterior, como seja, ter feito uma má revisão da 

matéria e ter-se desleixado na sua preparação para o exame. Todas essas causas 

unitárias estão ligadas por uma dimensão atribucional comum: fatores inibidores de 

sucesso.  

No quadro da teoria atribucional, as atribuições causais têm um efeito muito direto 

sobre a realização futura dos indivíduos (Neves & Faria, 2004). De acordo com Weiner 

(1985), há uma espécie de determinação psicológica, quer ao nível cognitivo quer ao 

nível afetivo, das atribuições causais e da interpretação que o indivíduo lhes dá segundo 

as dimensões de locus, estabilidade e controlabilidade. Por exemplo, afetos ligados à 

autoestima, afetos dirigidos a si próprio, e afetos dirigidos aos outros são consequências 

das atribuições causais de insucesso que, por sua vez, influenciam a ação e o 

comportamento dos indivíduos em vários planos da sua realização. Num artigo mais 

recente, Weiner (2018) volta a considerar o domínio afetivo na investigação do 

fenómeno do insucesso, oferecendo aí fortes argumentos que justificam a associação 
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entre resultados, causas e emoções, também alicerçada nos critérios de locus, 

estabilidade e controlabilidade das causas atribuídas. 

O presente estudo, que se assume como exploratório e em fase preliminar, traz a visão 

teórica das atribuições causais como pano de fundo e procura complementá-la com uma 

perspetiva teórica da emoção, segundo a qual as emoções ou estados emocionais são 

expressos pelos indivíduos como formas de transmitir aos outros a sua compreensão das 

situações de insucesso que vivenciam.  

 

2.2. As emoções nas interpretações dos alunos sobre o insucesso  

Um dos reparos feitos por Weiner (2018) é o de que muitas e variadas emoções têm 

sido alvo de discussão e análise, incluindo orgulho, esperança, desespero, raiva e 

compaixão; porém, ainda está por criar uma teoria das emoções sob a perspetiva das 

atribuições.   

Apesar disso, vários pesquisadores no campo da educação matemática já abraçaram a 

construção da emoção como um sistema dinâmico, onde se assume que a emoção não 

pode ser vista nem como a origem nem como o final de uma relação causal entre afeto e 

desempenho. Nos seus trabalhos, Gomez-Chacón (2003) discutiu a interação entre afeto 

e aprendizagem como um processo cíclico. De forma abreviada, poderá dizer-se que, 

por um lado, a experiência de aprender matemática provoca diferentes reações no aluno 

e atua sobre as suas crenças; por outro lado, as crenças sustentadas têm uma 

consequência direta na capacidade de aprender e no comportamento do aluno em 

situações de aprendizagem.  

Da mesma forma, na sua revisão da investigação que relaciona emoções e aprendizagem 

da matemática, Xolocotzin (2017) reconheceu um desenvolvimento ainda modesto de 

estudos que admitem as emoções, ao mesmo tempo, como preditores e como 

consequências. Os resultados encontrados no estudo de Ahmed, van der Werf, Kuyper e 

Minnaert (2013) são de particular interesse para a nossa pesquisa, na medida em que 

revelam uma associação consistente entre mudanças nas emoções de alunos de 7.º ano e 

mudanças nas suas estratégias de autorregulação no decorrer de um ano letivo. Como os 

autores afirmam, as suas conclus»es revelam que, al®m da ñvontadeò e da ñcapacidadeò, 

uma parte fundamental do sucesso na escola ® a ñemo­«oò. 

Di Martino e Zan (2011) consideraram uma forma de distinguir as emoções em termos 

de reações a: i) Objetos: uma classe de emoções que estão ligadas a objetos (emoções de 

atração) e que se referem a todas as variantes de reações afetivas de gostar e não gostar 

(como amor e ódio); ii) Eventos: uma classe de reações afetivas que se relacionam com 

o prazer e o desgosto, consistente com as consequências percebidas de um evento que o 

fazem ser desejável ou indesejável (como alegria, esperança, medo), e iii) Agentes: uma 

classe afetiva de reações de aprovação e desaprovação (como vergonha, admiração, 

recriminação). Esses três tipos de emoções também diferem em função dos fatores que 

as influenciam: as emoções de atração são influenciadas pelos gostos do sujeito; as 

reações afetivas de estar satisfeito e insatisfeito são influenciadas pelos objetivos do 

sujeito; e as reações afetivas de aprovação e desaprovação são influenciadas pelas 

crenças e valores do sujeito. 

O modo como as emoções podem refletir o insucesso escolar e, ao mesmo tempo, 

explicar esse insucesso parece ser um assunto ainda pouco explorado na investigação 

voltada para o contexto da aula de matemática e das experiências que esse contexto traz 

para o aluno. Torna-se, assim, oportuno questionar como é que as emoções e a sua 
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expressão, pelos alunos que vivem situações de insucesso em matemática, se articulam 

com atribuições causais inibidoras ou facilitadoras de sucesso.     

 

3. Aspetos metodológicos  

A investigação em educação matemática tem recorrido a diversas abordagens para o 

estudo dos aspetos afetivos, em particular, para o estudo das emoções. De acordo com 

Di Martino e Zan (2013) o estudo das emoções requer o recurso a instrumentos 

consistentes com uma abordagem interpretativa, capaz de captar as emoções dos alunos, 

dando-lhes a possibilidade de, através das suas próprias palavras, relatarem experiências 

relacionadas com situações de insucesso ou com as suas dificuldades, que os colocam 

em risco de retenção ou de evasão.  

Atendendo à subjetividade própria das emoções e optando por dar a palavra aos alunos 

do ensino secundário técnico, o presente estudo, que decorre no Instituto Federal do 

Mato Grosso (IFMT), contemplou, numa primeira fase, a realização de um focus group, 

a que se seguiu, numa segunda fase, a condução de entrevistas individuais a alunos. 

Esse primeiro encontro foi conduzido pela primeira autora e teve a duração aproximada 

de uma hora. De acordo com Krueger e Casey (2000), um focus group é um ambiente 

mais natural e facilitador da partilha de experiências, sendo esperado que os 

participantes se sintam mais apoiados e incentivados a falar.  

Para o focus group foram convidados 16 alunos, participantes de aulas de recuperação 

de matemática (aulas de nivelamento) e que se encontram em situação de risco no 

IFMT. Compareceram voluntariamente 13 alunos, 7 raparigas e 6 rapazes, que 

frequentam o 1.º ano do ensino secundário técnico. O encontro realizou-se após as 

atividades letivas de modo a não perturbar os compromissos escolares dos alunos. A 

conversa com os alunos foi orientada por um guião previamente estabelecido em torno 

de três tópicos principais: i) as razões que os levaram a optar pelos respetivos cursos 

técnicos; ii) a relação com a matemática ao longo do seu percurso escolar e, em 

particular, durante o seu 1.º ano no IFMT e, por fim, iii) as emoções vividas no contexto 

da aula de matemática. Deste primeiro momento, surgiram pistas fundamentais que 

orientaram a fase seguinte de recolha de dados com o uso de outros instrumentos, 

designadamente: entrevistas semiestruturadas, narrativas e observação dos alunos em 

sala de aula. A partir da leitura da transcrição desta conversa foram elaborados guiões 

individuais para a primeira entrevista semiestruturada com o objetivo de 

aprofundamento de aspetos afetivos e emocionais. As conversas foram gravadas em 

áudio e, posteriormente, transcritas na íntegra. Foi solicitada a aceitação prévia dos 

alunos e respetivos encarregados de educação para a participação no estudo, incluindo o 

consentimento para a gravação de entrevistas e utilização de testemunhos individuais, 

mediante garantia de confidencialidade e anonimato dos participantes. Foi igualmente 

obtida a autorização formal da direção da instituição para a realização do estudo. 

 

4. Apresentação e análise dos dados  

Para esta comunicação, selecionamos as vozes de quatro alunos cujos relatos permitem 

uma redução suficiente dos dados com vista a ilustrar as emoções partilhadas pelo grupo 

durante as conversas realizadas no focus group (FG) e na primeira entrevista (E1). 

Tendo presentes as normas éticas de proteção do anonimato, foram atribuídos nomes 

fictícios aos quatro alunos.  
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A análise dos dados seguiu um processo indutivo, tendo por base duas temáticas 

amplas: i) as experiências vividas na aula de matemática (envolvendo o ambiente e o 

tipo de participação dos alunos) e ii) as tarefas e a avaliação em matemática 

(envolvendo o desempenho na disciplina). Foram identificados e confrontados, em cada 

um dos temas, as emoções emergentes e as atribuições causais de insucesso.  

Ana tem 15 anos, é uma jovem bastante faladora, extrovertida e bastante popular entre 

os colegas. Tem consciência das suas dificuldades em matemática e procura aproveitar 

todas as ajudas que são oferecidas pelo IFMT aos alunos com dificuldades. Nos dois 

últimos bimestres, o seu esforço tem resultado e tem vindo a recuperar na aprendizagem 

da matemática. A opção por estudar no IFMT deve-se às recomendações de vários 

familiares. Pretendia ingressar no curso de eletrotécnica, mas por lapso matriculou-se no 

curso de mecânica. Apesar desta troca, mostra-se satisfeita com o curso que está a 

frequentar porque sente ñaquela emo­ão que tem em mecânica, que é mexer com motor, 

mexer com lanternagemò. Ana pretende tirar um curso superior; se continuar 

entusiasmada com mecânica irá seguir o curso de engenharia mecânica, caso contrário, 

irá optar pelo curso de psicologia.      

Carlos tem 17 anos, é um aluno muito tímido e raramente interage com os restantes 

colegas. Está a repetir o 1.º ano, mas continua a ter insucesso na maioria das disciplinas. 

O aluno parece revelar alguma fragilidade nos seus conhecimentos matemáticos 

prévios. Tem acompanhamento da coordenação pedagógica do curso e frequenta as 

aulas de recuperação. Apesar de ter escolhido estudar no IFMT porque gosta da escola 

e, em particular, do curso de eletromecânica, não sabe se irá prosseguir estudos 

superiores devido às dificuldades com que se tem deparado na maioria das disciplinas.  

Amanda tem 15 anos e é uma aluna pouco comunicativa. Revela algumas dificuldades 

e, como tal, está indicada para o nivelamento, mas não é assídua. A aluna consegue 

superar as dificuldades com algum esforço. Na primeira aula fez questão de dizer à 

professora que a matemática é um terror na sua vida. Esta aluna optou pelo curso de 

eletrotécnica, mas não sabe se irá concluir o curso nem sabe o que pretende fazer no 

futuro.  

Bruna tem 15 anos, é uma aluna muito tímida, mas sempre com um sorriso. Devido às 

suas dificuldades foi indicada para o nivelamento, mas tal como acontece nas aulas 

regulares, também não interage com o professor ou com os seus colegas nas aulas de 

nivelamento. A sua opção pelo IFMT deve-se ao reconhecimento da qualidade do 

ensino nos institutos federais e pelo facto de outros familiares estudarem nesta 

instituição. O gosto pela eletromecânica é partilhado com o pai. Bruna acredita que o 

seu futuro será melhor se fizer o secundário no IFMT.  

 

4.1. Emoções relacionadas com a experiência vivida na aula de matemática 

A aula de matemática mostrou-se um espaço gerador de múltiplas emoções. Os alunos 

ouvidos mostram concordância em relação à experiência vivida nas aulas de matemática 

que, na opinião geral, são monótonas e aborrecidas. O ambiente de sala de aula é 

descrito como desinteressante e propício à distração. Os alunos reconhecem que 

facilmente se desconcentram, que as aulas não os atraem, que rapidamente a sua atenção 

se desvia do que o professor está dizendo e que dificilmente as explicações do professor 

fazem sentido e são entendidas. O tédio é uma das emoções mais retratadas nas palavras 

dos alunos. Aparece relacionado com causas que se enquadram em fatores inibidores 

como ensino árido, ambiente pobre e confusão elevada. O tédio está também ligado ao 
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fracasso em acompanhar a aula e compreender a matéria e à sensação de dispersão. 

Assim, a desesperança é também uma emoção que surge das suas palavras. O elevado 

número de alunos por turma e os ritmos de aprendizagem parecem criar um ambiente 

que nem sempre é favorável aos alunos com mais dificuldades, provocando diversas 

reações emocionais.  

 

Ana: Aborrecidas! Sempre! Meio que monótonas. Ir para escola, sentar, escutar o 

professor falando, passar umas atividades, você tenta aprender e vê que não sabe 

nada da matéria.... É como se você tivesse uma amnésia repentinamente. Você olha 

para o quadro, entendeu... Você voltou o rosto... e sumiu. Às vezes, é muito chato, 

porque você cobra de si mesmo. Porque o pessoal consegue aprender e você não. 

A² o pessoal fica conversando, fica rindo... H§ aquelas piadinhas: óVoc° ® 

inteligente... Ah! Voc° ® burro..., voc° n«o sabe entender?...ô O professor j§ 

explicou algumas vezes mas ninguém cala a boca. E você não consegue prestar 

atenção! (FG) 

Carlos: Tudo me distrai na aula de matemática. Eu estou prestando atenção, mas de 

repente eu estou em outro lugar... A aula torna-se aborrecida quando nós não 

conseguimos entender nada. No ano passado, no ano inteiro, eu não entendia nada. 

Até a metade do ano, até este. (FG) 

 

As palavras destes alunos revelam emoções que sentem e vivenciam nas aulas de 

matemática. O tédio parece ser uma emoção frequente nas aulas de matemática destes 

alunos. Este aborrecimento parece estar associado à dificuldade em compreender o que 

o professor está a explicar. Mas há ainda outras emoções relacionadas com esta 

dificuldade em compreender o professor. A vergonha e a frustração são também 

emoções vividas por estes alunos. O ambiente de sala de aula parece não ser favorável 

aos alunos com mais dificuldades; estes estudantes sentem receio e vergonha de expor 

as suas fragilidades pois nem sempre os restantes colegas parecem ter uma atitude de 

apoio e compreensão para com eles. Bruna relata que as aulas geram desprazer, que 

sente medo de ser censurada e vergonha por não compreender a matéria quando os seus 

colegas já entenderam. Por esta razão opta por não perguntar quando tem dúvidas e 

desiste de procurar apoio. Assim, mantém-se em silêncio e recorre às aulas de 

recuperação para expor as suas dificuldades porque há poucos alunos nessas aulas e, de 

um modo geral, são todos alunos com dificuldades. A vergonha, a frustração e o medo 

estão ligados a fatores inibidores como a elevada censura dos colegas, a sua fraca 

capacidade e a reduzida proteção sentida na sala de aula.  

 

Bruna: Eu tenho vergonha de perguntar. Se eu não entendi, eu não pergunto. Porque tem 

pessoas do meu lado que sabem e eu n«o sei. A² eu falo: óAh, professor, eu não 

entendiô. A² eles ficam olhando para ti e falam: óPelo amor de Deus, eu entendi, 

como ® que voc° n«o entendeu?ô Eu n«o pergunto quando eu n«o aprendo. O 

professor est§ ali explicando, ele pergunta: óEntendeu?ô Na minha cabe­a est§: 

óN«o, n«o entendiô. Mas eu falo: óEntendi, professorô. Eu tenho vergonha de 

perguntar. (FG) 

 

É apenas no ambiente das aulas de recuperação que Bruna e os outros alunos com 

dificuldades esclarecem algumas das suas dúvidas sem o receio de serem censurados 

pelos colegas.  
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Bruna: No apoio, mais do que na sala de aula, eu me sinto com mais liberdade de 

perguntar para o professor o que eu não entendi. Eu tenho pavor de muita gente 

perto de mim, aí eu já tenho vergonha, aí todo mundo fica olhando para mim e 

vendo que eu não entendi uma coisa que pode ser fácil. Mas quando eu estou no 

apoio eu pergunto, ele me explica e quem está ali comigo são pessoas que têm 

dificuldade como eu. Então, quando eu pergunto, eu tiro a dúvida do meu colega e 

a minha dúvida também. Então, no apoio é muito mais fácil do que na própria aula. 

(FG) 

Ana: Eu tenho vergonha. Eu falo que não entendi a matéria e as pessoas já tinham 

entendido e a² fazem aquelas piadinhas: óAi burrinha, como voc° n«o entendeu? O 

professor já explicou dez vezes! Ah, você não está prestando atenção; você não 

serve para c§, vai para a Log²stica que ® o seu lugarô. Estas piadinhas assim, voc° 

fica constrangida. (FG) 

Carlos: Em casa eu penso que quando eu chegar na sala eu vou aprender mas quando eu 

chego aqui, eu desanimo, só de entrar na sala eu desanimo. É porque eu não 

aprendo, tento prestar atenção e não consigo. Aí, no dia seguinte, eu venho e nem 

presto atenção porque eu já sei que não vou aprender na sala. (E1) 

 

Os comentários dos colegas provocam reações de vergonha sobre alguns dos alunos. 

Estes revelam claramente a sua mágoa porque sentem que os seus colegas não entendem 

as suas dificuldades. Os comentários de alguns alunos geram humilhação e fazem com 

que os colegas se inibam de exprimir as suas dúvidas e dificuldades na aula. O 

desânimo é outra reação emocional nestes jovens. Por vezes, quando há mudança de um 

conteúdo na aula, surge a esperança de o entender, mas rapidamente vem a deceção por 

não conseguirem resolver adequadamente a tarefa que é proposta. Em resumo, 

vergonha, frustração, medo e desânimo são emoções vividas por estes alunos na aula de 

matemática, que andam de mãos dadas com fraca segurança, mas também com fraca 

capacidade em lidar com tarefas novas. 

 

4.2. Emoções associadas com as tarefas e a avaliação em matemática  

Em relação à resolução das tarefas matemáticas na sala de aula e das atividades para 

casa, os alunos expressam emoções negativas como desânimo, impotência, vergonha e 

raiva. Sentem-se desanimados porque por mais que se esforcem não conseguem avançar 

nas resoluções sem a ajuda do professor ou dos colegas. Sentem-se assim incapazes e, 

às vezes, envergonhados, porque precisam de ajuda mas preferiam não ter de pedi-la. 

Essa condição gera sensações negativas como a falta de capacidade, a raiva e o mau 

estar consigo mesmo. 

 

Ana: Quando eu consigo fazer, eu me sinto legal; quando eu não consigo, eu fico um 

pouco reprimida, meio de lado, maio cabisbaixa... Porque ócara, eu n«o sei fazerô, 

vou para a monitoria e não consigo ficar muito tempo, porque eu meio que me 

auto-rebaixo e falo: óAh, eu n«o vou conseguirô. (E1) 

Amanda: Dá um desânimo porque você está lá prestando atenção na aula e o professor 

est§ explicando óde boaô e pergunta: óentendeu?ô Eu penso: óentendiô. A maneira 

que ele explicou você acha que entendeu, né? Aí vai fazer a tarefa, tenta aplicar o 

que o professor explicou, mas aí você vê que não era o que o professor explicou, 

que eu entendi de outra maneira. Aí a tarefa está errada, aí dá uma tristeza porque 

você vê que não conseguiu entender, então eu fico com raiva de mim mesma. (E1) 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 
 

78 

Bruna: Eu fico um pouco mal e com vergonha, né? Porque eu tinha que ter entendido e eu 

não entendi. E eu ainda tenho que pedir ajuda de novo, e aí é ruim. [...] eu queria 

ter entendido na hora em que o professor explicou. Quando eu não entendo, eu fico 

mais mal ainda porque além de eu pedir ajuda eu não entendi a explicação da 

pessoa que me ajudou. (E1) 

 

Os momentos que envolvem a avaliação, em particular, os testes de avaliação parecem 

desencadear várias emoções negativas, como nervosismo, tensão e desespero. 

 

Amanda: Todas as vezes que eu vou fazer qualquer prova eu fico muito nervosa e isso 

acaba atrapalhando... Isso prejudica bastante porque inibe a gente de lembrar do 

que a gente estudou, a gente pode até aprender, mas no momento da prova parece 

que dá um branco, assim... e este ano parece que está piorando porque é muito 

nervosismo, é aquela pressão de que se não conseguir agora, tem recuperação, e se 

voc° n«o conseguir na recupera­«o, voc° óse lascaô... (FG) 

Ana: No primeiro bimestre eu fui muito mal e a² eu pensei: ój§ estou em depend°nciaô... 

j§ estava pensando: óvou estudar para a Prova Final, vou pegar depend°nciaô... 

Tipo, assim, eu não vou conseguir. Só que aí eu fui na monitoria, no apoio da 

professora. E no dia antes da prova de recuperação, eu fui no apoio e a professora 

me ajudou; ela viu que eu tinha aprendido o conte¼do. Ela disse: ón«o, o seu 

problema ® que voc° fica nervosa na hora de fazer a provaô. A² eu esque­o tudo, 

aquelas coisas mais f§ceis óde mais e menosô. Na prova, eu realmente sou uma 

criança. (FG) 

 

Como revelam as palavras destes alunos, tanto as tarefas propostas nas aulas como os 

testes de matemática surgem como agentes e eventos que desencadeiam fortes emoções 

negativas. O teste é visto como uma situação em que aquilo que os alunos pensam ter 

aprendido parece desaparecer. Esse é um momento que gera tanto nervosismo que os 

torna incapazes de revelarem os seus conhecimentos. Os estudantes descrevem que se 

sentem desnorteados e prestes a perder sua identidade e racionalidade. Além disso, os 

estudantes referem-se a um objeto específico, o teste, como a oportunidade última que 

lhes é concedida para mostrarem o que sabem e que não podem falhar. O medo de 

fracassar parece dominá-los, impedindo-os de ser racionais, e levando-os mesmo a 

ñsentirem-se criançasò. Enfim, o medo, o nervosismo e a falta de esperan­a est«o 

envolvidos em experiências de grande pressão, grande ameaça e em perceções de fraca 

capacidade, que constituem obviamente uma ameaça ao seu sucesso escolar. 

 

4.3. As emoções e as atribuições causais do insucesso na matemática  

Para finalizar, trazemos alguns fatores ou motivos que os alunos apontam como 

causadores do seu insucesso em matemática. Eles atribuem o seu insucesso à falta de 

bases, à falta de concentração, à falta de empenho e à acumulação e complexidade dos 

conteúdos. Também demonstram alguns fatores emocionais (i.e., esforço, motivação, 

nervosismo e vergonha) que são influentes tanto na inibição como na facilitação do 

sucesso. 

 

Amanda: Eu acho que o fator principal foi a questão de eu não ter tido uma base tão boa 

assim. Porque por mais que eu não goste de matemática, se tivesse tido aulas eu 
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conseguiria aprender, mas como eu não tive, o fator principal foi eu não ter uma 

base tão boa assim. (E1) 

Ana: Você está estudando um conteúdo e aí já vem outro conteúdo. [...] Se eu tivesse um 

pouco mais de concentração, prestasse mais atenção, não me deixasse atrapalhar e 

me esforçasse mais, eu acho que conseguiria. [...] Estudar, estudar, prestar atenção 

na aula, tentar fazer atividades e prestar atenção, porque se não prestar atenção não 

tem como. (E1) 

Bruna: Às vezes eu sei fazer, mas como estou nervosa eu não consigo fazer. Eu coloco na 

minha cabeça que não sei fazer... porque estou nervosa. Mesmo sem eu ter tentado, 

eu olho e não consigo fazer, aí eu não faço. Também a vergonha, eu preciso 

aprender, mas eu não consigo perguntar ao professor a parte que eu não entendi, aí 

eu não entendo o resto todo. (E1) 

Carlos: Precisa ter vontade de estudar. Eu tenho vontade de terminar os estudos, mas não 

tenho vontade de estudar. (E1) 

 

As emoções partilhadas por estes quatro alunos estão, naturalmente, associadas às 

dificuldades que vivenciam no contexto da disciplina. Amanda atribui o seu insucesso à 

falta de bases, mas alega que mesmo não gostando de matemática poderia ter resultados 

mais positivos. Nesse caso, a emoção negativa (não gostar) parece não ser, para ela, a 

causa central do seu insucesso. Para Ana, além da acumulação de conteúdos e da sua 

complexidade, ela considera a falta de concentração e de empenho, também, como 

causas do seu insucesso. Já para Bruna as sensações emocionais, como nervosismo e 

vergonha, são as principais causas do seu insucesso. Ela tem a convicção de que se 

conseguisse controlá-las, os seus resultados seriam diferentes. Carlos tem consciência 

da necessidade de estudar mas, diferentemente de outros colegas, demonstra-se 

totalmente desmotivado e parece revelar a sua perceção de uma fraca capacidade para 

aprender.  

De forma genérica, há por parte destes jovens uma tentativa de ultrapassar as 

dificuldades que os leva a desenvolver alguns esforços que nem sempre resultam em 

sucesso e que, por isso, conduzem ao desânimo. Assim, o desagrado, o nervosismo e a 

desmotivação são emoções relacionadas com a fraca preparação, a fraca capacidade, a 

fraca motivação e com a elevada dificuldade na disciplina. 

 

5. Comentários finais  

O estudo do insucesso recai frequentemente sobre os aspetos cognitivos, esquecendo os 

aspetos afetivos e os socioculturais. Como é referido na literatura, o facto de os aspetos 

afetivos poderem estar ocultos e não serem quantificáveis desencorajam o seu estudo. 

Segundo os pressupostos teóricos adotados neste estudo, as emoções são vistas como 

reações a diferentes situações que os estudantes vivenciam na sua vida escolar. 

Como fatores inibidores do sucesso destes alunos, destacamos: i) a aula de matemática, 

marcada por um ensino monótono e um ambiente pouco favorável; ii) as tarefas e a 

avaliação em matemática, marcadas por uma grande pressão sobre os alunos. Estes 

fatores inibidores ligam-se claramente a um conjunto de emoções negativas, a saber: 

tédio, desespero, vergonha, frustração, medo, desagrado, tensão, irritação, nervosismo.  

Tal como outros estudos indicaram, reconhecemos a interação entre os aspetos afetivos 

e a aprendizagem como um processo cíclico. Além disso, os resultados preliminares 

deste estudo indicam que as emoções e o insucesso se alimentam e reforçam 
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mutuamente. Nesse sentido, mudanças em diversos aspetos das práticas de sala de aula 

e das normas socioculturais podem representar fatores facilitadores do sucesso e gerar 

emoções positivas. Também é provável que um alívio do peso da retenção baseada 

estritamente nos resultados dos testes de avaliação contribua para emoções mais 

positivas relativas ao contexto da aula de matemática. Os próximos passos desta 

investigação terão como objetivo analisar a relação existente entre as emoções e 

determinados eventos críticos promotores de insucesso, através da realização de 

entrevista de aprofundamento e da recolha de narrativas pessoais centradas nas emoções 

sentidas pelos alunos no contexto da disciplina de matemática. 
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Resumo: Com este texto pretende-se dar a conhecer a prática de professores do 2.º ciclo 

para envolver os alunos na estratégia avaliativa reguladora, na sala de aula de 

matemática, com tecnologia. O estudo é de natureza interpretativa e segue o design de 

estudo de caso. Num contexto de trabalho colaborativo, a investigadora e dois 

professores de Matemática, a lecionar o 5.º ano de escolaridade, conceberam estratégias 

avaliativas concretizadas em sala de aula, procurando integrar as informações recolhidas 

na planificação seguinte. Os dados apresentados foram recolhidos por observação, com 

registo áudio, da entrevista final e registo áudio e vídeo do trabalho realizado em duas 

aulas em cada uma das três estratégias avaliativas dos professores caso, João e Ana. Os 

resultados apontam para que a atuação dos professores alterna entre momentos de 

transmissão de informações essenciais à progressão das atividades com a tecnologia ou 

aos critérios de avaliação e momentos de questionamento oral aberto para apoiar o 

raciocínio matemático dos alunos, tornando a atuação dos professores exigente, 

complexa e difícil. 

Palavras-chave: Avaliação reguladora, Critérios de avaliação, Tecnologia, 

Questionamento oral, O papel do professor. 

 

Introdução 

No sentido de contribuir para uma aprendizagem efetiva, de qualidade e para todos os 

alunos, a avaliação deve ser sistemática na sala de aula em vez de aparecer como uma 

interrupção da atividade letiva (Storeygard, Hamm, & Fosnot, 2010; Black & Wiliam, 

2009). Os professores devem procurar evidências em diversas fontes de modo a garantir 

a convergência dessas evidências no sentido de que cada aluno possa mostrar o que sabe 

e o que consegue fazer de diferentes maneiras mostrando, assim, os seus pontos fortes 

(NCTM, 2007). Para que tal aconteça, existe a necessidade de proporcionar ao aluno um 

maior envolvimento e por isso torná-lo mais ativo na sua própria aprendizagem 

(Nunziatti, 1990). 

Do mesmo modo, a utilização de ferramentas tecnológicas no ensino permitem ao aluno 

uma participação mais ativa na sua aprendizagem. Arrastar um elemento do diagrama, 

mailto:elvira.santos@campus.ul.pt
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através da ação do rato, observar as relações geométricas usadas criam condições para a 

elaboração de conjeturas que só é possível pelo potencial de interação oferecida pelos 

ambientes de geometria dinâmica (AGD). Assim, estas ferramentas apresentam 

condições para o professor ouvir os alunos e, através da sua ação, conhecer os seus 

pontos fortes (Laborde, Kynigos, Hollebrands, Strässer, 2006). Baccaglini-Frank e 

Mariotti (2011) mencionam que quando os intervenientes são convidados a explorar um 

problema aberto, com AGD, e a formular conjeturas, sobre um determinado objeto 

matemático, observam propriedades que se mantêm constantes e tentam ligar um ou 

mais invariantes geométricos, durante o processo de arrastar de um ponto, para dar 

origem a uma hipótese explicativa. Contudo, não se pense que esta prática está liberta 

de desafios para o professor, pois existem dificuldades no que respeita à utilização da 

tecnologia no ensino da Matemática já que os aprendentes precisam de saber lidar com a 

sintaxe e a semântica do software o que, por vezes, é considerado como uma sobrecarga 

para a aprendizagem (Hoyles & Noss, 2003). 

A investigação realizada em Portugal aponta para a existência de poucos estudos no 

domínio da avaliação e é, por isso, consensual quanto à necessidade da existência de 

uma agenda de avaliação tanto nos educadores como nos investigadores matemáticos 

(Santos, 2004; Fernandes, 2009). Deste modo, antevê-se a necessidade de contribuir 

para um melhor conhecimento de práticas profissionais com utilização de avaliação 

reguladora, tentando caracterizar o trabalho dos professores na forma como constroem 

tarefas, como recolhem informação sobre a aprendizagem dos alunos e como integram 

essa informação na sua planificação de modo a regular o seu ensino da Matemática. 

Assim, com este texto pretende-se dar a conhecer a prática de professores do 2.º ciclo 

para envolver os alunos na estratégia avaliativa reguladora, na sala de aula de 

matemática, com tecnologia. 

 

Avaliação reguladora 

A ação reguladora da avaliação só existe se se seguir o tratamento da informação 

recolhida, assim como a adaptação das atividades de ensino e de aprendizagem de 

acordo com a interpretação desenvolvida (Pinto & Santos, 2006). A intervenção de 

natureza reguladora pode incidir na clarifica­«o da rela­«o existente ñentre os objetivos 

da aprendizagem e as tarefas a utilizar; sobre a explicitação e negociação de critérios de 

avaliação para uma eficaz apropriação por parte dos alunos; ou ainda sobre a 

sistematização, interpretação e tomada de consciência dos erros cometidos na realização 

de uma dada tarefaò (Santos, 2008, p. 4). A avalia­«o desenvolvida pelo professor passa 

a ter uma função de ajuda no processo não sendo, no entanto, o seu principal papel. 

Mais do que assegurar a articulação entre as características dos alunos e o processo de 

ensino pretende, essencialmente, focar-se na ação do aluno como principal agente 

regulador da sua aprendizagem (Pinto & Santos, 2006). 

Os erros cometidos pelos alunos estão presentes, diariamente, na sala de aula e na 

perspectiva da avaliação reguladora o erro é, por isso, natural e inerente ao processo de 

aprendizagem. Ao usar o erro cometido pelo aluno como uma fonte de informação a que 

tem acesso, o professor acede à lógica que o aluno tem de um certo saber e a sua 

compreensão pode constituir um modo de o professor pensar em formas específicas e 

adequadas de ajudar o aluno a reorientar a sua representação, mas também a refletir 

sobre a sua prática, repensando a adequação dos contextos de aprendizagem propostos 

(Santos & Cai, 2016; Santos et al., 2010). 
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Explicitar os critérios de avaliação é clarificar o modelo didático de referência, a 

avaliação para aprender passa a fazer parte do conteúdo e das estratégias de ensino 

como modelo de referência para todos, sendo a aprendizagem colocada em termos da 

lógica do aprendente e do acesso à autonomia (Nunziati, 1990). Os critérios de 

avaliação enunciam o que é importante em cada momento e são, por isso, uma 

ferramenta de diálogo entre avaliadores e avaliados (Vial, 2001), constituindo-se como 

lentes para analisar o trabalho desenvolvido (Santos & Cai, 2016). 

Ouvir os alunos é uma tarefa difícil. Para conseguir dar sentido às suas intervenções é 

importante ter presente as diversas vias de desenvolvimento de toda a aprendizagem e 

dos objetivos matemáticos da atividade em curso. O professor deve identificar os pontos 

fortes dos alunos, não só para contribuir para o desenvolvimento da autoconfiança, mas 

também para ajudá-los a construir o seu próprio conhecimento (Storeygard et al., 2010). 

A utilização do feedback, como um diálogo para ajudar os alunos a ultrapassar as 

dificuldades, poderá contribuir para a construção do conhecimento por parte dos alunos 

se estes adaptarem e integrarem as informações reconstruindo saberes (Santos & Cai, 

2016; Santos & Semana, 2015). 

Contudo, os professores têm tendência para lançar questões para a turma no sentido de 

manter os alunos focados na tarefa, mas é menos frequente trocarem algumas questões 

com o mesmo aluno provocando uma discussão de ideias mais prolongada sobre um 

determinado tema (Wiliam, 1999). Contudo, é de salientar que, quando incentivados e 

apoiados, os professores mudam as suas práticas (Black & Wiliam, 2003; 2006). Uma 

consequência destas mudanças é que os professores aprendem a conhecer melhor os 

alunos e os seus erros, de modo a orientar a sua ação para as suas verdadeiras 

necessidades. No entanto, o desenvolvimento de um estilo mais interativo relativamente 

ao diálogo com a turma pode requerer uma mudança radical no estilo de ensino do 

professor. Num projeto desenvolvido por Black e Wiliam (2006), os professores de 

início sentiam que estavam a perder o controlo, mas ao fim de um ano foi possível 

verificar mudanças neste sentido. 

Deste modo, o questionamento oral, sendo uma prática muito frequente em sala de aula, 

só poderá constituir-se como um contexto potencialmente regulador se for realizado de 

forma intencional por parte do professor, sem constrangimentos de tempo e formado 

essencialmente por perguntas de tipo aberto (Santos, 2008). O questionamento oral 

poderá realizar-se entre professor-aluno, mas também entre professor-turma, ou ainda, 

entre aluno-aluno e revela-se como ñexcelentes oportunidades para o desenvolvimento 

de uma comunicação reflexiva e instrutiva e, mais geralmente, para a aprendizagem em 

Matem§ticaò mas de grande exig°ncia para o professor (Semana & Santos, 2012, p. 

308). 

Num estudo realizado, num contexto colaborativo, com o objetivo de ñcompreender e 

aprofundar o conhecimento sobre as formas de atuação do professor de Matemática em 

sala de aula os tipos de experiências matemáticas que favorecem o desenvolvimento da 

autorregulação da aprendizagem matemática, e os constrangimentos que os professores 

de Matemática enfrentam aquando da implementaç«o dessas pr§ticasò (Dias, P. & 

Santos, 2012, p. 229) é referido que o professor em estudo reorientou os alunos 

remetendo-os para os seus produtos de modo a que identificassem os próprios erros, 

bem como a razoabilidade das suas respostas apelando a diferentes tipos de 

representação de objetos matemáticos promovendo, assim, a autorregulação da 

aprendizagem matemática. 
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Prática de ensino 

A construção de um modelo da ação do professor é de grande complexidade e, por isso, 

torna-se importante observar os gestos dos professores no seu contexto profissional. 

Sendo os gestos a manifestação de uma intenção, uma manifestação concreta do desejo, 

implica uma leitura a diversos níveis (Jorro, 1998). Os gestos profissionais dos docentes 

dependem da forma como se dá a adaptação e a interação com o contexto. Existem 

quatro dimensões que caracterizam os gestos profissionais, são eles: A liberdade de agir 

versus sentido de postura profissional em que o professor revela a sua capacidade de se 

dar a uma situação e integra nos seus gestos uma percepção mais ampla do que a que 

existe na programação escolar; A intuição que permite ao professor reconhecer o 

momento de intervir e em que a sua criatividade resulta da arte de improvisação num 

determinado instante; o sentido de alteridade que se caracteriza pelo reconhecimento e 

aceitação do outro, um gesto que é um convite à compreensão e à ação; e, a forma como 

o gesto se apresenta aos outros já que é através do gesto que se faz a transmissão de 

valores educativos através da sua dimensão emocional e simbólica dando a conhecer a 

sua medida ou a sua contenção (Jorro, 2006). Os gestos linguísticos permitem analisar a 

comunicação do professor perante a turma. Estes gestos, que permitem perceber se o 

professor apresenta uma linguagem especializada ou comum, são visíveis no inicio ou 

na transição de atividades, na introdução dos saberes, ao revisitar um conceito, na 

clarificação de uma noção ou na regulação de regras ou normas que estão prescritas. Os 

gestos de colocar em prática o saber, coloca o professor em contacto com a atividade 

intelectual dos alunos durante a realização das tarefas e constituem a atividade de fundo 

do professor desenvolvendo a construção do pensamento abstrato e a manipulação dos 

conceitos. Os gestos de ajustar a ação à situação revelam a capacidade do professor de 

intervir sobre o ritmo da ação, modificando ou criando uma nova estratégia, durante o 

desenvolvimento da atividade. Os gestos de ética do professor estão patentes no tipo de 

relações existentes entre alunos e o professor que podem contribuir tanto para incentivar 

o aluno a participar nas atividades como a criar relações de domínio. Estas relações 

estão de acordo com o formato da comunicação que se estabelece e da avaliação escolar 

que se coloca em prática (Jorro, 2006). 

 

Opções metodológicas e contexto 

O estudo é de natureza interpretativa, numa modalidade de estudo de caso. Este estudo é 

informado por uma abordagem colaborativa pois é feito com pessoas que, em 

colaboração com outras, partilham das mesmas preocupações e interesses, examinam 

cuidadosamente a sua própria experiência e ação, entrelaçando a ação com a reflexão 

(Heron & Reason, 2006). 

Ao longo do ano letivo de 2014/15, num contexto de trabalho colaborativo entre 

investigadora, primeira autora, e dois professores de Matemática (João e Ana) 

conceberam estratégias avaliativas, concretizadas em sala de aula, em trabalho de grupo 

com utilização de tecnologia, e procuraram integrar as informações recolhidas na 

planificação seguinte. Na primeira estratégia avaliativa os alunos usaram um aplicativo 

disponível na Net (Alien) com o objetivo de estudar pares de ângulos suplementares e 

complementares e reformularam as suas produções tendo em consideração o feedback 

do professor e os critérios de avaliação, que passaram a fazer parte do processo de 

ensino e aprendizagem (EA1); Na segunda estratégia estudaram a classificação de 

triângulos quanto aos lados e quanto aos ângulos, através de um aplicativo construído 

em GeoGebra e reformularam as suas produções tendo em consideração o feedback do 
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professor (EA2); Na terceira estratégia (EA3) os alunos construíram polígonos no 

GeoGebra e estudaram a área do paralelogramo, reformularam as suas produções tendo 

em consideração o feedback produzido pelos colegas (coavaliação). 

João e Ana são professores do 2.º ciclo do ensino básico, com licenciaturas em variante 

Matemática-Ciências, de Escolas Superiores de Educação Portuguesas e foram 

selecionados por reconhecerem importância à utilização da avaliação formativa no 

processo ensino e aprendizagem e possuírem familiaridade com a utilização das 

tecnologias. 

A recolha de dados apresentados foi feita através da observação, com registo áudio e 

vídeo, de duas aulas (A1 e A2) em cada uma das três estratégias avaliativas, e entrevista 

final (E2) dos professores caso também registada em áudio. A análise de dados seguiu a 

análise de conteúdo (Bardin, 2011). As categorias de análise foram constituídas 

tomando por foco de aten­«o a dimens«o ñEnvolver os alunos nas estrat®gias avaliativas 

de sala de aulaò considerando as respetivas sub-dimensões: Transmitir o quê e como; 

Apoiar o raciocínio matemático dos alunos; Incentivar a autonomia (Jorro, 2006); e, 

ñRefletir sobre as dificuldades sentidasò (Timperley, 2014). 

 

Envolver os alunos nas estratégias avaliativas de sala de aula 

Transmitir o quê e como. No início dos trabalhos de sala de aula os professores 

informam os alunos acerca da tarefa que vão desenvolver, de forma sucinta tal como 

refere Jo«o: ñAbrem o computador e seguem as pistasò (Jo«o, EA3_A1) ou 

acrescentando a previsão do tempo para a sua realização: 

 

O que vamos fazer hoje é uma atividade que está dividida em duas partes. A primeira 

parte da atividade o que é pretendido é que vocês terminem assim que tocar para a 

segunda hora, ok? Se ainda estiverem a escrever alguma coisa, terminam. Mas para vocês 

terem tempo de terminar a atividade toda, esta vai ser a vossa meta. (João, EA2_A1) 

 

Mas, também, usam a colaboração dos alunos para focar a atenção no que se pretende e 

nas instruções gerais relativas ao software, como faz Ana: 

 

Profª: Susana lê lá, qual é a nossa tarefa hoje? 

Susana: Tarefa: O GeoGebra e a classificação de triângulos. Para classificar os triângulos 

quanto ao comprimento dos lados e quanto à amplitude dos ângulos vamos utilizar o 

software GeoGebra. 

Profª: O Geogebra é um software indicado para estudar conteúdos que têm que ver com a 

Geometria e como nós estamos, neste momento, nessa parte da Matemática, vamos usar 

este software. Têm lá todos os passinhos que têm que fazer. (EA2_A1) 

 

Quando iniciam o trabalho com os critérios de avaliação os professores esclarecem 

significados no sentido da apropriação dos mesmos. João explora os diferentes 

indicadores e respetivos descritores, que projetou, para que os alunos percebam o que 

significa e o que se espera deles, como por exemplo no par©metro ñUsar informa­«o e 

conhecimentos estudadosò: 

 

Prof.:  As informações têm a ver com o que vocês leem para organizar a tarefa que eu dou 

e que vocês devem seguir. E os conhecimentos têm a ver com aquilo que vocês já sabem, 
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que já conhecem, antes de começarem a fazer essa atividade. O que vocês aprenderam 

antes. Se vocês não recordam, não utilizam as vossas informações ou conhecimentos vão 

estar no nível? 

Ricardo: Zero. (EA1_A2) 

 

De forma distinta Ana introduz os critérios de avaliação percorrendo as várias questões 

da tarefa, em diálogo com os alunos, sobre como seria possível recolher informação das 

suas produções, sendo os descritores apresentados como um elevador que se vai 

deslocando à medida que a produção fica mais completa: 

 

Se eu não tiver apresentado nenhuma estratégia é como se o meu elevador estivesse 

ficado no rés-do-chão, mas à medida que eu vou apresentando situações o meu 

desempenho vai melhorando. Não é nem nível nem pontos, mas é para dizer que 

atingimos um determinado patamar porque a resposta está muito bem. (Ana, EA1_A2) 

 

No início do trabalho de coavaliação, Ana ajuda a descodificar o significado de pista 

dando um exemplo específico de como fazer com que os seus colegas se lembrem que 

devem usar instrumentos de desenho para traçar figuras geométricas: 

 

Se quisessem dar uma pista não diziam: Façam os desenhos com a régua. Mas podiam 

dizer que o desenho está pouco rigoroso. E os outros tinham que pensar: Pouco rigoroso, 

porquê? Porque não usaram a régua. Vocês não podem dizer, não podem dar a resposta. 

(Ana, EA3_A2) 

 

Também quando os alunos fazem construções geométricas com GeoGebra é necessário 

acompanhar o trabalho por forma a ultrapassar dificuldades específicas de utilização do 

software. Os professores acompanham o trabalho dos alunos de modo que selecionem 

as ferramentas adequadas e selecionem os pontos necessários à construção: 

 

Vocês selecionaram o polígono? É que não está lá, então carrega lá em polígono. Ah, 

agora é que estão lá, estão a ver? (Ana, EA3_A1) 

 

Vocês têm mesmo que começar nos pontinhos azuis porque senão não dá. Faz lá, vês? Já 

fechou, têm que ir aos quatro vértices, senão não fecha, está bom? (João, EA3_A1) 

 

No final das estratégias avaliativas os professores organizam momentos de síntese, com 

a participação dos alunos e transmitem informações que ajudam a complementar a 

aprendizagem dos alunos, como na estratégia avaliativa sobre ângulos suplementares: 

 

Prof.:  Como é que fazias aqui Sara? 

Sara: Nós tínhamos uma regra que era se fosse maior que 90 usávamos o de 180. Ali já 

era próximo de 180 íamos depois reduzindo até à medida pedida. 

Prof.:  O que vocês estão a pensar é que tenho um ângulo de 180 e vou tirar um pedacinho 

do ângulo para ficar 158. Quanto é que eu ia tirar aqui? 

Sara: 22 graus. 

Prof.:  Porque 158 mais 22 é? 

Sara: 180. 
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Prof.:  Ok! Estes dois ângulos juntos, em Matemática, chamam-se ângulos suplementares. 

(EA1_A2) 

 

Na estratégia avaliativa sobre a área do paralelogramo Ana, para além do momento 

síntese, transmite a nova nomenclatura relativa aos elementos do paralelogramo: 

 
Profª: Vamos só mudar a linguagem relativamente à fórmula de calcular a área do 

paralelogramo. No paralelogramo em vez de a este segmento de reta chamar 

comprimento, como chamamos no retângulo, vamos chamar base, que funciona 

exatamente como o comprimento. E para dizer que peguei neste triângulo e passei para ali 

tenho que dar um nome a esta linha a tracejado. 

Paulo: Pode ser altura? 

Profª: Pode ser altura, muito bem. Em vez de ser a tal largura passa a ser uma altura. 

(EA3_A2) 

 

Fazer cumprir normas e regras de conduta é outro dos aspetos que os professores 

tamb®m sentem necessidade de transmitir aos alunos, durante a aula: ñOs meninos que 

j§ acabaram param com o barulho, para os outros terminaremò (Ana, AE3_A2). 

 

Apoiar o raciocínio matemático dos alunos. Durante a atividade com o aplicativo 

Alien, Ana descobre que um dos grupos utiliza os dedos para ter uma ideia da abertura 

do ângulo pretendido. A professora desvia a atenção dos alunos dessa estratégia 

colocando uma questão como uma alternativa para um novo raciocínio: 

 

Profª: Como é a vossa estratégia? 

Bruno:  Pomos aqui o dedo para dizer que é mais ou menos 10º, depois fazemos outra vez 

que dá 20 e assim. 

Profª: Mas o que vocês têm que fazer é pensar numa forma sem os dedos, para ajudar a 

colocar no local mais perto possível. O que existe nesse ecrã que vos pode ajudar? 

(EA1_A1) 

 

A mobilização de conhecimentos é uma preocupação dos professores que fazem 

referência à necessidade dos alunos não esquecerem que têm conhecimentos anteriores 

que devem utilizar: 

 

Vocês lembram-se o que é um paralelogramo? (João, EA3_A1) 

 

Então o que é que está a acontecer aos ângulos? Vocês já conhecem a classificação dos 

ângulos quanto à sua amplitude. Então vamos usar os conhecimentos e as informações. 

(Ana, EA2_A1) 

 

Depois dos alunos se familiarizarem com o software, desenvolvem as suas conjeturas 

sobre a relação entre a área do retângulo e a área do paralelogramo. Ana apoia o 

desenvolvimento do raciocínio matemático ajudando a interligar as descobertas 

realizadas pelos alunos: 
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Paulo: Aumentámos e diminuímos a largura e o comprimento do paralelogramo com o 

painel de controlo. 

Profª: E verificaram? 

Paulo: Que o comprimento e a largura do paralelogramo foi mudando. 

Profª: Foi mudando? Mas ... 

Paulo: Os comprimentos e as larguras variavam mas eram iguais nos dois. 

Profª: Afinal havia um mas. Os comprimentos e as larguras iam variando mas o que é 

que afinal nunca variava, em cada um das situações? 

Susana: A área. (EA3_A1) 

 

Ana pretende que os alunos generalizem e façam surgir a fórmula da área do retângulo, 

já conhecida dos alunos, pelo que tenta que os alunos não se limitem apenas a um único 

raciocínio, isto é deixem de ver a estratégia geométrica de transformação de um 

polígono noutro como o único processo para calcular a área de qualquer paralelogramo: 

 

Paulo: Para a estratégia podemos fazer um retângulo dentro do paralelogramo, fazer os 

quadradinhos geometricamente iguais e ver que podemos tirar este pedaço e pôr aqui, e 

depois é só contar os quadradinhos? 

Profª: Pode ser uma estratégia. Mas no fundo o que é que vocês retiram de um lado e 

acrescentam do outro? 

Paulo: Um triângulo. 

Profª: Cortam um triângulo de um lado e colam do outro, é o que vocês têm aí, não é? 

Mas eu não posso estar sempre a cortar, pois não? Agora vamos lá pensar se transformo o 

paralelogramo no retângulo significa que para calcular a área do paralelogramo vou 

utilizar que estratégia? 

Paulo: A do retângulo. 

Susana: Porque eles são os dois equivalentes. 

Profª: Então toca a escrever isso que é para não fugir a ideia. (EA3_A1) 

 

Incentivar a autonomia. Ao longo do desenvolvimento da tarefa, é possível perceber 

que os professores incentivam a participação de todos os alunos e, também, respeitam 

os diferentes processos de participação dos alunos, como é possível ver pelo extrato 

seguinte: 

 

Prof.:  Vocês têm que falar entre vocês. O que tu estás a pensar tens que falar no grupo, 

está bem? 

Andreia:  Mas eu estou a escrever primeiro. 

Prof.:  Ah, gostas de escrever primeiro e depois é que gostas de falar com os teus colegas? 

Andreia:  É que sem escrever não consigo pensar. (EA1_A2) 

 

Ana incentiva ainda os alunos a darem valor à forma como podem contribuir, para o 

trabalho do grupo, através da sua área mais forte: 
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António:  Eu posso fazer o desenho? 

Profª: Tu podes fazer o desenho e os outros elementos do grupo podem dizer o que 

fizeram. Há pessoas que têm mais facilidade em escrever e outras em desenhar. É por isso 

é que está aqui um grupo, para cada um dar as suas contribuições. (EA3_A1) 

 

Durante a reformulação das produções um dos grupos não concorda com a pista que os 

colegas registaram no seu trabalho argumentando que foi usado um critério que não 

constava do documento dos critérios de avaliação. A professora, sem fazer juízos de 

valor, respeita a autonomia e o trabalho dos dois grupos: 

 

Paulo: Eu acho que está bom, a frase tem tudo. Por que é que eles puseram dois? 

Profª: Então vejam lá no 3, às vezes é uma coisinha pequenina. 

Paulo: E explica na totalidade. Está tudo aqui. 

Susana: Mais completo não podia estar. Deram-nos um 2 porque repetimos as palavras, 

mas aquilo não é um critério. 

Profª: Então escrevam isso, na pergunta que tem essa observação, que usaram um critério 

que não está lá. (EA3_A2) 

 

Refletir sobre as dificuldades sentidas 

João considera que a sua maior dificuldade foi trabalhar com os alunos em grupo. 

Afirma que no início sentiu que estava a perder o controlo da aula, mas depois percebeu 

que os alunos trabalhavam, só que de maneira diferente do habitual, por isso, passou a 

dar a si próprio mais tempo para estar com os grupos e ouvi-los: 

 

N«o foi f§cil ao in²cio (é) Mas foi uma aprendizagem porque o que ao princ²pio parecia 

uma falta de controlo, depois quando percebi que eles estavam a trabalhar e que 

realmente funcionava fui descontraindo. Tentei estar mais tempo com cada grupo (é) 

tentar perceber o que estavam a fazer e depois então ir para outro. (João, E2) 

 

Já Ana refere que a sua maior dificuldade foi colocar questões de modo a contribuir 

para que os alunos construíssem a sua aprendizagem: 

 

Fazer perguntas não é fácil e eu tinha sempre receio que a pergunta que eu fosse fazer 

direcionasse logo para a resposta e não para eles refletirem sobre aquilo que tinham já 

escrito ou pensado. Eu pelo menos tentei, conscientemente, ter esse cuidado de que a 

minha intervenção junto dos grupos fosse para eles poderem refletir sobre aquilo que já 

tinham feito, se estaria de acordo com o que era pedido, se estava o mais completo 

possível, se a resposta seria adequada à tarefa que estavam a fazer. (Ana, E2) 

 

Discussão e conclusões 

A forma como os professores envolvem os alunos nas estratégias avaliativas revela que 

a aula inicia e termina com momentos de intervenção dos professores para o grupo-

turma, com a participação dos alunos. Ao analisar o que os professores transmitem e 

como o fazem, os resultados revelam que no início da aula os professores focam a sua 

intervenção na transmissão de aspetos relativos à gestão da aula interagindo com o 
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grupo-turma. No final da estratégia avaliativa os professores interagem, novamente, 

com o grupo-turma elaborando sínteses que levem à generalização do tópico 

matemático em estudo e/ou informam aspetos da matemática que complementam a 

aprendizagem (Semana & Santos, 2012). 

O modo de exploração do professor remete para a organização do trabalho em pequenos 

grupos, por oposição a uma aula centrada no professor. Assim, quando o centro da aula 

se desloca para os grupos, os professores continuam a transmitir procedimentos mas 

relativos à sintaxe e semântica do software, no sentido de apoiar o início do trabalho 

com a tecnologia (Hoyles & Noss, 2003). Nesta fase, o professor dirige-se só a cada 

grupo dando resposta às questões que o trabalho suscita fazendo, também, cumprir 

regras e normas patentes na tarefa em suporte papel, ao ritmo de cada grupo. 

Também quando os alunos se apropriam dos critérios de avaliação a atuação dos 

professores volta a caracterizar-se por momentos em que transmitem informação 

relativa aos critérios de avaliação assim como a aspetos da gestão da aula relativos à 

atividade de coavaliação. A atuação do professor é, assim, caracterizada por esclarecer 

os alunos sobre significados e o que é importante no momento, contribuindo para a 

apropriação dos critérios (Nunziatti, 1990; Vial, 2001; Santos & Cai, 2016). 

Fora destas janelas de oportunidade para ajudarem os alunos com informações cruciais 

para o avanço das estratégias avaliativas, os professores intervêm junto dos grupos 

apoiando o desenvolvimento do raciocínio matemático, quer através da elaboração de 

registos relativos às suas explorações, quer da elaboração de hipóteses explicativas e de 

conclusões (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2011), questionando, sempre, os alunos no 

sentido de contribuir para a regulação do seu trabalho, com intervenções na forma de 

questões ou apresentações sem incluir respostas. Durante a atividade de coavaliação em 

que elaboram pistas, para dar feedback, ou durante a reformulação das produções, os 

professores voltam a fazer os alunos refletir sobre o que fazem ou pensam remetendo-os 

para os seus produtos de modo a identificarem os próprios erros (Santos & Cai, 2016; 

Santos & Semana, 2015; Semana & Santos, 2012; Dias, P. & Santos, 2012). 

Assim a atuação do professor, ao longo do desenvolvimento da aula, vai alternando 

entre a transmissão de informações, quer a nível do grupo-turma, quer a nível do grupo, 

ou apoiando o raciocínio matemático dos alunos com intervenções na forma de questões 

sem incluir as respostas às questões colocadas decidindo, intencionalmente, a que dar 

mais atenção, como é possível ver na figura 1 em que se apresenta a atuação do 

professor de forma esquemática. 
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Ao longo da aula os professores revelam uma atuação de incentivo à autonomia na 

participação dos alunos na atividade com a tecnologia, na elaboração dos registos ou 

discussão de opiniões no sentido de elaborarem produções que sejam efetivamente de 

todos e com a participação de todos. 

Os dados revelam, ainda, que os professores, de início, sentiram dificuldades em alterar 

a sua prática na sala de aula desenvolvendo um estilo mais interativo e que essas 

dificuldades se prenderam com a sensação de falta de controlo por requerer uma 

mudança no estilo de ensino do professor (Black & Wiliam, 2006). Esta mudança de 

estilo de ensino dos professores pretendia focar-se na ação do aluno, como principal 

agente regulador da sua aprendizagem, formulando questões para levar os alunos a 

pensar e desenvolver a sua aprendizagem (Pinto & Santos, 2006), revelando-se, 

portanto, de grande exigência para os professores (Semana & Santos, 2012). 
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Resumo: Esta comunicação refere-se a parte de um estudo que tem por objetivo 

compreender como uma escola secundária localizada nos arredores de Lisboa realiza o 

acompanhamento de alunos que, apesar de estarem em condições para reprovar, 

prosseguem para o ano letivo seguinte, inseridos num ñprojeto de apoioò. Para atingir 

esse objetivo, dois alunos foram selecionados e acompanhados durante um ano letivo, 

bem como a professora de Matemática da turma, a professora Liz. Seguiu-se uma 

abordagem interpretativa e qualitativa. Foram observadas aulas na turma da qual os 

alunos fazem parte e realizadas entrevistas à professora Liz. Percebemos que a 

professora pratica diferenciação pedagógica atendendo aos alunos que progrediram sem 

aproveitamento a Matemática. Partindo da mesma tarefa, simplifica-a, quer reduzindo o 

número de questões ou focando-as, quer o número de dados. Nos momentos formais de 

avaliação atribui pesos diferentes às questões dos testes. 

Palavras-chave: Aprendizagem matemática, diferenciação pedagógica, prática de 

ensino, tarefas matemáticas. 

 

Introdução 

Estudar Matemática costuma ser uma tarefa cercada de questionamentos por parte dos 

alunos, dos seus responsáveis e de outros membros da comunidade escolar. Além disso, 

esta disciplina parece estar sempre acompanhada de crenças, como por exemplo, ser 

uma disciplina de difícil aprendizagem e acessível a poucos. Apesar disso, parece não 

haver dúvidas quanto à importância da sua aprendizagem. Afirmar que a Matemática é 

uma disciplina para poucos, pode remeter-nos para a ideia da inteligência como uma 

unidade estável, fixa, não evolutiva no tempo. Em moldes gerais, essa ideia estaria 

relacionada com a velha escola da psicologia que deu origem aos testes de coeficiente 

intelectual (Dweck, 1989). Esta seria a ideologia do dom. Em contrapartida, há outra 

concepção de inteligência que considera poder ser desenvolvida ao longo do percurso de 

vida. O indivíduo pode desenvolver qualquer conjunto de estratégias cognitivas em 

qualquer idade. Esta conceção está mais relacionada com a psicologia cognitiva 

contemporânea. 

mailto:paularangell@gmail.com
mailto:mlsantos@ie.ulisboa.pt
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Sendo a Matemática uma disciplina importante no currículo escolar e sabendo-se que 

vários fatores podem interferir em sua aprendizagem, o que fazer quando se verifica que 

o aluno não atingiu os objetivos esperados? O simples facto de reprová-lo garante que 

este irá recuperar a aprendizagem matemática perdida? Ou teremos alunos com 

expetativas, autoestima e competências cada vez mais baixas? Mas, se um aluno não 

consegue atingir a aprendizagem necessária para a sua aprovação escolar em 

Matemática, como deixá-lo prosseguir? E ainda, como fica a ñautoridadeò do professor 

nessa situação? Refletindo sobre estas questões, parece fácil perceber que criar um 

acompanhamento efetivo das aprendizagens matemáticas dos alunos no decorrer do ano 

seria o caminho mais eficaz para a conjugação Aprendizagem-Matemática-Aprovação. 

Mas de que forma esta recuperação pode ser realizada para que realmente constitua um 

processo produtivo? Que estratégias utilizar? 

Foi tendo em conta todas estas questões que nos propusemos compreender como se 

realiza o acompanhamento de alunos que, apesar de estarem em condições para 

reprovar, prosseguem para o ano letivo seguinte, inseridos num ñProjeto de Apoioò. 

Nesta comunicação focamo-nos em particular nas seguintes questões: Como se 

caracteriza a prática de ensino da professora na sala de aula?; Quais as estratégias de 

recuperação que usa ao longo do ano com estes alunos em Matemática? Em que se 

diferenciam das usadas com os outros alunos? 

 

Recuperação e reprovação em Matemática 

As justificativas normalmente apresentadas pelos professores sobre os motivos para a 

retenção de alunos são: maturidade, atitude face ao trabalho, caráter ou estado 

psicológico, comportamento na classe ou ainda capacidade para seguir os colegas de 

classe ou o ritmo dos docentes (Smith, 1990). Defensores de políticas que incentivam a 

repeti­«o de ano escolar acreditam que esta ® ben®fica pois ñoferece aos alunos 

oportunidade para amadurecerem e dominarem matérias e conteúdos que não foram 

devidamente aprendidos, antes de terem de confrontar temas mais complexosò (Nunes, 

Reis, & Seabra, 2016, p. 10). Porém, os alunos retidos podem ser prejudicados pela 

ñestigmatiza­«o, redu­«o das expetativas sobre o seu desempenho acad®mico por parte 

dos professores e pais, auto perceção de reduzida competência e baixo potencial e ainda 

pelos desafios de adapta­«o a um novo grupo de colegasò (Nunes, Reis, & Seabra, 

2016, p. 10). Estes fatores, além de eliminar quaisquer benefícios adquiridos com a 

reprovação, aumentam a ansiedade do aluno e o seu distanciamento da escola o que 

resulta em mau comportamento e abandono escolar. 

Pelas implicações negativas que a reprovação pode trazer, somos levados a equacionar a 

recuperação escolar. A recuperação escolar de que tratamos aqui, não é a recuperação 

da ñnotaò, mas sim a recupera­«o da aprendizagem matem§tica do aluno. Muito embora 

essa se vá repercutir na nota, esta não é a sua finalidade principal. A propósito desta 

ideia, podemos ainda acrescentar que a fundamentação epistemológica da recuperação 

est§ no reconhecimento de que o ñconhecimento no sujeito n«o se d§ de uma vez, e s· 

ouvindo, mas por aproximações sucessivas e num processo ativo, de interação [...] há 

necessidade, simultaneamente, de novas iniciativas e de um tempo de esperaò 

(Vasconcellos, 2002, p. 109). Afinal, ñ® enquanto o processo de ensino e aprendizagem 

se desenvolve que faz sentido procurar adequá-lo às características dos diferentes 

intervenientes da comunidade de aprendizagemò (Santos, 2009, p. 53). 

Contribui-se dessa forma também para o desenvolvimento de um autoconceito positivo 

pelo aluno, para que este se sinta capaz, ainda que num maior período de tempo, de 

atingir as aprendizagens esperadas e perceber onde chegou. Perceber que ter 
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dificuldades é parte do processo da aprendizagem da Matemática e passar essa 

mensagem para os alunos, dando tempo para que eles trabalhem as suas dúvidas, é um 

fator que precisa ser internalizado pelo professor (NCTM, 2014).  

Mas não é só o fator tempo que deve ser levado em conta quando se considera a 

recuperação de alunos, mas também as formas de pensar e estabelecer relações entre o 

que sabemos e o que aprendemos. Neste sentido, a diferencia­«o pedag·gica ñconstitui-

se como uma resposta orientada pelo princípio do direito de todos à aprendizagem, 

essencial para dar resposta ¨ heterogeneidade de alunos que frequentam a escola atualò 

(Santos, 2009, p. 1). Para criar uma aprendizagem real é importante que, além do 

professor conhecer os seus alunos e saber o que já sabem e conseguem fazer em 

determinado momento, os ajude também a apropriarem-se das suas aprendizagens. Para 

isso, é essencial que: seja criado um ambiente de confiança em que o aluno perceba que 

o professor acredita nele e o apoia; o professor tenha a certeza de que a aprendizagem 

proposta se adapta aos alunos; o professor apoie e encoraje os alunos no sentido de se 

expressar e os estimule a ter consciência das suas aprendizagens (Tomlinson, 2008). 

A diferenciação pedagógica pode estar centrada nos conteúdos, nos processos e nos 

produtos. E, apesar de não ser replicável em diversas turmas e requerer conhecimento 

dos alunos por parte dos professores é um processo que vai melhorando através de 

tentativa e erro e que deve ser bem planeado em relação ao momento, ao tipo e à 

finalidade (Santos, 2009). 

 

Tarefas matemáticas e a comunicação na sala de aula 

O planeamento de uma aula, seja ela de apoio ou não, deve envolver componentes 

fundamentais para o alcance do objetivo proposto (Estes, McDuffie & Tate, 2014), 

como sejam: os objetivos de aprendizagem que se pretendem atingir nessa aula; a 

progressão do conteúdo, isto é, o que já foi visto e o que será visto a seguir; as 

necessidades individuais dos alunos e a seleção das tarefas. Os autores alertam para a 

importância de selecionar uma tarefa que incorpore as três ideias anteriores de forma a 

dar coerência à aula.  

Ponte (2005) define quatro tipos de tarefa, os quais serão usados no desenvolvimento 

deste trabalho: exercício, problema, investigação e exploração. Cada tarefa possui um 

papel específico na aprendizagem matemática e por isso é importante propor uma 

variedade delas. A tabela 1 indica o papel das tarefas no que se refere à aprendizagem.  

 

Tabela 1 ï Papel das tarefas na aprendizagem (Adaptado de Ponte, 2005) 

 Exercício Problema Investigação Exploração 

Desenvolvimento do raciocínio 

matemático 

 x x x 

Desenvolvimento da autoconfiança x   x 

Efetiva experiência matemática  x x  

Desenvolvimento da autonomia e 

da capacidade de lidar com 

situações mais complexas 

 x x  

 

 

As tarefas podem ainda ser categorizadas de acordo com o nível de exigência cognitiva 

(Stein e Smith, 1998). Desta forma, as tarefas com baixo-nível de exigência cognitiva 

dividem-se em tarefas de memorização ou de procedimentos sem conexões e as tarefas 
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de alto nível de exigência cognitiva são divididas em tarefas de procedimentos com 

conexões e fazer Matemática.  

Vale a pena ressaltar que o modo como as tarefas são trabalhadas em sala de aula será 

determinante no processo de aprendizagem dos alunos (Ponte, 2015). Assim, é 

importante: (i) fazer acompanhar a apresentação da tarefa com um momento em que 

professor e alunos fazem em conjunto a sua interpretação, (ii) proporcionar momentos 

significativos de trabalho autónomo por parte dos alunos, e (iii) conduzir discussões 

coletivas participativas e aprofundadas (Ponte, Quaresma & Branco, 2011). 

A comunicação matemática em sala de aula traz a possibilidade do aluno articular, 

clarificar, organizar e consolidar o pensamento. Uma boa comunicação sustenta a 

aprendizagem e o desenvolvimento do conhecimento matemático ao estabelecer 

ligações entre conhecimentos isolados do aluno (Jirotková & Littler, 2003). O 

significado de expressões é encontrado quando o aluno utiliza a nova linguagem e a 

integra no seu discurso (Wood & Lafayette, 2000). Quanto ao professor, este formula 

questões que podem ser agrupadas em três grupos: de focalização, que ajuda o aluno a 

seguir um raciocínio ultrapassando um obstáculo; de confirmação, que tem como 

finalidade obter confirmação do conhecimento do aluno e de inquirição, para obter 

esclarecimentos sobre esse conhecimento (Mason, 2000). Através destas perguntas e da 

seleção de boas tarefas, o professor poderá encorajar o aluno levando-o a desenvolver 

também a sua capacidade argumentativa. 

 

Metodologia 

Este estudo assenta no paradigma interpretativo através de uma abordagem qualitativa 

(Creswell, 2012). O estudo teve como base o acompanhamento das estratégias de 

recuperação aplicadas a dois alunos do 7.º ano (2016/2017) que não tiveram 

aproveitamento totalmente satisfatório em Matemática, mas que progrediram para o 8.º 

ano (2017/2018). A seleção destes dois alunos foi feita tendo como critérios principais a 

disponibilidade para o estudo e o facto de pertencerem a uma turma cujo professor 

também estava disponível a participar. Os alunos selecionados passarão a ser chamados 

Manuela e Nuno; nomes fictícios, por si escolhidos. Ambos têm 13 anos e nunca 

reprovaram. A professora titular da turma, Liz, tem 13 anos de magistério e trabalha na 

escola desde 2016 como professora contratada. A professora está com esta turma desde 

o ano letivo anterior.  

A recolha de dados foi feita através da observação de 14 aulas, com registo áudio e 

notas de campo; de 3 entrevistas (E) a Liz, sempre após os conselhos de turma; e de 

recolha documental, com registo fotográfico das tarefas propostas aos alunos e de suas 

respetivas resoluções. A recolha de dados decorreu entre Maio de 2017 a Março de 

2018.  

Após a transcrição dos registos áudio, procedeu-se à análise de dados que seguiu a 

análise de conteúdo e usou categorias definidas a posteriori moldadas contudo pelo 

quadro teórico de referência. Foi enviada à professora Liz a análise dos dados realizada 

para a comentar, o que veio a ser por si reconhecida sem restrições. 
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Análise de dados 

A perceção da professora Liz face à reprovação 

Nos seus 13 anos de prática profissional, a professora Liz diz ter mudado de opinião 

diversas vezes quanto à questão da reprovação ou não de alunos com desempenho final 

aquém das expectativas. Assim, após perceber que a retenção acabava por ser vista 

como um castigo, em que os alunos seguiam no ano seguinte desmotivados, trabalhando 

menos, sentindo-se deslocados devido à diferença de idades com os colegas, passou a 

posicionar-se a favor da aprovação, apesar do desempenho insuficiente demonstrado:  

 

A conclusão a que cheguei é que não vejo benefícios. (...) nunca assisti a uma situação em 

que chegasse ao final do ano e dissesse assim: ñEste aluno aprendeu, ganhou alguma 

coisa por ter repetido de anoò (...) Noto que alunos que foram [reprovados] acabam por 

prejudicar a [nova] turma exatamente por causa das idades. Porque acaba por ser um 

aluno mais velho, com outra experiência de vida já, com outros focos, com outras 

vontades, e acabam por influenciar as outras turmas dos mais novos. Portanto, 

atualmente, estou do lado em que, se acompanha ou não, progride na mesma. (1ª E) 

 

Entretanto destaca que para que a situação se modifique é necessário que haja empenho 

dos alunos em fazer diferente: 

 

Claro que tem que fazer um trabalho com afinco [...] Se teve negativa num ano, no ano 

seguinte tem que trabalhar um bocadinho mais e isso às vezes não se verifica e a negativa 

mantém-se. Mas eles conseguem recuperar coisas que não apanharam no ano anterior. (1ª 

E) 

 

Ao apreciar a escola como um todo, a professora reflete que os professores das 

disciplinas em que os alunos possuem negativas não se sentem desconfortáveis com a 

aprovação pois as classificações negativas que atribuíram são mantidas e permanecem 

nas fichas dos alunos: 

 

Os alunos nesta escola passam com 6, 7 ou 8 negativas. Mas as negativas aparecem lá. 

Qualquer pessoa sabe que aquele aluno passou com aquelas negativas. Portanto, o nosso 

trabalho, a nossa avalia­«o n«o ® posta em causa porque aparece l§ (é) Percebe-se que o 

aluno progrediu para acompanhar a turma. Não se viu benefícios de ele ser retido. (1ª E) 

 

As classificações negativas nas fichas dos alunos, segundo Liz, tanto podem constituir 

um fator de motivação ou não, dependendo do aluno:  

 

Para os alunos, eu acho que há pelo menos dois grupos. Aquele aluno que olha e pensa 

assim: ñBolas, passei mas tenho oito negativas na pautaò e fica melindrado, fica triste 

com ele pr·prio. E h§ aquele aluno que sabe ao longo do ano. ñOk, eu tenho oito 

negativas mas vou passar na mesmaò e para ele ® indiferente. (1Û E) 
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Apesar da sua posição a favor da transição dos alunos com classificações negativas, Liz 

não deixa de indicar também dois fatores dificultadores que sente como professora 

titular a oferecer uma maior ajuda na aplicação do Projeto de Apoio proposto pela 

escola: a extensão do currículo e o número de alunos por turma:  

 

A ideia era haver uma maior atenção, uma coisa mais específica, para estes tipos de 

alunos que progridem com negativas a Matemática. No entanto, acaba por ser um bocado 

difícil fazer grandes distinções devido ao tamanho dos programas, às matérias que nós 

temos que lecionar, que são muito grandes, muito extensas. Às vezes não há muito tempo 

para a gente parar e considerar da forma que a gente quisesse e por outro lado com turmas 

muito grandes, 30 alunos, é muito complicado a gente ir especificamente a cada aluno 

ajudar. No entanto, eu acho que a gente acaba por conseguir ajudá-los. (1ª E) 

 

Um facto importante observado nas palavras de Liz é o uso constante da expressão: os 

alunos ñprogridem comò e n«o ñapesar dasò negativas a Matem§tica. Essa postura 

ratifica a visão da professora de uma aprovação transparente em que as classificações 

negativas dos alunos não são alteradas. 

 

A prática de ensino na sala de aula de Liz 

 

A comunicação. As aulas de Liz estruturam-se em geral nos seguintes momentos: a 

professora explica a matéria e, de seguida, os alunos resolvem exercícios. Nas 

interações de Liz com os alunos, as perguntas de focalização e de confirmação estão 

muito mais presentes.   

Durante a correção das tarefas, por exemplo, observou-se que Liz, normalmente, faz 

uso de questões de focalização e de confirmação com o objetivo de captar a atenção dos 

alunos, seguir um determinado percurso e ao mesmo tempo ir testando os seus 

conhecimentos. Assim, a resolução vai sendo guiada e os próprios alunos, juntamente 

com a professora, podem chegar à resposta correta. Vejamos, por exemplo, o caso em 

que a aluna Manuela estava a resolver uma questão relacionada com o Teorema de 

Pitágoras no quadro: 

 

Profª.: Vamos Manuela, estamos a fazer o teorema de Pitágoras. O que diz o teorema de 

Pitágoras? 

[Silêncio] 

Profª.: Se eu te perguntar qual é a hipotenusa do triângulo, sabes dizer-me? 

[Manuela responde corretamente.] 

Profª.: Então põe lá... A hipotenusa igual.... 

[Manuela completa no quadro] 

Profª.: Quais são os catetos? 

[Aluna escreve a soma dos catetos, porém não os eleva ao quadrado] 

Profª.: O que falta lá? Está certo o teorema de Pitágoras assim? 

[Aluna fica em silêncio] 
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Grupo de alunos da turma: Os quadrados. 

Profª.: Isso, os quadrados onde?  

Grupo de alunos da turma: Em todos. 

Profª.: Hipotenusa ao quadrado é igual ao cateto ao quadrado mais o cateto ao quadrado. 

[Manuela segue resolvendo] 

 

Para esclarecer dúvidas, Liz usa mais frequentemente perguntas de focalização. Dessa 

forma, vai direcionando o raciocínio dos alunos até que estes cheguem à forma correta 

de resolução. Esse fato pode ser percebido no exemplo abaixo em que Manuela está 

com dúvidas sobre como desenhar o gráfico da função y=2x:  

 

Profª.: Se a função é linear, ela tem que passar onde? 

Manuela: Na origem. 

Profª.: Então em que ponto é que ela passa? 

Manuela: (0,0) 

Profª.: De quantos pontos precisas para marcares a reta? 

Manuela: Dois. 

[Pausa] 

Profª.: Já encontrastes os pontos? Já fizestes isso? [pausa]. Posso escolher o zero? 

[Silêncio] 

Profª.: Não, já cá está. Então se o x for 1, quanto é que dá o y? 

Manuela: 2 

Profª.: Então encontramos aqui que ponto? 

Manuela: (1,2) 

Profª.: Então agora marca lá. 

 

Ainda no sentido de esclarecer dúvidas dos alunos, verificou-se que, muito 

frequentemente, Liz utiliza como estratégia a referência a exercícios anteriormente 

feitos cuja forma de resolução seja similar. Por exemplo, em uma aula sobre vetores, a 

aluna Manuela chama a professora e diz que não entendeu uma dada questão. A 

professora ap·s olhar a quest«o responde ¨ aluna: ñ£ parecida com a G-c. Olhe l§ò. Ou 

ainda quando o aluno Nuno coloca uma quest«o e diz: ñProfessora n«o estou a perceber 

essa.ò A professora abre o manual de Nuno e apenas aponta uma questão parecida e o 

aluno começa a fazer. 

Apesar das perguntas de inquirição não serem usadas com tanta frequência por Liz, 

observou-se que a professora usa a estratégia de questionar diferentes formas de 

resolução para uma mesma questão, tal como ilustrado no exemplo abaixo, em que os 

alunos precisavam de calcular o comprimento de uma escada apoiada a um beliche: 

 

Profª.: Como acham que podemos calcular o comprimento da escada? 

João: Teorema de Pitágoras. 
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Profª.: Alguém sugere algum outro método? 

[Silêncio] 

Pedro: Professora, eu usei aquela diagonal assim [diagonal espacial]. 

Profª.: Muito bem, João. Entenderam o que o João fez? 

 

Cabe ressaltar aqui que a resolução de questões no quadro pelos alunos é um prática 

frequentemente observada nas aulas de Liz que afirma, inclusive, que esta é uma 

estratégia que usa para avaliar as aprendizagens dos alunos, como se verifica na grelha 

abaixo, produzida pela professora: 

 

 

 

Tarefas matemáticas. Verificou-se no decorrer das aulas observadas de Liz que a maior 

parte das tarefas propostas para toda a turma, seja em aula, seja para trabalho de casa ou 

em teste, é de natureza fechada, como ilustramos, de seguida (figuras 1, 2 e 3). 

 

 

 

Figura 1 ï Exercício proposto para resolver na aula  
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Figura 2 ï Exercício proposto para resolver em casa  

 

 

Figura 3 ï Questão de aula / Casos Notáveis da Multiplicação 

 

Por vezes, Liz propõe uma tarefa contextualizada na vida real, com características de 

problema (figura 4). 

 

 

Figura 4 ï Problema proposto para resolver na aula 
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Práticas de diferenciação. A ideia de observar as tarefas propostas e realizadas pelos 

alunos da turma, teve como objetivo principal verificar a existência de algum tipo de 

diferenciação em relação às tarefas propostas aos alunos do apoio. Nesse sentido, 

observou-se que a diferenciação pedagógica se traduziu na redução do número de 

questões para resolver, na colocação de questões mais simples, no aumento de tarefas 

fechadas em detrimento de outro tipo de tarefas e nas cotações diferenciadas das 

perguntas para classificação.   

A atribuição de um menor número de questões, retirando as mais complexas, nas 

tarefas direcionadas aos alunos do apoio é vista por Liz como uma etapa no 

desenvolvimento das suas aprendizagens. Assim, embora as tarefas propostas sejam as 

mesmas para toda a turma, os alunos do projeto de apoio recebem instruções diferentes 

sobre as questões a resolver: 

 

Enquanto ¨s vezes eu digo aos outros ñfa­am os exerc²cios de 1 a 10ò, para eles digo, 

ñOlha, esque­am o 8 e o 9. Foca-te mais nos outros.ò Porque acho que os outros j§ s«o 

demasiados complicados, enquanto eles não tiverem aquelas bases não vale a pena. (1ª E) 

 

Por exemplo, na tarefa abaixo, a professora solicitou os exercícios 28, 29 e 30 do 

manual para todos os alunos (figura 5). Entretanto, para os alunos do apoio tirou o 

exercício 30, uma vez que este, para além do produto, solicita a adição, o que torna a 

questão mais trabalhosa além de exigir mais conhecimento. Do exercício 28, Liz retirou 

a alínea j) devido ao expoente dois da potência que cria uma maior dificuldade ao 

escrever o quadrado, e a alínea k) por envolver frações. 

 

 

 

 

 

 

Figura 5 ï Exemplos de tarefas que foram simplificadas para os alunos de apoio 
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A fim de tornar uma questão mais simples, Liz, muitas vezes, diminui a quantidade de 

dados no enunciado das questões ou direciona as alíneas: 

 

Os conteúdos são os mesmos, mas se estivermos, por exemplo a falar do número 

irracional, enquanto que para os outros eu passo, por exemplo 8 números em um 

conjunto, para eles ponho só 4. Para eles poderem distinguir. Outras vezes, em questões 

que são de problemas, o que eu faço é direcionar as alíneas. Enquanto numa pergunta 

para os outros alunos eu faço a pergunta aberta, neles eu faço mais direcionada. (1ª E) 

 

A figura 6 mostra um exemplo de tarefa com duas versões (A e B) em que a segunda 

tem menor número de dados: 

 

 

Figura 6 ï Tarefa A e B 

 

A figura 7 mostra um exemplo de tarefa mais aberta não proposta, inicialmente, aos 

alunos do apoio: 

 

 

Figura 7 ï Tarefa não proposta aos alunos do apoio 

 

Nos critérios de classificação de trabalhos considerados para avaliação sumativa, há 

diferenças. Todos valem o mesmo, isto é, não possuem peso diferenciado, como ratifica 

Liz. ñN«o h§ nem sequer a percentagem [...] para ningu®m, nesta escolaò. Assim, a fim 
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de promover a diferenciação para os alunos do Projeto de Apoio, Liz atribui uma 

cotação diferenciada nas questões de uma mesma avaliação: 

 

Geralmente quando o professor faz uma versão normal [de uma avaliação] tem os 

exercícios de cálculo e depois tem um problema. Geralmente o problema vale um 

bocadinho mais, porque exige mais. Nas deles, geralmente faço o contrário. Como são 

mais difíceis, os alunos serão mais penalizados por não conseguirem resolver. (2ª E) 

 

Para Liz, trabalhar com essas diferenciações é uma forma de motivar mais os alunos, 

que aos poucos vão-se empenhando e evoluindo até que sejam avaliados de forma igual 

à turma: 

 

Pronto, eles acabam por ser mais motivados porque conseguem tirar alguns resultados 

positivos e acabam por se motivar para a disciplina, acabam por estudar um bocadinho 

mais e vão evoluindo. Quando eu sinto que eles estão a progredir começo a avaliá-los no 

mesmo nível dos outros e depois vou ajustando. (1ª E) 

 

Perspetiva de Liz face à evolução dos alunos Manuela e Nuno 

A avaliação feita por Liz quanto à aprendizagem matemática de Manuela foi positiva no 

primeiro e segundo períodos do ano letivo. Liz acredita que isto se deve ao facto da 

aluna estar ñmais aplicada este ano do que estava no ano passadoò (3Û E). No segundo 

período, principalmente, a professora diz notar claramente a evolução de Manuela em 

relação ao ano letivo anterior: 

 

Eu noto algum progresso [no 2.º período]. Depende muito das matérias. Relativamente ao 

ano passado eu noto principalmente na Manuela. Noto mais evolução. Não consigo 

apontar o dedo para um motivo. São tantos os fatores, a maneira de eu trabalhar é a 

mesma do ano passado. Não sei. Às vezes o sítio da matéria. Ali eles conseguem perceber 

melhor aquela matéria do que outra e naquela fase conseguem evoluir um bocadinho 

mais. Depois às vezes faz com que eles se sintam mais motivados e acabem por trabalhar 

um bocadinho mais. (3ª E) 

 

Entretanto, ao fazer um balanço no final do ano letivo, Liz avalia que, de forma geral, 

Manuela n«o teve uma ñgrande evolu­«oò em rela­«o ¨ sua aprendizagem matem§tica.  

Diferentemente do que aconteceu com Manuela, Liz afirmou notar evolução na 

aprendizagem matemática de Nuno apenas no 2.º período do ano letivo. No 1.º período, 

afirma inclusive ter havido regressão na sua aprendizagem:  

 

Tem que ter alguém ali ao lado, porque perdem-se na brincadeira. No Nuno nota-se 

perfeitamente. Sempre foi um aluno muito agitado, pouco concentrado e este ano 

consegue estar pior do que estava no ano passado. (1ª E) 
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A indisciplina, a imaturidade e a falta de hábitos de estudo foram os fatores apontados 

pela professora como os principais motivos para explicar a falta de evolução dos dois 

alunos:  

 

Como não têm hábitos de trabalho fora da sala de aula acabam por não conseguir 

consolidar a matéria. Ouvem, mas depois não conseguem reproduzir. Mesmo em sala de 

aula o trabalho é muito fraco (...) [Sobre o desempenho do] Nuno eu acho exatamente o 

contrário [do desempenho de Manuela]. Percebo o Nuno muito mais disperso na aula. 

Acho que ele está menos aplicado este ano. A dificuldade aumenta e eles estão no geral 

todos muito mais indisciplinados. O 8.º ano é terrível em termos de maturidade. (3ª E) 

 

Entretanto, Liz é de opinião que no 9.º ano a situação tende a mudar: ñNo 9.Ü ano 

geralmente verifica-se que os alunos ficam mais calmos. Não ficam mais trabalhadores, 

n«o se v°, mas ficam menos mal comportadosò (4Û E). 

 

Conclusões 

Observou-se ao longo deste trabalho que durante a prática de ensino com todos os 

alunos, a professora Liz proporciona momentos de trabalho autónomo após a explicação 

da matéria feita por si; usa sobretudo perguntas de focalização e de confirmação 

(Mason, 2000) durante a correção das resoluções dos alunos e no esclarecimento de 

dúvidas; e mais ocasionalmente perguntas de inquirição quando procura chamar a 

atenção para diferentes estratégias ou caminhos de resolução de uma tarefa. É ainda de 

salientar que seja qual for o seu tipo de questionamento existe uma constante 

preocupação em não fornecer a resposta final e em envolver os alunos em discussões 

coletivas (Ponte, Quaresma & Branco, 2011). Em relação às tarefas, verificou-se que 

são na sua grande maioria fechadas com baixo nível de exigência cognitiva (Smith & 

Stein, 1998), tendo o seu grau de dificuldade ligeiramente aumentado à medida que 

envolvem simultaneamente diferentes conceitos. 

Apesar das tarefas propostas aos alunos do Projeto de Apoio serem basicamente as 

mesmas dos restantes alunos da turma, são desenvolvidas algumas estratégias de 

diferenciação pedagógica. Estas estratégias seguem quatro formas distintas, 

correspondendo a diversos tipos de diferenciação (Santos, 2009): diferença no número 

de questões propostas (diferenciação de produtos), questões mais simples (diferenciação 

de conteúdos), maior número de questões fechadas que abertas (diferenciação de 

processos) e cotação diferenciada das questões (diferenciação de produtos) que se 

justifica pela necessidade de motivar e incentivar os alunos (Tomlinson, 2008). 

Contudo, as três primeiras estratégias seguem uma orientação comum, o da 

simplificação, associada às baixas expetativas de Liz quanto à capacidade dos alunos 

conseguirem realizar com sucesso as tarefas que propõe aos restantes alunos da turma. 

Fica a questão de saber até onde vão as implicações para a aprendizagem dos alunos 

desta prática assente em expetativas reduzidas (NCTM, 2000). A última estratégia 

parece garantir a coerência da prática avaliativa da professora (NCTM, 2014). Se o foco 

dos contextos de aprendizagem proporcionados a estes alunos é o do reduzido nível de 

complexidade, as tarefas a realizar em momentos formais de avaliação terão de ser do 

mesmo nível. 

Embora o balanço que Liz faz face à evolução da aprendizagem matemática dos alunos 

integrados no Projeto de Apoio não seja muito positivo, o desenvolvimento dessa 
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atitude positiva associada a uma maturidade etária traz uma perspetiva muito mais 

positiva em relação às suas aprendizagens futuras. Esse facto incentiva a continuação de 

estudos no sentido do aqui apresentado. 
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Resumo: Neste artigo iremos abordar um possível recurso para a aula de matemática, 

que poderá promover a capacidade da aplicação da matemática em contextos 

matemáticos e não matemáticos, mais concretamente num contexto de tecnologia, 

engenharia e matemática. Trata-se de uma experiência de ensino, em duas turmas de 9.º 

ano do ensino básico. A metodologia, de natureza qualitativa, é suportada pela 

investigação baseada em design. Os resultados mostram que os alunos conseguem fazer 

a ligação entre conceitos matemáticos e não matemáticos, deparando-se com obstáculos 

genuínos que nem sempre surgem noutro tipo de problemas e recorrem aos seus 

próprios conhecimentos e conceitos intuitivos para alcançar formas de estabelecer a 

relação entre a matemática e a realidade. A integração de tarefas de modelação, num 

contexto STEM, apresenta-se como um fator importante para a atribuição de sentido à 

matemática e ao mundo real, promovendo a aquisição de um conjunto de capacidades 

como parte integrante do processo de modelação matemática. 

Palavras-chave: Modelação matemática; STEM; Interdisciplinaridade; Conhecimentos; 

Capacidades 

 

Introdução 

É cada vez mais consensual a importância de preparar os alunos para que sejam capazes 

de identificar e entender o papel da matemática no mundo em que vivemos e de fazer 

julgamentos matemáticos fundamentados, no sentido de se tornarem, na sua vida futura, 

cidadãos reflexivos, interessados e construtivos (Alsina, 2002), qualquer que seja a área 

de conhecimento e de experiência em que a matemática intervenha. 

Esta preocupação é veiculada por vários autores que, no âmbito dos seus estudos, têm 

mostrado a relevância das capacidades que os alunos desenvolvem através da resolução 

de problemas ou projetos centrados em situações reais, em que a matemática intervém, 

ajudando-nos a compreender o mundo em que vivemos (Keitel, 1993; Skovsmose, 

1995; Bassanezi, 2002; Blomhøj & Kjeldsen, 2006; Mousoulides, Chrysostomou, 

Pittalis & Christou, 2010).  
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Desde sempre, a matemática tem sido chamada a resolver problemas que surgem 

noutras áreas do conhecimento, designadamente nas ciências experimentais, e a explicar 

situações ou fenómenos do mundo real. Em muitos dos casos, são elaborados modelos 

matemáticos para resolver o problema colocado ou para perceber e atuar sobre 

determinada situação. A natureza dos problemas do mundo atual, nomeadamente pela 

sua complexidade e pela importância da conjugação de diversos saberes científicos para 

a sua resolução, torna essencial que os alunos tenham contacto com diversas questões 

relacionadas com a modelação matemática, tornando-se importante, desde cedo, 

capacitá-los da utilização da matemática em contextos matemáticos e não matemáticos 

(DGE, 2018). 

Argumentos e recomendações como a anterior contribuem para justificar a inclusão da 

modelação matemática no ensino e nos currículos de matemática (Blum & Niss, 1991; 

Meyer, Caldeira & Malheiros, 2011). Mas para se conseguir estabelecer o diálogo entre 

diversas ciências e obter contributos decisivos da matemática na resolução de problemas 

é necessário não apenas saber conceitos e métodos matemáticos, mas também ser capaz 

de efetuar a sua aplicação em situações que envolvem outras ciências ou outros 

domínios de conhecimento. Essa intenção começou, primordialmente, no ensino 

universitário, passou depois para o ensino secundário e progressivamente tem-se 

estendido ao ensino básico (Araújo, 2010). 

São vários os investigadores que propõem o uso de uma abordagem de ensino da 

matemática baseada em resolução de problemas interdisciplinares que espelham os 

princípios da modelação matemática (Haines, Galbraith, Blum & Khan, 2007; Lesh & 

Doerr, 2003; Michelsen, 2006, 2015; Meyer, Caldeira & Malheiros, 2011; Leung, 

2018). Mais recentemente tem sido internacionalmente proposta e explorada uma 

abordagem de ensino baseada em resolução de problemas que integrem as áreas da 

Ciência, Tecnologia, Engenharia e Matemática (designada abreviadamente por STEM) 

(Leung, 2018; Kelley & Knowles, 2016; Baker & Gallanti, 2017) 

 

O Processo de Modelação matemática  

É razoável começar por admitir que a especificidade da modelação matemática a nível 

profissional seja diferente da especificidade da modelação matemática a nível escolar, 

pois os objetivos a atingir são diferentes, os conhecimentos dos alunos estão longe dos 

conhecimentos dos matemáticos que se dedicam à modelação em situações mais 

complexas, os contornos dos problemas a tratar são distintos, a dinâmica do trabalho e a 

natureza das discussões matemáticas são muito díspares (Matos & Carreira, 1996; Lesh 

& Zawojewski, 2007; Olley, 2015). Além disso, há que ter em linha de conta o tipo de 

interação que é própria do ambiente de sala de aula, os conceitos e a sequência com que 

são abordados no currículo escolar (Biembengut & Hein, 2003).  

Por ser uma atividade que valoriza a atitude investigativa e a natureza exploratória dos 

problemas e da sua interpretação, em termos de conceitos matemáticos, a modelação 

matemática permite a organização e (re)organização de conceitos de forma mais 

contundente (Bueno & Reis, 2007); os alunos têm aí um campo de trabalho muito mais 

amplo, seja porque precisam de recolher dados reais, desenvolver um modelo real, ou 

tratar dados e interpretar resultados obtidos por meio de matematização. Dessa forma, 

espera-se que os conceitos da matemática se tornem mais significativos, pois ño 

conhecimento explorado é de natureza interdisciplinar, permitindo a compreensão e 

interpreta­«o da realidade vividaò (Barbosa, 1999, p. 70). 
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Uma das formas de conceber a intervenção da matemática na resolução de problemas do 

mundo real é considerar a execução do chamado processo de modelação matemática. 

Esse processo define-se sumariamente pelas seguintes etapas e representa-se 

habitualmente por meio de um esquema cíclico (Figura 1): 

 

i) identificação de um problema ou de uma situação real e das suas variáveis,  

ii)  passagem dos dados e condições do mundo real para a matemática, através da 

matematização,  

iii)  construção de um modelo matemático e a sua aplicação na procura de 

soluções matemáticas que posteriormente são traduzidas e verificadas no 

mundo real,  

iv) revisão do modelo e possível refinamento, regressando à análise do problema 

real.  

 

Usualmente este processo é concebido através de iterações cíclicas que visam a procura 

de um modelo que melhor responda ao problema ou melhor elucide a situação inicial, 

onde ño resto do mundoò corresponde a situa­»es fora da matem§tica, como por 

exemplo, situações do dia-a-dia, incluindo problemas colocados em contextos 

profissionais, sociais ou da vida real e a ñMatem§ticaò ser§ entendida como a §rea 

disciplinar da matemática (Blum & Niss, 1991; Ferri, 2006; Blum & Leiß, 2007). 

 

 

Figura 1 ï Ciclo de modelação matemática (Blum & Leiß, 2007) 

 

A modelação matemática permite, em particular, estabelecer conexões com outros 

campos da ciência, além de construir novos conhecimentos e capacitar os alunos para a 

aplicação da matemática em contextos matemáticos e não matemáticos. Em ambas as 

situações, o professor tem um papel fundamental de orientador do processo, pois 

acompanha, esclarece e coloca questões que provocam a reflexão dos alunos sobre 

estratégias e decisões tomadas.  

Há ainda que considerar tendências atuais quando se associa a modelação matemática 

ao trabalho com outros domínios e áreas das ciências, designadamente no contexto 
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escolar. Por exemplo, Hurd (2002, citado por Kfouri, 2006, p. 2) chama a atenção para a 

necessidade de uma nova postura em rela­«o ao ensino de ci°ncias: ñO ensino de 

ciências do século XXI deve ser organizado em termos de problemas, projetos, 

investigações e ensaios relativos aos assuntos da sua própria cultura, de forma que os 

estudantes participem na tomada de decisão, formando julgamentos, e escolhendo ações 

que envolvem elementos de risco, incerteza, valores e ética; fazendo uso de 

conhecimentos científicos e tecnológicosò.  

ñO uso da modela­«o matem§tica no ensino de ci°ncias, em qualquer n²vel, pode ser 

uma forma de trazer questões a alunos e professores, despertando a reflexão e o espírito 

crítico tão necessários para ter educação científica ao invés de treinamento para 

resolu­«o de problemas padronizadosò (Cury, 2003, p. 15). Assim, a modela­«o 

matemática, na perspetiva da interdisciplinaridade, deve ser vista como uma das 

finalidades do ensino da Matemática que, em Portugal, esteve presente em programas 

curriculares do ensino básico anteriores e que que agora é reforçada no documento 

referente às Aprendizagens Essenciais de Matemática em articulação com o Perfil do 

aluno à saída da escolaridade obrigatória, designadamente quando se propõe 

explicitamente: 

 

Promover a aquisição e desenvolvimento de conhecimento e experiência em Matemática 

e a capacidade da sua aplicação em contextos matemáticos e não matemáticos. 

(Aprendizagens Essenciais 7.º ano de Matemática, DGE, 2018, p. 2) 

 

Assim, o objetivo deste estudo é promover o desenvolvimento de capacidades inerentes 

à atividade de modelação matemática, tais como, compreender, analisar, interpretar, 

comunicar ideias, procedimentos, raciocínios e resultados através da realização de 

tarefas de modelação matemática em contexto STEM. 

 

Modelação matemática e interdisciplinaridade 

Vários investigadores propõem uma abordagem didática para o ensino da matemática 

que se baseia em experiências de resolução de problemas interdisciplinares que 

espelham os princípios da modelação matemática (Haines, Galbraith, Blum, & Khan, 

2007; Lesh & Doerr, 2003). Especificamente, propõem a introdução de tarefas de 

modelação em contexto interdisciplinar contemplando a matemática e as ciências 

(Mousoulides & English, 2011). 

O ensino interdisciplinar é frequentemente visto como uma forma de resolver alguns 

dos problemas recorrentes em educação, tais como a fragmentação de matérias e o 

ensino isolado de disciplinas e conteúdos. É visto como uma forma de apoiar a 

transferência de conhecimentos, de ensinar os alunos a pensar e raciocinar, oferecendo 

um currículo mais relevante para os alunos (Marzano, 1991), ao enfatizar o 

estabelecimento de ligações entre diferentes áreas de conhecimento. 

As abordagens de ensino-aprendizagem que integram áreas curriculares diversas têm 

ganho o apoio da ciência cognitiva, onde investigadores sugerem que a aprendizagem 

de grandes ideias e quadros conceptuais é mais poderosa do que a aprendizagem de 

unidades ou de ideias fragmentadas (Caine & Caine, 1993; Donovan & Bransford, 

2005). O ensino interdisciplinar incentiva conexões entre as disciplinas para ajudar os 
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alunos a construírem conhecimento de forma mais consistente, menos fragmentada e 

isolada e mais interligada. Uma dessas abordagens é a educação STEM integrada.  

As tarefas em contexto STEM, pela sua natureza, levam os alunos a focarem-se em 

conexões e inter-relações entre conteúdos, de tal modo que o conhecimento novo é 

construído a partir de conhecimentos anteriores, organizado à volta de grandes ideias, 

conceitos ou temas, desenvolvido de forma a envolver interações entre conceitos e 

processos, situado num contexto específico ou numa situação concreta; o conhecimento 

é fundamentalmente construído através de um discurso que se vai produzindo 

socialmente ao longo do tempo (Berlin & White, 1995). 

A educação STEM representa um esforço para combinar ciência, tecnologia, engenharia 

e matemática num mesmo contexto e ambiente de trabalho, assentando nas relações que 

se podem gerar entre conteúdos científicos e problemas da vida real, em que as quatro 

áreas do conhecimento poderão ser relevantes, ainda que não tenham que estar 

obrigatoriamente presentes ao mesmo tempo (Moore, 2008; Zawojewski, 2010; 

Michelsen, 2006; Kelley & Knowles, 2016). Uma possível forma de entender a 

estrutura combinada e interdependente das várias competências e habilidades 

envolvidas na integração de STEM é proposta por Kelley & Knowles (2016) num 

esquema elucidativo (Figura 2). O esquema sugere um aparelho de roldanas que conecta 

a aprendizagem situada de STEM, os produtos de engenharia, a investigação científica, 

a literacia tecnológica e o pensamento matemático como um sistema integrado. Cada 

roldana no sistema conecta práticas comuns dentro das quatro disciplinas de STEM e 

está vinculada à corda da comunidade de prática. Um relacionamento complexo do 

sistema de roldanas deve funcionar em harmonia para garantir a integridade de todo o 

sistema. É claro que não se determina que todos os quatro domínios de STEM 

integrados tenham de funcionar durante toda a experiência, mas antes salienta-se que é 

necessária uma clara compreensão do relacionamento que pode ser estabelecido entre os 

diversos domínios e que isso envolverá a constituição de uma comunidade de prática. 

 

 

Figura 2 ï Esquema conceptual de aprendizagem interdisciplinar em contexto STEM (Kelley & 

Knowles, 2016) 
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Existem estudos em que as atividades desenvolvidas combinam apenas a engenharia e a 

matemática e onde o ciclo de modelação matemática é utilizado como o referencial de 

organização e orientação do trabalho a desenvolver pelos alunos (Mousoulides & 

English, 2008, 2011; Gallegos, 2018), visando, em especial, a aprendizagem e 

exploração de novos aspetos envolvidos num sistema real. Nesse tipo de tarefas e 

problemas são claramente colocadas em primeiro plano: a capacidade de utilizar 

conceitos, técnicas, procedimentos, propriedades matemáticas para analisar, resolver e 

interpretar a situação problemática, a capacidade de abstração e generalização, a 

capacidade de compreender, elaborar raciocínios lógicos e comunicar matematicamente, 

a capacidade de resolver problemas de modelação matemática, de descrever, explicar e 

justificar, oralmente e por escrito as suas ideias, procedimentos e raciocínios, bem como 

os resultados e as conclusões obtidos (DGE, 2018).  

Neste texto, damos especial atenção à combinação entre tecnologia, engenharia e 

matemática, em tarefas que promovem a geração de modelos conceptuais, tendo por 

base a utilização de modelos físicos de uma situação real; este contexto propõe, 

especificamente, a resolução de problemas da realidade que envolvem a simulação de 

uma situação e a modelação matemática de uma parte da realidade em estudo, com a 

intenção de construção de um protótipo conceptual ou físico. A utilização de modelos 

físicos, simulações e protótipos promove a atividade de modelação matemática sob 

condições que revelam um paralelismo evidente com problemas reais, para os quais se 

buscam soluções reais (Carreira & Baioa, 2009, 2015). 

 

Questões de investigação 

Ainda há muito para explorar e aprender sobre o trabalho interdisciplinar, mais 

concretamente em STEM, onde a modelação matemática tenha um papel central, não 

existindo ainda teorias que suportem esta metodologia de ensino, mas sim pequenos 

estudos e abordagens propostas, tal como o ensino integrado em STEM. 

Assim, neste artigo pretende-se contribuir para uma maior compreensão de como os 

alunos desenvolvem a sua atividade na aula de matemática a partir de situações que 

envolvem várias áreas do conhecimento, em torno da realização de tarefas de 

modelação matemática de caráter interdisciplinar em contexto STEM. Procura-se, em 

especial, perceber aspetos dessa atividade que contribuem para desenvolver nos alunos 

capacidades que lhes permitam interligar diferentes áreas do conhecimento na resolução 

de problemas. Todo o design da experiência de ensino desenvolvida assentou na 

formulação da seguinte conjetura: 

 

A realização de tarefas de modelação matemática em contexto STEM contribui para a 

promoção de trabalho interdisciplinar e para o desenvolvimento de capacidades tais 

como, compreender, analisar, interpretar, comunicar ideias, procedimentos, raciocínios e 

resultados.  

 

O estudo desenvolveu-se em torno da implementação de um conjunto de tarefas em sala 

de aula e a obtenção de dados foi conduzida por forma a promover respostas à seguinte 

questão orientadora do estudo: como se desenvolve e o que advém da atividade dos 

alunos, em termos de capacidades, no decurso da realização de tarefas de modelação 

matemática em contexto STEM? 
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Metodologia 

Neste estudo foram utilizados modelos físicos na forma de estruturas (ou aparatos) em 

tarefas que envolveram a resolução de problemas reais, inspirados no cenário hipotético 

de uma solicitação de um cliente, um utilizador ou um consumidor. Todas as tarefas 

envolveram algum tipo de simulação, realizada na sala de aula, com recurso a um 

aparato físico e a diversos materiais, numa lógica de experiência prática. As situações 

reais consideradas foram escolhidas de modo a envolverem ideias e conceitos de 

matemática que os alunos já possuíam, integrados com métodos e práticas da 

engenharia e de outras ciências De acordo com estudos que partilham elementos 

similares foi adotada uma investigação de carácter qualitativo, baseada em design 

(Cobb, 2000; Kelly, Baek, Lesh & Bannan-Ritland, 2008). O estudo contemplou até ao 

momento dois ciclos de implementação: o primeiro em três turmas do 7.º ano de 

escolaridade, e um segundo ciclo em duas turmas de 9.º ano, consideradas turmas com 

aproveitamento global médio, nas quais foram realizadas cinco intervenções em sala de 

aula. 

Neste artigo iremos apresentar a segunda tarefa, de uma série de cinco, aplicadas nas 

duas turmas envolvidas no segundo ciclo de investigação, de uma escola básica do 

Algarve. As turmas compreendem no seu conjunto 46 alunos, com idades 

compreendidas entre 13 e 15 anos. As tarefas foram implementadas durante o 2.º e o 3.º 

período escolares no ano letivo 2016-2017. 

Os alunos organizaram-se em grupos de trabalho de 4 ou 5 elementos e, em todas as 

aulas conduzidas no âmbito do estudo, receberam conjuntos idênticos de materiais e 

modelos físicos para o desenvolvimento de simulações. Os dados empíricos 

selecionados para este artigo foram recolhidos através de captação de vídeo e áudio dos 

grupos de trabalho, bem como de fotografias de detalhes. Foram captados registos vídeo 

e áudio em 3 grupos, por turma, e foi feita a gravação apenas em áudio de 2 grupos, por 

turma.  

Cada tarefa de modelação foi desenhada segundo uma estrutura que envolve quatro 

partes: 

(1) Introdução da tarefa (momento em que a situação e os vários elementos são 

apresentados e clarificados); 

(2) Trabalho prático com os modelos físicos, envolvendo recolha de dados; 

(3) Representação, análise dos dados recolhidos e construção de um protótipo 

(produto final); 

(4)  Elaboração de um relatório escrito e partilha e discussão dos produtos obtidos. 

 

A tarefa remete para a criação de um sistema de calibração de tomates onde conceitos 

como a relação entre diâmetro e área do círculo, semelhança de triângulos, 

proporcionalidade, proporção, intervalos numéricos, entre outros, estão implícitos. Os 

alunos tinham à sua disposição um trilho em madeira em forma de V, uma amostra de 

tomates, divisórias em cartão, fita métrica e fita-cola (Figura 3). O objetivo era a criação 

de um sistema de calibração dos frutos, tendo por referência o diâmetro dos tomates de 

forma a responder à necessidade de criar um equipamento com o qual um pequeno 

agricultor pudesse fazer a calibração e seriação dos tomates colhidos, de modo rápido e 

eficiente. Depois de ter sido criado um protótipo de um tal sistema de calibração, com 

recurso à experimentação e à simulação realizadas com o trilho em V, cada grupo 
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voltou a passar a sua amostra de tomates pelo trilho, para o teste e validação do 

respetivo protótipo. 

 

 

Figura 3 ï Aparato físico usado para simular um trilho em V para calibração de frutos 

 

As categorias de análise dos dados obtidos com a implementação da tarefa de calibração 

de tomates referem-se ao propósito geral de perceber como os alunos desenvolvem a 

sua atividade, considerando especialmente as capacidades que são promovidas e postas 

em ação durante essa atividade. Assim, as categorias são definidas em termos de: 

compreensão do problema, relação entre conceitos matemáticos e não matemáticos, 

raciocínio matemático e comunicação.  

 

Apresentação e discussão de resultados 

A apresentação de resultados será referente apenas a um grupo de alunos, pois a sua 

análise revelou-se suficiente para extrair resultados e sustentar conclusões relativas à 

questão colocada, isto é, compreender de que forma a atividade dos alunos na tarefa 

promove e põe em ação um conjunto de capacidades fundamentais diretamente 

envolvidas na resolução de uma tarefa que diz respeito a uma situação do mundo real. 

Os alunos estão identificados pelas letras R e M e a professora pela letra P. 

 

1.ª parte da tarefa 

O enunciado da tarefa (Figura 4) foi lido pelos alunos e foram esclarecidas as dúvidas 

necessárias para poderem avançar para a fase seguinte. A compreensão do problema não 

revelou grandes dificuldades por parte dos alunos. 

 

Um pequeno produtor de tomates está a terminar a sua primeira colheita do ano. A colheita dos frutos 
está a ser feita de forma contínua e os tomates estão a ser armazenadas em caixas. 
O seu objetivo é a venda dos tomates a uma empresa distribuidora que pretende a entrega dos frutos 
em caixas segundo diferentes calibres. A calibração de frutos pode ser feita segundo vários critérios 
(cor, peso, tamanho), sendo o tamanho o mais frequente e mais simples.  
O agricultor contactou uma firma de equipamentos agrícolas, solicitando aconselhamento para uma 
forma eficiente e rápida de calibração de tomates por tamanho. 
Os técnicos estão agora analisar o pedido do agricultor e a ensaiar um protótipo para a calibração dos 
tomates, como se segue.  
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wŜǎǇƻǎǘŀ ŀ Ŏƻƴǎǳƭǘŀ bȏ Cwнс ŘŜ ά¢ǳŘƻ ŦǊŜǎǉǳƛƴƘƻέΣ лнκлоκнлмт 
- Amostra de tomates retirados de 5 caixas sem critério 
- Análise de tamanhos e definição de calibres 
- Separação pelo sistema em forma de V 
- Definição de modelo de separação para operação do mecanismo 

5ŀ ŜȄǇŜǊƛşƴŎƛŀΧ 
Tens à tua disposição uma amostra de tomates, tesoura, fita métrica e fita-cola. 
Utiliza o trilho formado por duas barras ligadas numa extremidade, que devem ser colocadas em plano 
inclinado e com um ângulo de abertura conveniente. Tens cartão rígido para colocar verticalmente por 
baixo do trilho de modo a formar divisórias. Os tomates, ao rolarem no trilho deverão cair na divisão 
certa de acordo com o seu calibre. 
Χŀƻ ƳƻŘŜƭƻ 
Define as classes de calibre dos tomates, usando os diâmetros. 
Regula as separações a colocar no mecanismo em forma de V para 
que os tomates, ao deslizarem sobre os trilhos, caiam nas aberturas 
corretas e fiquem separados por calibres. 

Figura 4 ï Enunciado da tarefa ñCalibra­«o de tomatesò 

 

2.ª parte da tarefa 

Os alunos começaram por analisar a amostra de tomates e colocaram-nos em fila por 

tamanho (Figura 5). 

 

 

Figura 5 ï Tomates dispostos organizadamente por ordem de tamanho 

 

Construíram as divisórias, colocaram-nas debaixo da calha de forma a obterem zonas de 

abertura onde cairiam tomates do mesmo calibre. Começaram a fazer deslizar os 

tomates, um a um, e a perceber se as divisórias estavam colocadas no sítio pretendido, 

medindo as distâncias desde o início da calha até ao sítio onde o tomate tinha caído 

(Figuras 6 e 7).Os alunos realizaram várias experiências de acordo com a simulação 

organizada (Compreensão do problema). 

 

  

Figura 6 ï Tomate a deslizar pela calha antes de cair entre o trilho   
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Figura 7 ï Medição do comprimento da calha até ao ponto onde o tomate cai 

 

O diálogo seguinte mostra a capacidade dos alunos em construir intervalos adequados 

aos vários tamanhos dos tomates (Raciocínio matemático). 

 

R: Este agora aqui tem que ser separado. 

M: Deixa ver se ele entraé(na divisória) 

R: Entrou! 

M: Esperaé Deixa medir. 

 

E registaram os dados na sua folha (Figura 8). 

 

 

 

Figura 8 ï Extrato do relatório com os dados das medições efetuadas 

 

3.ª parte da tarefa 

Para continuarem o trabalho, os alunos tiveram que descobrir o diâmetro dos tomates 

para a construção dos intervalos para a calibração. Esse diâmetro foi calculado através 

da medição do perímetro do tomate e da fórmula do perímetro de uma circunferência 

(Raciocínio matemático) (Figura 9).  
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Figura 9 ï Extrato do relatório: cálculo do diâmetro do maior tomate 

 

Uma das ideias do grupo foi repetir o cálculo para todos os tomates, mas a professora 

desafiou-os a tentar arranjar uma outra alternativa (Comunicação). 

 

P: Será que não conseguem calcular os diâmetros sem estarem a medir o perímetro de 

todos os tomates? Com os conhecimentos matemáticos que têm, como poderiam 

arranjar uma alternativa? 

M: Proporcionalidade direta? 

é 

R: Temos vários triângulos. É aquilo de que um tem um tamanho e o outro tem outro 

proporcionalmente. 

 

Depois de algum tempo de discussão entre o grupo e a professora chegaram à conclusão 

de que podiam utilizar a semelhança de triângulos e a proporcionalidade direta ou a 

noção de proporção entre as dimensões dos triângulos e o diâmetro das circunferências. 

Dito de outra forma, construíram uma relação entre as dimensões da calha e o diâmetro 

dos tomates (Relação entre conceitos matemáticos e não matemáticos/Raciocínio 

matemático) (Figuras 10 e 11). 

 

 

Figura 10 ï Extrato do relatório: cálculo dos diâmetros 
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Figura 11 ï Extrato do relatório: indicação do diâmetro correspondente a cada tomate 

 

Para terminar, escreveram uma tabela onde colocaram a categoria para cada separação 

de tomates com a calibragem correspondente (Comunicação) (Figura 12). 

 

 

Figura 12 ï Extrato do relatório 

 

 

3.ª parte da tarefa 

Os alunos descreveram muito sucintamente o processo realizado, sem explicitarem 

todas as hipóteses colocadas e os vários passos percorridos. Colocaram, no entanto, no 

seu relatório todos os cálculos efetuados, relacionando os cálculos matemáticos e os 

resultados obtidos com a situação em estudo (Comunicação). 

Tendo em conta estes resultados, podemos estabelecer o seguinte mapeamento, tendo 

por base as categorias elencadas acima (Tabela 1). 

 

 

 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

 
 

125 

Tabela 1 ï Quadro resumo das categorias e sua correspondência com a atividade dos alunos 

Categoria Atividade dos alunos 

Compreensão do 

problema 

Leitura e esclarecimento de dúvidas. Primeiras análises 

dos materiais e da situação proposta. Organização do 

trabalho de simulação. Realização de experiências. 

Relação entre conceitos 

matemáticos e não 

matemáticos 

Estabelecimento de ligações entre o formato do tomate, 

da calha e das divisórias e diversas figuras e elementos 

geométricos: esfera, círculo máximo e triângulos 

isósceles, respetivamente. 

Ligações entre os calibres dos tomates e intervalos de 

medida (diâmetro dos tomates). 

Raciocínio matemático A utilização da proporcionalidade direta no cálculo dos 

diâmetros, tendo por base a semelhança de triângulos.  

Utilização da fórmula do perímetro de uma circunferência 

para o cálculo do diâmetro. Relação entre diâmetro e raio. 

Construção de intervalos. 

Comunicação Discussão entre os elementos do grupo e/ou a professora. 

Elaboração do relatório escrito da atividade. 

 

Síntese e conclusão 

Os resultados deste estudo mostram que a integração de tarefas de modelação com 

trabalho experimental, numa abordagem interdisciplinar de STEM, permitiu aos alunos 

desenvolverem e ativarem capacidades necessárias para a resolução de problemas que 

envolvem mais do que uma área do saber, tais como compreender e interpretar um 

problema, analisar dados recolhidos, generalizar ideias, comunicar oralmente e por 

escrito e encontrar uma solução para um problema real. 

Assim, salienta-se que estas tarefas podem promover a experimentação, o ensaio, o 

aperfeiçoamento de ideias e estratégias onde os alunos vão melhorando e refinando os 

seus processos e vão conseguindo encontrar métodos mais gerais e poderosos para os 

quais a matemática surge como uma importante ferramenta. Na seleção das produções 

apresentadas e nos episódios transcritos, percebe-se a importância do estabelecimento 

de ligações entre conceitos matemáticos e não matemáticos, uma vez que, na maioria 

dos casos, a solução geral em linguagem matemática foi obtida por meio da análise da 

estrutura das expressões numéricas usadas no estudo de casos particulares. 

A contextualização das tarefas ï neste caso concreto, a construção de um sistema de 

calibração de tomates ï despertou o interesse dos alunos, induzindo-os à partilha de 

experiências e saberes, uma vez que tiveram oportunidade de vivenciar uma possível 

realidade, ou seja, a simulação de uma experiência de engenharia e de desenvolvimento 

de um protótipo. A familiaridade do contexto contribuiu para o desenvolvimento de 

diversas capacidades, na medida em que os alunos atribuíram significado aos conceitos 

matemáticos que utilizaram, aplicaram e reconheceram como úteis para a 

matematização e obtenção de resultados para o problema. 

Importa ainda acrescentar que a qualidade das capacidades desenvolvidas pelos alunos, 

no âmbito da intervenção didática proposta, pode constituir motivo de reflexão acerca 
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de aspetos inerentes à gestão curricular, nomeadamente no que respeita ao tipo de 

tarefas apresentadas aos alunos e à consequente necessidade e vantagem em criar e usar 

materiais, designadamente artefactos experimentais, que potenciem a procura de 

soluções reais para problemas reais. 
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Resumo: Este trabalho traz parte da pesquisa de doutoramento na Universidade Federal 

do Rio Grande do Sul, Brasil. A investigação em execução estuda o desenvolvimento do 

pensamento combinatório de estudantes do quarto ano da Educação Básica de uma 

escola pública brasileira fazendo uso de um Objeto Digital de Aprendizagem (ODA). O 

ODA foi desenvolvido especificamente para a pesquisa e apresenta nove problemas 

envolvendo situações de combinação, arranjo e permutação. Os problemas foram 

resolvidos parcial ou completamente pelos alunos e as soluções apresentadas por eles 

são analisadas. São citadas outras pesquisas sobre a temática, que trazem a importância 

deste tópico ser trabalhado desde os primeiros anos de escolarização, corroborando com 

a ideia proposta pela investigação. Este trabalho apresenta a dinâmica da aula com a 

utilização do ODA, tornando o tempo da escola mais personalizado e respeitando o 

ritmo de trabalho dos alunos. Os dados analisados aqui sintetizam as mudanças na 

maneira de resolver os problemas, que são percebidas através das soluções apresentadas 

pelos participantes. O uso de processos sistematizados na construção das soluções não 

foi imediato, mas apareceu ao longo dos problemas e, de maneira mais evidente, nos 

problemas que envolviam respostas maiores que 20. 

Palavras-chave: Objeto Digital de Aprendizagem, Pensamento Combinatório, Escola 

Primária 

 

Introdução 

O presente trabalho expõe a dinâmica da aula implementada em processo de 

investigação relacionado com pesquisa de doutoramento em Informática na Educação, 

na Universidade Federal do Rio Grande do Sul ð Brasil. A pesquisa, da qual esse 

trabalho faz parte, busca compreender o desenvolvimento do pensamento combinatório 

dos estudantes do quarto ano da escola primária e realizou a produção de dados em uma 

escola pública brasileira durante as aulas de Matemática. Além da dinâmica da aula, o 

Objeto Digital de Aprendizagem (ODA) utilizado, desenvolvido especificamente para a 
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pesquisa, é apresentado. As soluções para os problemas propostos, apresentadas em 

capturas de ecrã, são analisadas na busca por compreender como os alunos solucionam 

esse tipo de problema. A investigação é pautada nos princípios do Método Clínico 

Piagetiano e as análises, bem como a proposição e formato do ODA, são fundamentados 

na teoria da construção do conhecimento, de Jean Piaget. Trabalhos sobre a temática do 

Pensamento Combinatório infantil vêm sendo produzidos pelo grupo GERACAO 

(Grupo de Estudos em Raciocínio Combinatório) da Universidade Federal de 

Pernambuco ð Brasil. As pesquisas apontam para a importância desse tema iniciar sua 

abordagem desde os primeiros anos de escolarização. Os documentos norteadores do 

currículo no Brasil, como os Parâmetros Curriculares Nacionais (Brasil, 1997) e a Base 

Nacional Comum Curricular (Brasil, 2017) trazem elementos específicos de Análise 

Combinatória para o currículo dos primeiros anos de escolarização. O documento 

orientador do currículo de Portugal não apresenta tal tema de forma específica. Porém, o 

trabalho com dados discretos e as estratégias de resolução de problemas podem 

contemplar esse tema. Ao longo da educação Básica, principalmente nos primeiros 

anos, os professores necessitam envolver os alunos em problemas que façam sentido e 

que por eles possam ser resolvidos. A busca por diferentes estratégias que utilizem 

argumentos, representações ou mesmo caminhos diferentes é imprescindível para que se 

desenvolva o conhecimento matemático e também o gosto por essa área do 

conhecimento. Os problemas de análise combinatória podem contribuir nesses aspectos 

e despertar interesse, busca e exploração de diferentes soluções ou estratégias e tratar de 

situações não necessariamente matemáticas, mas que exijam raciocínio matemático. 

 

Fundamentação teórica 

A teoria piagetiana propõe que para haver aprendizagem é preciso ter ação. É 

necessário, então, que as crianças ajam sobre os problemas de Análise Combinatória, 

que se envolvam com situações deste tipo e que possam modificar e transformar tais 

problemas. Durante essas ações, que podem ser modificações ou transformações, o 

conhecimento acerca do problema vai se construindo e levando o sujeito envolvido à 

compreensão dos conceitos. Experimentos e possibilidades de agir sobre objetos 

específicos é o que faz pensar sobre certas relações, conceitos, padrões, etc. 

Nessa linha de argumentação, o raciocínio combinatório se desenvolve da mesma 

maneira: com a­«o. No livro ñDa l·gica da crian­a ¨ l·gica do adolescenteò Inhelder e 

Piaget (1976) propõem problemas de raciocínio combinatório a crianças e jovens entre 7 

e 15 anos. São três situações envolvendo combinação, permutação e arranjo. Ao 

analisarem as respostas, observa-se que os 

 

sujeitos não descobriram e não conhecem as fórmulas matemáticas do cálculo das 

combinações. Encontraram um processo operatório que, praticamente, equivale à 

aplicação da fórmula, mas que constitui um simples método de ação, e não um 

conhecimento refletido e que possa ser explicitado. (Inhelder & Piaget, 1976, p. 233) 

 

Eles constataram que apenas a partir dos 14-15 anos os sujeitos foram capazes de 

explicitar verbalmente uma explicação equivalente às fórmulas utilizadas. Mas, antes 
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disso, a partir dos 8-9 anos, as crianças conseguiam resolver os problemas e dar 

respostas utilizando o material do experimento. Os argumentos usados por aqueles que 

responderam correctamente envolvem justificativas operatórias baseadas na ação sobre 

os objetos disponíveis. Ou seja, mesmo não formulando uma generalização, essa ação 

sobre esse tipo de questão pode auxiliar na formação de esquemas para serem usados 

posteriormente. Considerando que a construção de conhecimento é integrativa e que o 

que é estruturado em um patamar serve de esquema e de instrumento para ser usado nas 

situações seguintes, quanto mais envolvimento com problemas combinatórios as 

crianças tiverem, maior será seu repertório de esquemas disponíveis quando estiverem 

aptos a construir relações lógicas e generalizações de forma unicamente proposicional. 

A partir disso, pesquisas vêm investigando esse tema. O grupo de Pesquisa GERACAO, 

da UFPE-Brasil, vem investigando o raciocínio combinatório infantil e apresentando 

resultados que corroboram a abordagem desse tema desde os primeiros anos da 

Educação Básica. 

A tese de doutoramento de Cristiane Azevedo dos Santos Pessoa (Pessoa & Borba, 

2009), investigou o desenvolvimento do raciocínio combinatório do 2º ano até o 12º ano 

da Educação Básica. Para a pesquisa, foram aplicados testes com oito questões (duas de 

arranjo, duas de combinação, duas de permutação e duas de plano cartesiano) sendo que 

quatro tratavam de pequeno número de possibilidades e quatro envolviam valores 

maiores. Os mesmos problemas foram propostos a alunos do 2º ano ao 12º ano da 

Educação Básica de duas escolas públicas e duas escolas da rede privada de Recife, 

nordeste do Brasil. As conclusões foram de que não houve diferença significativa entre 

percentual de acertos por gênero. Porém, houve diferença significativa entre o 

percentual de acerto por tipo de escola, sendo que os alunos de escola privada obtiveram 

resultados significativamente melhores. Diferenças significativas também apareceram a 

cada transição de ciclo. Os acertos foram crescentes (de acordo com a escolaridade), 

mas com saltos maiores do 5° para o 6º ano e do 8º para o 9º. Mesmo o fato de ser 

trabalhado de forma específica os problemas de combinatória no 11º ano não trouxe 

diferenças significativas no desempenho dos alunos deste ano. 

Já o trabalho de Barreto e Borba (2010) apresenta como os problemas que envolvem 

raciocínio combinatório aparecem nos manuais escolares do ensino primário. Tal 

trabalho conclui que, de modo geral, há uma variação dos tipos de representações 

simbólicas tanto no que diz respeito às representações apresentadas pelos problemas 

quanto às propostas pelos autores como exemplos de resolução, incentivando dessa 

forma o aluno a representar os problemas de formas diversificadas. Foram reconhecidas 

as seguintes representações: desenho, apenas enunciado, algoritmo, manipulativo, 

tabela, árvore de possibilidades, cálculo mental, outras (fotografia, jogo, etc.). A 

presença desse tipo de problema é obrigatória nos manuais escolares, uma vez que 

conteúdos específicos sobre a temática constam no currículo proposto pelo Ministério 

da Educação. A análise realizada conclui que os mesmos aparecem sob diferentes 

representações e incentivam a resolução por diferentes caminhos e usando de diferentes 

estratégias. 

Uma pesquisa realizada em Portugal apresenta as diferentes resoluções de alunos do 9º 

ano (Correia & Fernandes, 2009) para problemas de combinatória. O trabalho analisa as 

diferentes representações e o desempenho dos alunos ao resolver problemas de 
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combinação, arranjo simples, arranjo com repetição e permutação. O conjunto de 

problemas propostos continha questões específicas sobre generalizações. As 

representações e estratégias usadas pelos alunos demonstram que  

 

a utilização de modelos sistemáticos de enumeração, de forma completa, revelou-se 

central na resolução correcta dos problemas de combinatória propostos, já que a falta de 

sistematização e a dificuldade em repetir procedimentos sistemáticos de enumeração 

conduziram ao esquecimento ou à repetição de configurações. (Correia & Fernandes, 

2009, p. 16) 

 

Em Portugal, cabe ressaltar, o currículo proposto para os quatro primeiros anos da 

Educação Básica não contempla conteúdos específicos de combinatória. Os objetivos de 

Matemática que apresentam relativa relação com o tema são os que dizem respeito à 

resolução de problemas e a expressão de diferentes raciocínios. Um dos objetivos, que 

aparece elencado para os quatro primeiros anos da Educação Básica, na parte de 

Matem§tica ® ñConceber e aplicar estrat®gias na resolução de problemas com números 

naturais, em contextos matemáticos e não matemáticos, e avaliar a plausibilidade dos 

resultados.ò (DGE, 2018a, p. 8; DGE, 2018b, p. 8) Esse objetivo n«o descreve 

explicitamente raciocínio combinatório, mas problemas desse tipo podem se encaixar 

perfeitamente nessa proposta. Também é proposto para os quatro anos um objetivo que 

trata de ñExprimir, oralmente e por escrito, ideias matem§ticas, e explicar racioc²nios, 

procedimentos e conclus»es.ò (DGE, 2018a, p. 8; DGE, 2018b, p. 8). Da mesma forma 

que o anterior, esse objetivo pode contemplar ideias, raciocínios e procedimentos que 

versem sobre o tema de combinatória. Para o 3º e o 4º ano surge um objetivo específico 

de probabilidade: ñReconhecer e dar exemplos de acontecimentos certos e impossíveis, 

e acontecimentos poss²veis (prov§veis e pouco prov§veis).ò (DGE, 2018c, p. 10; DGE, 

2018d, p. 10) O trabalho com casos possíveis tem estreita relação com o raciocínio 

combinatório. Muitas vezes é entendido como uma ferramenta para o trabalho com 

probabilidade e seu estudo se justifica por tal razão. Portanto, no 3º e no 4º ano as 

discussões que cercam esse tema devem fazer parte das aulas de Matemática. 

Essas pesquisas relatadas apresentam maneiras de trabalhar e perceber a abordagem dos 

problemas combinatórios desde a Educação Básica. As duas primeiras pesquisas usam a 

teoria de Gerard Vergnaud para analisar seus dados. Vergnaud foi aluno de Piaget e sua 

teoria tem estreita relação com a teoria utilizada na pesquisa realizada. Já a terceira 

pesquisa utiliza também os estudos de Inhelder e Piaget para analisar os dados 

produzidos. Nenhuma das propostas contempla o uso das Tecnologias Digitais de 

Informação e Comunicação (TDIC) como recurso que pode potencializar tal trabalho. O 

desenvolvimento de material digital específico é um dos diferenciais da pesquisa 

relatada. O uso desse tipo de recurso prevê um envolvimento diferente com os 

problemas e uma organização do tempo na escola mais individualizado. O uso das 

TDIC pretende promover mudanças no papel do professor e do tipo de tarefa a ser 

resolvida. Mais do que resolver os problemas de forma autônoma e usar o tempo da aula 

conforme sua necessidade, os alunos são chamados a agir e a pedir ajuda. Não é imposta 

pela dinâmica da aula a hora do professor falar e a hora das perguntas dos alunos. A 
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autonomia para concluir, salvar e iniciar a próxima tarefa, traz uma responsabilidade 

para com seu rendimento. 

 

Metodologia 

A pesquisa de doutoramento pretende-se qualitativa e exploratória, mas faz uso de 

estatística descritiva para caracterizar os sujeitos e analisar dados como as soluções dos 

problemas. Conta com a participação de alunos do quarto ano do Ensino Fundamental 

de uma escola pública brasileira situada na cidade de Porto Alegre. A escola fica na 

região suburbana da capital do estado do Rio Grande do Sul e atende alunos desde o 

primeiro até o nono ano do Ensino Fundamental (equivalente ao ensino Básico e 

Secundário em Portugal). As turmas envolvidas na pesquisa possuíam uma professora 

referência, que abordava questões relativas à Língua Portuguesa, Matemática, Estudos 

Sociais e Ciências; mas também contavam com o atendimento de professores 

especialistas em Educação Física, Espanhol e Artes. A professora-pesquisadora, com 

formação em Matemática, complementava as atividades de Matemática realizadas pela 

professora referência e propunha o trabalho com temas pouco explorados na escola 

como Análise Combinatória, Geometria e Gráficos e tabelas. Durante o período da 

investigação as aulas com a professora-pesquisadora ocorreram no Laboratório de 

Informática da escola. Este laboratório está equipado com 17 computadores de mesa, 

todos conectados à internet, e conta com o apoio de uma professora que auxilia nos 

trabalhos durantes as aulas. A produção de dados durou quatro encontros de 45 minutos 

e registra-se que nem todos os participantes frequentaram os quatro encontros. Os 

participantes eram de três turmas diferentes e foram realizados quatro encontros com 

cada turma, tendo cerca de 70 participantes envolvidos. Os encontros foram gravados 

em vídeo por três pesquisadores diferentes que se fizeram presentes nos encontros. 

Além dos vídeos, as soluções finais foram registradas com capturas de ecrã e um 

questionário sobre acesso à internet e uso de computador foi realizado com os 

envolvidos para que os sujeitos pudessem ser caracterizados também a partir dessas 

informações. No presente texto, as análises das soluções são apresentadas; este trabalho 

traz as primeiras conclusões parciais do estudo e as análises dos vídeos darão 

seguimento ao estudo e serão publicadas posteriormente. 

 

A dinâmica da aula 

Três turmas participaram do estudo, sendo que cada uma delas foi atendida em horário 

diferente. A turma atendida dirigia-se para o Laboratório de Informática e, organizados 

em duplas, resolviam os problemas propostos no Objeto Digital de Aprendizagem 

(ODA) desenvolvido para a pesquisa. A sequência dos problemas era proposta pela 

professora-pesquisadora e o tempo dedicado a cada problema variou bastante para cada 

dupla. Para a realização do primeiro problema foi feita a leitura, pela professora-

pesquisadora, do problema e explicado o funcionamento do ODA. Foi acordado que 

quando obtivessem a solução final deveriam fazer uma captura do ecrã (Print Screen) e 

salvar a imagem para que ela fosse analisada posteriormente. Na continuidade do 

presente trabalho essas imagens são usadas para ilustrar o tipo de solução apresentada. 
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O uso do ODA permitiu que, em um mesmo ambiente e ao mesmo tempo, alunos de 

uma mesma turma trabalhassem em problemas diferentes. O ritmo de trabalho de cada 

um era respeitado, oferecendo desafios aos mais rápidos e com maior compreensão dos 

conceitos e também deixando explorar e se questionando por um tempo maior aqueles 

que demonstravam incompreensões. Num primeiro encontro algumas duplas realizaram 

apenas um problema, enquanto outras realizaram três. A familiaridade com o 

computador torna o tempo de compreensão do funcionamento do ODA maior ou menor 

já no primeiro encontro. O uso do rato e os ícones de apagar, arrastar, clicar não eram 

do conhecimento de alguns dos participantes. 

O papel da professora-pesquisadora e dos outros dois pesquisadores presentes era de 

auxiliar com questões técnicas e dúvidas na interpretação dos problemas. Porém, o 

trabalho de forma autônoma envolvendo realizar, salvar, abrir o próximo, ler e resolver 

para finalizar a solução, os tornou protagonistas do seu próprio percurso. Não houve 

comparações quanto ao desempenho, pois a correção era feita através do feedback do 

próprio objeto, não expondo os erros e tampouco exaltando os êxitos. A ação de cada 

um era primordial. Construir os casos possíveis era agir sobre o problema. 

 

O Objeto Digital de Aprendizagem 

O ODA
1
 proposto contempla nove problemas envolvendo combinação, arranjo e 

permutação. Cada problema é apresentado em uma tela diferente, a partir de um menu 

inicial, e permite a construção da solução fazendo uso de imagens. O formato do objeto 

se assemelha a um jogo. O objetivo é resolver cada problema apresentado e, para 

encontrar a solução, o usuário pode manipular objetos (que são os elementos 

apresentados no problema) e construir as possibilidades. Para informar a resposta 

encontrada o usuário preenche uma caixa de texto, onde deve inserir a resposta 

numérica. Dependendo da resposta dada o objeto apresenta uma resposta (feedback) que 

pode ser a mensagem de êxito ou uma indicação de que algo está incorreto. 

O uso do ODA é simples, não exigindo conhecimento teórico ou técnico de computação 

para utilizá-lo. É certo que o domínio do uso do rato e de algumas funções como o 

zoom out ou zoom in tornam seu uso ainda mais fácil. O rato deve ser usado para clicar 

e arrastar os ícones até a área de casos possíveis. Inicialmente, aparecem cerca de 10 

espaços (variando de acordo com o problema), mas podem ser acrescidos outros para a 

construção da solução. É possível apagar casos construídos de forma repetida ou que 

não estejam de acordo com os requisitos do problema. Cabe ressaltar que esses casos 

repetidos ou que não se encaixam nos requisitos do problema devem ser percebidos pelo 

usuário, pois o ODA não emite tal tipo de informação. Quando o usuário dá uma 

resposta menor que a correta, a mensagem que aparece ® ñTem certeza que verificou 

todas as possibilidades?ò; quando a resposta informada ® maior que a resposta correta, o 

feedbak apresentado questiona se ñN«o cometeu nenhum erro durante a contagem?ò. 

Depois de informar a resposta errada duas vezes, o ODA apresenta uma dica ou dá um 

exemplo sobre como se constroem os casos possíveis no problema. Por exemplo, 

                                                           
1 O ODA ainda se encontra em fase de desenvolvimento e está disponível no endereço 

http:odin.mat.ufrgs.br/combinatória. Deve sofrer alterações a partir das análises dos dados e sua versão final deve ser 

publicada no primeiro semestre de 2019.  
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quando se pergunta sobre a quantidade de emoticons que podem ser construídas no 

problema 1, o feedbak retorna com a seguinte mensagem: ñCada emoticon deve ter um 

par de olhos e uma boca. Monte o maior n¼mero de emoticons diferentes.ò A inten­«o 

de n«o apresentar apenas ñcertoò ou ñerradoò ® a de fazer com que o usu§rio repense a 

pergunta e os requisitos do problema. 

 

Problemas e exemplos de soluções apresentadas 

As capturas de ecrã com a solução final de cada problema foram analisadas e permitem 

perceber que já nessa etapa escolar o uso de processos sistemáticos de construção de 

casos possíveis está presente. As soluções foram classificadas segundo dois critérios: 

completas ou não e com evidência ou não de sistematização, mesmo que parcial. 

Combinando essas duas classificações realizamos uma categorização em cinco
2
 casos 

diferentes: incompleta sem evidência de sistematização; incompleta com evidência de 

sistematização; completa sem evidência de sistematização; completa com evidência de 

sistematização parcial e completa com evidência de sistematização total. É importante 

dizer que a evidência de sistematização se deve a organização espacial das 

possibilidades construídas, ou seja, são identificados ou não elementos fixos em 

determinadas posições. Nem todos os problemas contém exemplos das cinco categorias 

de soluções e os exemplos apresentados a seguir são de todas as categorias presentes nas 

soluções do problema em questão. Destaca-se que essa é uma primeira análise dos 

dados e representa uma parte da pesquisa. Posteriormente, com a análise dos vídeos, 

será possível observar a maneira como os casos possíveis foram construídos e poderá 

ser confirmada a sistematização evidenciada ou não.  

 

Problema 1: Um designer resolveu criar emoticons novos para um aplicativo de 

comunicação. Ele inventou 3 tipos diferentes de olhos e desenhou 3 bocas. Quantos 

emoticons podem ser formados combinando essas bocas com esses olhos? 

Quantos emoticons estão de língua de fora? 

Quantos emoticons estão de olhos abertos? 

 

Para o problema 1 foram entregues 37 soluções. Destas, 5,4% estavam incompletas e 

94,6% estavam completas. Dentre as completas, 89,2% do total de soluções não 

evidenciam, pela organização espacial da solução, nenhuma sistematização. Porém, 

2,7% do total já evidencia, pela organização da solução apresentada, uma 

sistematização. 

 

                                                           
2 Desconsidera-se a situa­«o ñter solu­»es incompletas com sistematiza­«o totalò por ser incoerente. 
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Figura 1 ï Incompleta sem evidência de sistematização (ausência de um caso possível de 

emoticon) 

 

Figura 2 ï Solução completa, mas sem evidência de sistematização 

 

 

Figura 3 ï Solução completa com evidência de sistematização parcial, pois apresenta duas 

sequências de três emoticons com olhos iguais 

 

 

Figura 4 ï Solução completa e com evidência de sistematização total, pois constrói todas as 

possibilidades com cada tipo de olhos disponíveis 

 

Problema 2: Em uma loja de brinquedos existem quatro opções de animais de 

pelúcia: elefante, girafa, leão e zebra. 

De quantas maneiras posso escolher dois animais diferentes? 

Em quantas opções o elefante é escolhido como um dos animais? 

Quantas opções não escolhem a zebra? 

 

Para esse problema foram entregues 40 soluções. Porém, cinco delas estavam cortadas e 

não puderam ser aproveitadas. Esse fato retrata a dificuldade dos alunos desta etapa 

escolar em realizar um ñPrint Screenò, tarefa de aspecto ñt®cnicoò. Das 35 solu­»es que 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

 
 

139 

foram consideradas válidas, 8,6% estavam incompletas, podendo faltar casos possíveis 

ou conter repetições, e 91,4% estavam completas e apresentavam as seis possibilidades 

de escolha. Pôde-se observar que, dentre as completas, 17,14% do total evidenciaram o 

emprego de alguma sistematização na construção das possibilidades. 

 

Figura 5 ï Solução incompleta sem evidência de sistematização, neste exemplo falta a 

opção GIRAFA+LEÃO 

 

 

Figura 6 ï Exemplo de solução completa, mas a organização espacial da solução não indica 

o emprego de alguma sistematização 

 

 

Figura 7 ï Solução completa e com evidência de sistematização total 

 

Problema 3: Palhaços usam roupas coloridas e, por isso, não precisam usar duas 

meias iguais. Um palhaço tem a sua disposição meias amarelas, vermelhas e azuis. 

1) Quantos diferentes pares de meias ele pode formar? 

2) Em quantos desses pares as maias são iguais? 

3) Em quantos desses pares as meias são diferentes? 
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4) E se aparecerem meias verdes para o próximo espetáculo, quantos novos pares 

ele pode formar? 

 

Para esse problema foram apresentadas 39 soluções diferentes, mas uma estava cortada; 

foram consideradas 38 soluções válidas. Dentre as soluções apresentadas, 31,6% das 

válidas não conseguiram representar os seis pares diferentes relativos à primeira 

pergunta. Ainda houve 7,9% das soluções válidas que acertaram essa primeira parte, 

mas não tentaram responder às demais perguntas. Das soluções que apresentam 

respostas para as demais perguntas, 7,9% das soluções válidas não conseguiram 

completar corretamente o restante dos pares de meias, enquanto 68,4% das respostas 

construíram as 10 possibilidades corretamente. Observou-se que entre as soluções 

completas, 44,7% das soluções válidas não evidenciam o emprego de alguma 

sistematização e 7,9% das soluções válidas evidencia, pela organização espacial, o 

emprego de alguma sistematização. 

 

 

Figura 8 ï Solução incompleta, com evidência de sistematização 

 

 

Figura 9 ï Solução completa, mas sem evidência de sistematização 

 

 

Figura 10 ï Solução completa com evidência de sistematização 
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Problema 4: A bandeira da Colômbia é azul, vermelha e amarela com um brasão. 

Para os uniformes do time de vôlei a equipe do vestuário tem à disposição camisetas 

vermelhas, amarelas e azuis. Da mesma forma, os calções disponíveis são lisos, nas 

cores azul, vermelha ou amarela. Sabendo disso, tente responder: 

  1) Quantos uniformes diferentes (camiseta+calção) podem ser formados com 

essas opções de camiseta e calção? 

2) Em quantas dessas opções o uniforme fica de uma cor só? 

3) Em quantas dessas opções o uniforme tem alguma peça azul? 

4) Em quantas dessas opções o uniforme não possui nenhuma peça amarela? 

 

Esse problema teve retorno de 36 soluções. Destas, 30,6% estavam incompletas e 

69,4% estavam completas. Pôde-se observar que 19,4% das soluções evidenciam o uso 

de alguma sistematização para a construção da solução. 

 

 

Figura 11 ï Solução incompleta sem evidência de sistematização 

 

 

Figura 12 ï Solução completa, mas sem evidência de sistematização. Apesar de ter 

construído primeiro as opções com uma cor só e depois os uniformes com duas cores 

 

 

Figura 13 ï Solução completa e com evidência de sistematização total, pois construiu todas 

as opções com cada camiseta 
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Problema 5: Um clube de tênis tem 9 alunas: Alice, Bruna, Camila, Eloíza, 

Flávia, Gabriela, Helena e Ísis. Para o campeonato municipal, apenas duas poderão se 

inscrever. 

Quantas duplas diferentes podem ser formadas com essas nove meninas? 

 

Para esse problema foram apresentadas 31 soluções, sendo 93,5% incompletas e apenas 

6,5% completas. O problema exigia um certo grau maior de sistematização, pois a 

resposta completa era formada por 24 opções de duplas diferentes. Mesmo apresentando 

respostas incompletas, muitas soluções, 48,4% delas, evidenciam o uso de 

sistematização, mas empregada de maneira parcial. 

 

 

Figura 14 ï Solução incompleta e sem evidência de sistematização 

 

 

Figura 15 ï Solução incompleta, mas com evidência de sistematização que foi empregada 

de maneira parcial 
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Figura 16 ï Solução completa, com evidência de uso de sistematização total 

 

Problema 6: Em um restaurante, o cliente monta p seu prato a partir das opções 

do cardápio. O restaurante oferece dois tipos de carne: coxa de frango ou bife e três 

opções de acompanhamento: arroz, batata cozida e massa. Para montar o pedido é 

preciso escolher um tipo de carne e dois acompanhamentos diferentes. 

Quantos pedidos diferentes são possíveis de serem montados com esse cardápio? 

 

Esse problema teve 30 soluções diferentes, sendo que 30% estavam incompletas e 70% 

estavam completas. O uso da sistematização para a construção das possibilidades ficou 

evidente em 26,7% das soluções apresentadas. Chamou a atenção que 16,7% das 

soluções apresentam a resposta numérica correta (seis), mas apresentam pratos 

montados de forma equivocada, pois não contêm dois acompanhamentos diferentes. 

Considera-se que um ajuste no ODA possa apresentar um feedback de que há pratos 

montados de maneira incorreta para que os usuários possam superar esse obstáculo e vir 

a construir a solução de forma correta. 

 

 

Figura 17 ï Solução incompleta e sem evidência de sistematização. Essa solução apresenta 

pratos que não foram montados corretamente 

 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 
 

144 

 

Figura 18 ï Solução completa, mas não evidencia o uso de sistematização 

 

 

Figura 19 ï Solução completa com evidência de sistematização na construção das 

possibilidades 

 

Problema 7: Marcelo, Vitor, Rafael e Pedro resolveram apostar uma corrida. Os 

quatro se esforçaram muito para ser rápidos, mas apenas três deles subiram ao pódio. 

De quantas maneiras podem se colocar nesse pódio, sendo que o lugar indica se 

chegou em primeiro, em segundo ou em terceiro lugar? 

Em quantas opções Marcelo é o primeiro colocado? 

Em quantas organizações de pódio Vitor aparece? 

 

Foram apresentadas 34 soluções para este problema. Destas, 94,6% estavam 

incompletas e apenas 5,4% estavam completas. Porém, 40,5% das soluções evidencia o 

emprego de alguma sistematização, mesmo que usada de forma parcial. O número de 

possibilidades de pódio que poderia ser formado com esses quatro meninos era 24, 

número razoavelmente alto para construir sem qualquer sistematização. Salienta-se que 

75,7% das soluções apresentam 16 possibilidades ou menos. Esse fato pode indicar que 

os alunos esperam que respostas com esses valores sejam apropriadas. 

 

 

Figura 20 ï Solução incompleta sem evidência de sistematização 



EIEM 2018 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

 
 

145 

 

Figura 21 ï Solução completa, com evidência de sistematização total 

 

Problema 8: Considerando que nosso sistema monetário possui 6 cédulas 

diferentes (de 2, 5, 10, 20, 50 e 100 reais): 

Quantos valores diferentes posso ter se eu tenho duas cédulas em minha carteira? 

De quantas formas posso ter mais do que 21 reais? 

Em quantos desses valores eu tenho duas notas iguais? 

Em quantos desses valores eu tenho duas notas diferentes? 

 

Foram apresentadas 16 soluções, mas duas estavam cortadas e foram desconsideradas. 

Então, das 14 soluções analisadas, 35,7% estavam incompletas e 64,3% estavam 

completas. Mesmo não construindo as 21 possibilidades, 85,7% das soluções analisadas 

evidenciam o emprego de alguma sistematização. 

 

 

Figura 22 ï Solução incompleta, mas evidencia o uso de uma sistematização parcial 

 

 

Figura 23 ï Solução completa com evidência de sistematização parcial 
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Figura 24 ï Solução completa com evidência de sistematização total 

 

Problema 9: Tiago, Lucas, Mariana e Daniela se juntam para tirar uma foto. Eles 

se colocam um ao lado do outro e fazem a fotografia. 

Para se posicionar um ao lado do outro, de quantas maneiras diferentes eles 

podem se organizar? 

 

Esse problema teve apenas 9 soluções apresentadas. Nenhuma apresenta as 24 

possibilidades corretamente construídas. Porém, o uso da sistematização ficou evidente 

em 33,3% das soluções. 

 

 

Figura 25 ï Solução incompleta e sem evidência de sistematização 
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Figura 26 ï Solução incompleta, mas com evidência de sistematização 

 

 

Figura 27 ï Solução com o número correto de casos possíveis, mas com erros. O uso de 

sistematização fica evidente pela organização espacial 

 

O uso de sistematização, mesmo que empregado de forma parcial, evidencia uma 

maneira diferente de resolver os problemas. A sistematização é o caminho para as 

generalizações relativas à temática e ao tipo de problema. Os problemas envolvendo um 

universo maior de possibilidades podem induzir a busca de alternativas que facilitem a 

contagem e o controle das possibilidades elencadas. A sistematização é esse caminho. O 

trabalho de Correia e Fernandes (2009) apresenta diferentes representações usadas pelos 

alunos: uso de fórmulas, enumeração (sistematizada ou não), diagrama de árvore, 

operação e combinações destes. Os autores também apresentam a sistematização como 

aspecto importante a ser considerado na solução dos problemas. O ODA desenvolvido 

trabalha com apenas um tipo de representação: a enumeração. Tal representação foi 

escolhida para o desenvolvimento da pesquisa por se assemelhar a que é intuitivamente 

utilizada por crianças da faixa etária envolvida. A compreensão e a construção de 

diagramas de árvore, por exemplo, não é intuitiva e precisa ser abordada de forma 

específica. Os desenhos são formas pessoais de representar os problemas, mas difíceis 

de serem implementados como forma de solução no computador. A escolha por essa 

representação não a torna melhor ou mais eficiente que outras, mas foi pensada de 

acordo com as limitações do ODA e os objetivos da pesquisa. O ODA foi desenvolvido 

de forma a dar feedback ao usuário, apresentando questões e dicas que pretendem 

auxiliar na enumeração das possibilidades. Essa enumeração, construção de listas, 
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realizada de forma sistematizada, faz emergir as regularidades da resolução de 

problemas envolvendo combinatória. A interpretação do problema e a maneira de 

sistematizar as soluções têm relação com o tipo de problema: arranjo, permutação ou 

combinação. 

O raciocínio combinatório, mais especificamente a sistematização da construção das 

possibilidades é um esquema que não se aplica apenas a contextos matemáticos. 

Inhelder e Piaget (1976, p. 33) identificam uma estratégia combinatória ao resolver 

problemas envolvendo conceitos de F²sica: ñfixar um enquanto se faz variar todos os 

outros fatoresò. Esse esquema ® utilizado de maneira sistem§tica por jovens que 

procuram as possíveis implicações de fatores como tamanho, peso, impulso, formato, 

velocidade em resultados nos experimentos com balança, flexão de barras de ferro, 

vasos comunicantes, etc. Esse comportamento sistemático intencional é carregado de 

hipóteses levantadas de maneira proposicional. Antes de aplicar corretamente o 

esquema, as crianças mudam mais de um fator, não tendo argumentos lógicos 

suficientes para sustentar suas conclusões. De forma não sistemática esse esquema é 

experimentado, mas ainda com pouco rigor lógico. Conseguir isolar cada fator de um 

experimento e fazer variar os demais é uma atividade um tanto laboriosa. Os problemas 

combinatórios são, então, mais uma maneira de fazer aparecer esse esquema; de colocar 

em prática um esquema combinatório para resolver problemas que são, ao fim e ao 

cabo, problemas combinatórios e os esquemas empregados são semelhantes aos usados 

para resolver questões de física. 

 

Conclusões 

O uso do Objeto Digital descrito neste trabalho permite que, em um mesmo grupo de 

alunos, cada um esteja explorando um problema diferente. De acordo com o seu ritmo, 

cada aluno resolve os problemas a sua maneira e tem a possibilidade de obter um 

feedback de seu desempenho. A aula no Laborat·rio de Inform§tica e com um ñroteiroò 

conhecido, que no caso era a sequência dos problemas, acontece sem que seja 

necessário que todos os alunos façam a mesma coisa ao mesmo tempo. O caminho para 

chegar à solução e mesmo o tempo que se leva no desenvolvimento de uma tarefa é 

diferente para cada dupla. Se alguém não frequentou algum encontro, não perdeu nada, 

pois pode continuar sua caminhada ð dentro do roteiro ð de onde parou. O objeto 

digital também propõe questões com respostas entre 20 e 30. Tais problemas fazem 

emergir a necessidade de organização, ou seja, de sistematização das soluções 

construídas, uma vez que o controle dessas soluções fica dificultado sem esse tipo de 

preocupação. Sem controle, poucas das soluções apresentadas são completas e corretas. 

Porém, a pesquisa busca compreender como se chega a essas soluções. As soluções 

apresentadas (prints do ecrã) evidenciam que os alunos começam a perceber a 

necessidade de sistematização da construção das respostas e passam a usar um processo 

sistemático. Mas agir de maneira sistemática ainda não é natural e, portanto, utilizam 

esse procedimento apenas de maneira parcial. 

O uso de alguma sistematização (parcial ou total) pode ser observado de forma sintética 

no gráfico abaixo (figura 28): 
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Figura 28 ï Gráfico que representa o uso de sistematização por problema. Fonte: Elisa F. 

Martins 

 

O uso de sistematização não significa a resolução correta do problema, uma vez que 

respostas incompletas também apresentam emprego de sistematizações parciais. Mas o 

emprego da sistematização evidencia uma mudança na forma de resolver os problemas. 

O emprego de um processo sistemático externa uma modificação na forma de 

compreender os problemas. Essa modificação tem relação com o raciocínio 

combinatório dos envolvidos. Cabe ressaltar que nenhuma dupla empregou 

sistematização em todos os problemas, mas algumas duplas não evidenciaram 

sistematização em nenhum deles. Essa consideração reflete o caráter provisório deste 

tipo de processo para os estudantes envolvidos. 

Na utilização do objeto os ícones eram arrastados, combinados, apagados, 

reorganizados, contados. Alguns estudantes tentaram, por tentativa e erro, encontrar a 

resposta numérica. Mas o insucesso os levou à construção. A sistematização não foi, em 

momento algum, imposta. Contudo, os problemas envolvendo respostas maiores que 

dez (problemas 5, 7, 8 e 9) levavam a perceber que a contagem e o controle das 

possibilidades construídas eram dificultados sem a presença de alguma organização. Foi 

possível perceber que passaram a separar em casos e usar procedimentos sistemáticos de 

forma mais regular nesses problemas. 

O pensamento combinatório se desenvolve muito mais do que pela Matemática e pelas 

relações lógico-matemáticas. Ele se desenvolve porque permite que situações variadas 

sejam exploradas de maneira sistemática. O pensamento combinatório é a raiz do 

método científico. É a partir desse tipo de esquema que se chegam a generalizações 

referentes aos conceitos de física e de química. Tal fato e os dados apresentados no 

trabalho levam a perceber a importância deste tipo de problema se fazer presente desde 

o início da Educação Básica. 
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Resumo: Com o objetivo de compreender  de que modo os alunos utilizam os processos 

subjacentes ao Princípio Fundamental da Contagem (PFC) na resolução de uma tarefa 

desafiante e como diversos recursos podem contribuir para o desenvolvimento da 

compreensão relacional do PFC, foi proposta a uma turma do 12.º ano a realização, em 

pequenos grupos, de uma tarefa de contagem. Os alunos foram incentivados a usar os 

seus smartphones na pesquisa necessária à resolução da tarefa e, num ambiente de 

ensino-aprendizagem exploratório, a comunicar em pequeno e grande grupo os seus 

progressos e resultados. Os dados foram recolhidos em duas aulas de 90 minutos, com 

vista à sistematização do PFC, que os alunos desconheciam ainda. A análise de dados, 

que incidiu nos registos da observação participante da professora-investigadora, nas 

transcrições de gravações em vídeo das aulas e nas produções escritas dos alunos, 

sugere que os diagramas a que os alunos recorreram facilitaram a distinção de situações 

de natureza multiplicativa das de natureza aditiva. As listagens elaboradas foram 

progressivamente substituídas por diagramas. Estes e os smartphones mostraram ser 

recursos transparentes promotores do desenvolvimento da compreensão relacional do 

PFC. 

Palavras-chave: Princípio Fundamental da Contagem; Recursos; Compreensão 

relacional; Resolução de problemas de contagem. 

 

Contexto e objetivos  

O Princípio Fundamental da Contagem (PFC) representa um aspeto fundamental na 

resolução de problemas combinatórios e a sua compreensão é determinante para essa 

resolução (Lockwood & Caughman, 2016). Em Portugal, os alunos resolvem problemas 

de contagem desde muito cedo. Ao longo de todo o ensino básico, são abordadas 

diferentes estratégias de contagem e os alunos são incentivados a construir diagramas 

que os auxiliem na resolução de tarefas diversificadas. Por exemplo, no nono ano de 

escolaridade, os alunos recorrem a diagramas de árvore e tabelas de dupla entrada na 

resolução de problemas que envolvem o cálculo de probabilidades. Porém, o PFC 

apenas é formalizado no 12.º ano. 
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Ao longo de um processo de contagem, existe um certo número de etapas 

independentes, cada uma com um determinado cardinal. Por exemplo, consideremos a 

carta de um restaurante, que apresenta implicitamente o número de opções disponíveis 

para as entradas, prato principal e sobremesas. Suponhamos que, num certo restaurante, 

existem três entradas, quatro pratos principais e cinco sobremesas. Se pretendermos 

conhecer o número de pedidos diferentes que é possível fazer neste restaurante devemos 

considerar o cardinal de cada uma das etapas independentes: entradas (de cardinal três), 

pratos principais (de cardinal quatro) e sobremesas (de cardinal cinco). Dado que, por 

cada entrada, existem quatro pratos principais, resulta que existem σ τ ρς maneiras 

diferentes de escolher a entrada e o prato principal e, por cada uma destas 12 maneiras, 

existem cinco modos distintos de selecionar a sobremesa, pelo que se conclui que 

existem 12×5=60  maneiras diferentes de fazer o pedido. Nesta experiência, as 

denominadas etapas independentes são as entradas, o prato principal e as sobremesas, o 

que dá, ao todo, σ τ υ φπ modos diferentes de fazer o pedido.  

Lockwood e Shaub (2016) observaram que os alunos podem facilmente assumir que 

compreendem bem o PFC devido ao facto da operação que lhe está subjacente 

(multiplicação) lhes ser familiar. Porém, esta familiaridade faz com que utilizem a 

multiplicação sem uma análise cuidada, pelo que, frequentemente, cometem erros na 

sua utilização. Assim sendo, impõe-se conhecer as condições necessárias à sua 

aplicação num determinado processo de contagem. 

Existem diversos estudos que descrevem alguns aspetos relacionados com o ensino-

aprendizagem da análise combinatória (e.g., Batanero, Navarro-Pelayo, & Godino, 

2997; Dubois, 1984; Lockwood, 2013). Porém, o número de trabalhos que estudam 

explicitamente o PFC é muito reduzido. Por exemplo, Lockwood, Reed e Caughman 

(2016) analisaram diferentes formulações do PFC apresentadas em livros de texto 

universitários e criaram três categorias: formulações estruturais, formulações 

operacionais e formulações em ponte. A caracterização de cada uma destas formulações 

encontra-se descrita no Quadro 1. 

 

Quadro 1 ï Classificação das formulações do PFC de acordo com Lockwood, Reed e Caughman 

(2016) 

Classificação Critério Exemplo 

Estrutural  

Caracteriza o PFC 

envolvendo a contagem 

estrutural de objetos 

(tais como n-úplos) 

Sejam ὢȟὢȟȣȟὢ  conjuntos finitos. 

Então, o número de n-úplos 

ὼȟὼȟȣȟὼ  que satisfazem ὼᶰὢ, é 
ȿὢȿ ȿὢȿ ȣ  ȿὢȿ. 

Operacional 

Caracteriza o PFC 

como o processo que 

permite determinar o 

número de modos de 

completar um processo 

de contagem 

Suponhamos que uma tarefa consiste em 

ὸ operações efetuadas consecutivamente. 

Suponhamos que a operação 1 pode ser 

efetuada de ά  maneiras diferentes; para 

cada uma destas, a operação 2 pode ser 

efetuada de ά  maneiras; e assim 

sucessivamente. Então, a tarefa pode ser 

efetuada de ά ά  ȣ ά  

maneiras diferentes. 

Em ponte 
Caracteriza o PFC 

como um processo 

Suponhamos que um procedimento pode 

ser dividido em ά etapas (ordenadas), 
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estrutural de contagem 

de objetos e especifica 

o processo através do 

qual estes objetos são 

contados. 

com ὶ possibilidades diferentes para a 

primeira etapa, ὶ possibilidades 

diferentes para a segunda etapa, ... , ὶ 

possibilidades diferentes para a ά-ésima 

etapa. Se o número de possibilidades em 

cada etapa é independente das escolhas 

das etapas anteriores, e os resultados são 

todos distintos, então o número total de 

resultados distintos é dado por ὶ ὶ
ȣ ὶ. 

 

Lockwood e Schaub (2016) realizaram uma experiência de ensino com dois alunos 

universitários que foram desafiados a formular o PFC. Ao se comprometerem na 

exploração das tarefas apresentadas, os alunos refletiram acerca de aspetos 

fundamentais do PFC (e.g., independência entre as diferentes etapas, conjunto de 

resultados) que pretendiam incluir na sua formulação do PFC. Porém, verificaram que, 

apesar dos alunos terem sido capazes de chegar a uma formulação rigorosa do PFC, não 

é trivial caracterizar todos os detalhes inerentes ao PFC e quando se deve utilizar a 

multiplicação. Assim, os autores aconselham os professores a analisar cuidadosamente 

todos os detalhes do PFC e a ajudar os alunos a pensar acerca de quando é que a 

multiplicação é uma operação adequada a cada tarefa que lhes é proposta.  

Dado que o PFC está subjacente a todas as operações combinatórias (arranjos e 

combinações), é vital que os alunos compreendam como, porquê e quando pode ser 

utilizado e sejam capazes de o relacionar com as restantes operações utilizadas na 

resolução de problemas combinatórios. Ou seja, é importante que os alunos adquiram 

uma compreensão relacional do PFC, para além de uma compreensão instrumental, na 

aceção de Skemp (1976). Uma compreensão instrumental implica a aquisição de regras 

ou métodos que permitam ao aluno a resolução de problemas. O foco está em saber 

como aplicar a regra, relegando para segundo plano o porquê de ela funcionar, o que 

condiciona a capacidade do aluno em adaptá-la na resolução de novos problemas. O 

aluno perceciona a Matemática como um conjunto de peças isoladas de conhecimento, 

sem estabelecer relações entre elas. Por outro lado, uma compreensão relacional 

implica conhecer como e porquê as regras e os procedimentos funcionam, ou seja, os 

alunos sabem o que fazer e são capazes de justificar as suas resoluções e estabelecer 

relações entre conceitos, o que lhes possibilita a sua adaptação para a resolução de 

novos problemas. 

Os alunos devem desenvolver uma compreensão relacional do PFC de modo a que 

possam recorrer a ele, sempre que necessário, na progressão da sua aprendizagem da 

análise combinatória, nomeadamente na compreensão dos arranjos e das combinações, 

ou seja, das operações utilizadas na resolução de problemas combinatórios. Para tal, 

envolvemos os alunos duma turma do 12.º ano que, no contexto de uma experiência de 

ensino (integrada numa investigação mais ampla), exploraram uma tarefa construída 

pela professora/investigadora com o objetivo de conduzir os alunos a sentirem a 

necessidade de efetuar operações numéricas que conduzissem à resposta, sem que estes 

conhecessem o PFC. Ao longo destas sessões, os alunos dispuseram de uma variedade 

de recursos, entre os quais destacamos a tarefa, os esquemas e diagramas criados por 

eles e as tecnologias (e.g., smartphones, quadro interativo, calculadoras). No âmbito de 

um estudo mais abrangente (acerca da forma como os alunos desenvolvem a sua 

compreensão relacional das operações combinatórias), neste trabalho procurámos 
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responder às seguintes questões de investigação: (1) De que modo os alunos utilizam os 

processos subjacentes ao PFC na resolução de uma tarefa desafiante? (2) Quais os 

recursos utilizados e de que modo potenciam a compreensão relacional do PFC?   

Recursos na compreensão relacional do Princípio Fundamental da Contagem 

Tal como Adler (1998, 2000), conceptualizamos o termo recurso como um nome 

(objeto) e um verbo (ação). Assim, um professor com recursos, é um professor que 

interage com os recursos e não, simplesmente, um professor rodeado (ou não) de 

recursos. A autora defende que, ao inv®s de se preocuparem em possuir ñmaisò recursos, 

os professores devem desviar a sua aten­«o para ñcomoò utilizar os recursos que j§ t°m 

disponíveis, ñcomoò integrar novos recursos nas suas pr§ticas e quais as consequ°ncias. 

Ou seja, os recursos devem deixar de ser vistos simplesmente como objetos que, de 

algum modo, facilitam e melhoram a aprendizagem da Matemática no contexto da sala 

de aula, mas sim como recursos utilizados no contexto da educação matemática. Deste 

modo, a autora utiliza o termo re-source ï procurar de novo ou de modo diferente. Ou 

seja, um recurso pode ser utilizado de modos e com objetivos inteiramente diferentes. 

Um quadro interativo pode ser utilizado para projetar apresentações ou para recorrer a 

um software de geometria dinâmica; uma moeda pode ser utilizada para realizar uma 

experiência aleatória, para exemplificar uma circunferência, ou para efetuar cálculos 

com números relativos, por exemplo.  Assim, o termo re-source engloba o próprio 

recurso (que não é necessariamente um objeto material) e o modo como é utilizado, pelo 

que os recursos passam a incluir os objetos e ações utilizados na prática letiva (Adler, 

2001).   

Adler (1998) defende ainda que a atividade matemática na escola não é exclusivamente 

uma atividade do quotidiano, nem uma atividade do matemático, mas sim uma mistura 

entre as duas, pelo que caracteriza o ensino da Matemática como uma prática híbrida. 

Também os recursos utilizados na aula de Matemática podem ser, e são, extraídos de 

situações do dia-a-dia e da própria Matemática. Para ensinar os números relativos, o 

professor pode recorrer a situações familiares aos alunos, tais como as temperaturas ou 

os números dos pisos de um prédio. Por outro lado, pode recorrer ao Teorema de 

Pitágoras para resolver um problema de Trigonometria. Porém, os significados 

matemáticos que o professor pretende ver alcançados através da utilização de 

determinado recurso não emanam através deles, precisam ser mediados. Em ambientes 

de ensino centrados nos alunos, como foi o caso da experiência realizada, os recursos 

devem ser-lhes entregues e os seus significados devem ser extraídos através da atividade 

dos alunos, mediada pelo professor (Adler, 2001). 

Para que um recurso seja um agente promotor da aprendizagem, o aluno deve ser capaz 

de o utilizar na aquisição de novos conhecimentos. Neste sentido, Adler (2000) 

introduziu o conceito de transparência de um recurso. A autora defende que os recursos 

devem ser transparentes pois devem desempenhar simultaneamente as funções de 

visibilidade (têm de ser visíveis para serem utilizados) e invisibilidade (é através deles 

que se atinge o conhecimento pretendido). Porém, Adler sublinha que a transparência 

não é uma característica inerente ao recurso, mas uma função subjacente ao seu uso, 

pelo que pode facilitar ou bloquear o acesso ao conhecimento. Assim, para que um 

recurso promova a aprendizagem, em alguma altura necessita deixar de ser o objeto 

(visível) de atenção e passar a ser o meio para atingir o conhecimento, ou seja, deve 

ficar invisível.  
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Adler (2000, 2001) sublinhou que considerar apenas os recursos humanos e materiais 

(que denominou recursos básicos) é restritivo, dado que existem muitos outros, tais 

como recursos matemáticos, culturais e sociais que não devem ser esquecidos. Os 

recursos básicos são aqueles estritamente necessários à prática do ensino, tal como está 

generalizadamente estabelecido: materiais (edifícios, água, eletricidade, mesas, cadeiras, 

papel, material de escrita) e humanos (rácio alunos/professor, qualificações dos 

professores). Deste modo, a noção de recurso deve ser ampliada para a de recursos em 

uso que inclui recursos humanos adicionais tais como o conhecimento de profissional e 

experiencial dos professores (como opostos às suas qualificações formais), recursos 

materiais adicionais (tecnologias, materiais matemáticos escolares e objetos do 

quotidiano), assim como os recursos culturais (artefactos matemáticos, linguagem, 

tempo).  

 

Metodologia de investigação 

Este trabalho insere-se numa investigação mais ampla em curso, qualitativa e 

interpretativa, com design de experiência de ensino (Steffe & Thompson, 2000). Os 31 

alunos da turma participante no estudo foram divididos em sete grupos de quatro alunos 

e um de três. A experiência de ensino realizada foi conduzida num ambiente de ensino-

aprendizagem exploratório, que se distingue de uma abordagem ao ensino mais direta 

pelos papéis desempenhados pelos alunos e professores, pelas tarefas propostas e modo 

como são geridas, e pelo tipo de comunicação que é estabelecida dentro da sala de aula 

(e.g., Menezes, Tomás Ferreira, Martinho, & Guerreiro, 2014; Oliveira, Menezes, & 

Canavarro, 2013) . A tarefa Viagem Lisboa ï Vila Meã (Figura 1) objetivava conduzir 

os alunos à compreensão dos processos inerentes ao PFC, sem ainda o conhecerem 

formalmente. Esta tarefa foi desenhada pela professora/investigadora e dava aos 

próprios alunos a liberdade de decidirem o número de hipóteses que considerariam em 

cada etapa da viagem. A tarefa foi trabalhada em duas aulas de cunho exploratório com 

a duração de 90 minutos, que se desenrolaram de acordo com a estrutura apresentada 

por Oliveira e colaboradores (2013). A primeira aula incluiu as duas primeiras fases: 

introdução e realização da tarefa; na segunda aula, foi efetuada uma discussão coletiva 

seguida de uma sistematização das aprendizagens conseguidas. 

 

 

Figura 1 ï Tarefa Viagem Lisboa ï Vila Meã 

 

A tarefa foi apresentada pela professora recorrendo ao quadro interativo. Dado que os 

alunos não estavam familiarizados com as diferentes opções existentes para fazer a 
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viagem Lisboa ï Vila Meã recorrendo a transportes públicos, na fase da introdução, a 

professora decidiu fazer um brainstorming acerca das diferentes soluções disponíveis. 

Começou por sublinhar que, utilizando transportes públicos, o João tem, 

necessariamente de fazer a viagem Lisboa ï Porto e, seguidamente, Porto ï Vila Meã. 

Informou ainda que a viagem seria efetuada na sexta-feira da semana em curso, aquando 

da aplicação da tarefa. Dado que todos os alunos da turma possuíam um smartphone, a 

professora sugeriu que os utilizassem para investigar o número de opções que o João 

dispunha em cada etapa da viagem. Recomendou que consultassem os sites das 

companhias de transportes públicos que pretendiam usar e/ou sites que permitissem 

visualizar voos de diversas companhias aéreas.  

Na fase de realização, à medida que os alunos exploravam a tarefa de modo autónomo, 

a professora monitorizou o trabalho desenvolvido, procurando compreender as 

estratégias seguidas através das interações verbais (entre os alunos e entre os alunos e a 

professora) durante o trabalho de grupo e dos registos escritos, fornecendo feedback 

sempre que considerava necessário, sem nunca dar respostas ou diminuir o nível de 

exigência cognitiva da tarefa (Stein & Smith, 2009) . Com base nesta monitorização, a 

professora selecionou três resoluções para serem apresentadas e discutidas com toda a 

turma na fase seguinte do trabalho em torno da tarefa.  

A fase de discussão coletiva iniciou-se com base numa resolução em que os alunos se 

limitaram a fazer uma listagem de todas as hipóteses possíveis. Sendo uma abordagem 

muito simples e esquemática, era acessível a todos. A segunda resolução apresentada 

recorreu a listagens, mas também efetuou multiplicações e adições para determinar o 

número de opções disponíveis. Por fim, foi discutida uma resolução em que os alunos 

não recorreram a qualquer listagem, tendo optado pela construção de um esquema que 

os conduziu às operações de multiplicação e de adição. Apesar de desconhecerem o 

PFC, os dois últimos grupos aplicaram-no e demonstraram distinguir claramente 

situações de caráter multiplicativo de situações de foro aditivo. A professora apoiou os 

alunos nas suas apresentações, colocando questões que procuravam ajudar e esclarecer 

ideias e a envolver toda a turma na validação das respostas, ajudando os alunos a ver as 

relações entre as diferentes resoluções.  

A fase de sistematização das aprendizagens decorreu após a discussão coletiva. A 

professora formalizou o PFC, apoiada nas conclusões a que chegaram os alunos na 

exploração e discussão da tarefa proposta e apresentou diversos exemplos para que os 

alunos tivessem a oportunidade de identificar as etapas independentes subjacentes à sua 

aplicação, assim como a condição necessária à aplicação do PFC: o cardinal da etapa 

seguinte ser exatamente o mesmo para todas as opções consideradas na etapa anterior.  

Ao longo destas duas aulas, recorremos a diversos recursos. De acordo com as 

categorias definidas por Adler (2001), descrevemos, no Quadro 2, os recursos que 

utilizámos. 

A escolha do smartphone como recurso prendeu-se com o facto de ser um objeto que 

todos os alunos possuem e sem o qual (aparentemente) não conseguem viver. Muitos 

podem considerar o smartphone como um bloqueio à aprendizagem, na medida em que 

se constitui como um fator externo de distração. E, de facto, isso pode acontecer, mas 

nós procurámos torná-lo num recurso invisível promotor de aprendizagem. Pretendemos 

que, durante a exploração da tarefa, os alunos usassem os seus smartphones como um 

meio para a obtenção de dados que lhes permitissem apresentar uma resposta coerente à 

tarefa proposta e ignorassem as funcionalidades que usam habitualmente, como por 
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exemplo, as redes sociais, ou seja, pretendemos que os smarthpones se tornassem 

recursos transparentes.  

Os dados recolhidos e analisados para este trabalho baseiam-se nas observações da 

professora ao longo da fase de realização da tarefa, e nas produções escritas e 

apresentações de três grupos: um que não recorreu ao PFC (Grupo I) e dois que 

utilizaram o PFC e distinguiram situações de caráter aditivo das de caráter 

multiplicativo (Grupos II e III). 

 

Quadro 2 ï Recursos utilizados 

Classificação de Adler (2001) 
Recursos usados na experiência de 

ensino desenvolvida 

RECURSOS BÁSICOS ï MANUTENÇÃO DA ESCOLA  

Materiais Edifícios escolares, água, eletricidade, mesas, 

cadeiras, papel, materiais de escrita. 

Humanos Rácio aluno/professor, tamanho da turma, 

qualificações do professor 

OUTROS RECURSOS 

Recursos humanos 

Conhecimento da professora 

- Conhecimento de Matemática 

- Conhecimento pedagógico do conteúdo 

- Conhecimento do mundo 

- Conhecimento dos alunos 

Colegialidade 

Recursos 

materiais 

adicionais 

Tecnologias 
Quadro interativo, calculadoras, smartphones, 

fotocopiadora 

Materiais 

matemáticos 

escolares 

Tarefa, software 

Objetos do 

quotidiano 

Dinheiro, histórias, calculadoras, horários dos 

transportes públicos 

Recursos 

culturais 

Artefactos 

matemáticos 
Esquemas, diagramas e PFC 

Linguagem 
Língua mãe, línguas estrangeiras, code-switching

*
, 

verbalização, comunicação 

Tempo 
Horário 

Duração das aulas 

 

 

Análise dos dados 

Durante a fase de realização os alunos recorreram aos smartphones para averiguarem 

todas as hipóteses viáveis de acordo com as restrições definidas pelos próprios alunos. 

À medida que os alunos pesquisavam as opções disponíveis discutiam-nas entre os 

                                                           

* O Code-switching ocorre quando o indivíduo alterna entre duas ou mais línguas ao longo do 

seu discurso. 
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elementos do grupo, recorrendo, muitas vezes, ao code-switching, dado que visitaram 

sites nacionais e estrangeiros. 

O Grupo I (Júlio, Jacinto, Jorge e Afonso ï pseudónimos) expôs uma listagem de todas 

as possibilidades que os alunos consideraram exequíveis (oito) considerando as 

restrições que impuseram. Os alunos começaram por apresentar os voos que 

consideraram viáveis para fazerem a ligação entre Lisboa e Porto. Seguidamente, 

verificaram, para cada um deles, se existia um horário do Metro que lhes permitisse 

fazer o percurso entre o aeroporto e a estação de Campanhã, tendo concluído que tal não 

era possível para dois dos voos inicialmente selecionados. Porém, concluíram que, se 

optassem pelo serviço de Uber para o transporte entre o aeroporto e a estação de S. 

Bento, era possível manter um destes dois voos, pelo que consideraram que existiam 

cinco opções distintas, caso decidissem fazer a viagem entre Lisboa e Porto de avião. 

 

 
Figura 2 ï Listagem elaborada pelo Grupo I das opções possíveis, caso a viagem entre Lisboa e 

Porto fosse efetuada de avião 

 

O Grupo I apresentou três hipóteses possíveis, caso o trajeto entre Lisboa e Porto fosse 

efetuado de comboio. O que, adicionado às cinco anteriores, perfazia um total de oito 

opções distintas. O Júlio afirmou que o número reduzido de opções se devia às 

restrições que impuseram e que se encontram descritas na Figura 3.  

 

 

 

Figura 3 ï Restrições impostas pelo Grupo I 

 

 

O Grupo II (Maria, Carla, Manuel e José ï pseudónimos) começou por apresentar um 

diagrama que traduziu o seu processo de raciocínio (Figura 4).  
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A professora pediu ao grupo para explicar o motivo pelo qual decidiram construí-lo: 

 

José: Porque é os sítios para onde ele quer ir. Ele sai de Lisboa e pode ir de comboio ou 

de avião. Se vier de comboio, vai para Campanhã; se vier de avião tem de ir para o 

aeroporto para depois vir para o comboio ou direto para casa. Acho que é lógico.  

Professora: Eu acho que vocês não perceberam o que eu quero dizer...  

Manuel: Ah! Era para ser mais fácil organizar os dados. Porque conseguimos perceber 

melhor.  

 

 
 

Figura 4 ï Diagrama elaborado pelo Grupo II 

 

 

A construção do diagrama auxiliou os alunos na organização dos dados e surgiu de 

forma natural ao longo da sua exploração da tarefa. O grupo continuou a sua explicação: 

 

Manuel: De Lisboa para Campanhã considerámos nove comboios e depois tínhamos sete 

comboios que vinham de Campanhã a Caíde, e tínhamos dois comboios que iam de Caíde 

a Vila Meã. Nós depois, se fossem todos que dessem ligação aos outros, era nove vezes 

sete que era sessenta e três. Mas, no entanto, nem todos dão ligação ao outro. Por 

exemplo, nós não podemos... Saímos em Campanhã às 20:35 e vamos apanhar o das 

19:30. É impossível! Por isso temos que cortar [eliminar algumas das hipóteses 

consideradas inicialmente]. 

Professora: Então como é que fizeram? Contaram? 

Manuel: Contámos à mão cada um desses. 

Professora: Então fizeram uma listagem, como o grupo anterior  [Grupo I] e colocaram 

aí os 32. 
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Manuel: Sim. Porque, por exemplo, se contar os que vêm de Campanhã para Caíde, são 

32, mas se contar os que vêm para Vila Meã, já são 27. E depois somámos. Depois, por 

exemplo, há nove comboios para Campanhã. Se quiséssemos ir de táxi, com os amigos ou 

de autocarro. Basicamente, para cada um desses nove comboios, vai haver uma hipótese, 

que é 9x1, que dá nove para cada opção. 

Professora: Gostei dessa frase. Para cada um dos nove, há uma hipótese. E, se para cada 

um desses nove, existissem duas hipóteses? 

Manuel: Era 9x2 que era 18 para cada uma.  

 

É interessante verificar que, de modo autónomo, os alunos foram capazes de distinguir 

situações de caráter aditivo de situações de caráter multiplicativo, quando o número de 

opções nas etapas independentes variava, dependendo da decisão na etapa anterior.  

O Grupo III (Daniel, Adriana e Luísa ï pseudónimos) não recorreu a qualquer listagem, 

mas sim à elaboração de um diagrama de árvore (Figura 5). À medida que traçaram o 

diagrama no quadro, os alunos explicaram o significado de cada um dos seus elementos. 

Começaram por referir que, à partida, existiam duas hipóteses, avião ou comboio, e que 

utilizaram o site eDreams para efetuarem a pesquisa dos voos disponíveis para o dia em 

causa. Caso o João optasse pelo comboio, teria ainda de decidir qual das seis estações 

existentes na cidade de Lisboa (representadas pelas letras A, B, C, D, E e F) 

selecionaria. No caso de efetuar a viagem de avião existiam cinco voos em horários que 

os alunos consideraram adequar-se à situação em causa. 

 

  
 

Figura 5 ï Diagrama elaborado pelo Grupo III 

 

Contrariamente ao Grupo II, que escreveu o cardinal associado a cada opção no próprio 

diagrama (e.g., avião ï 6), o Grupo III descreveu todas as opções que considerou, por 

exemplo, para os aviões, apresentando todos os horários disponíveis.  
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Em articulação com os restantes alunos da turma, durante a fase de discussão coletiva 

da tarefa, todos os elementos deste grupo concordaram que limitaram as suas escolhas a 

hor§rios que consideravam exequ²veis, dado que o Jo«o, ñno domingo, tinha de voltar a 

fazer as malas para regressar a Lisboaò. Para apanhar cada um dos cinco voos, o Jo«o 

tinha quatro hipóteses: ir de metro, de autocarro ou de táxi para a estação de caminho de 

ferro de Campanhã ou, em alternativa, um familiar deslocar-se ao aeroporto e, deste 

modo, seguiria diretamente para casa. Justificaram ainda que consideraram que apenas 

existia uma hipótese para o metro e uma para o autocarro porque partiram do princípio 

que o João optaria pelo primeiro que tivesse oportunidade de entrar. De notar que, nesta 

fase, os alunos referiram claramente ñpusemos para cada um destes aviões o metro, o 

autocarro, familiares ou t§xiò, justificando, deste modo, que os quatro ramos do 

diagrama de árvore que saíam do primeiro voo se replicavam pelos restantes. De igual 

modo, explicaram as hipóteses existentes, caso o João tivesse optado por efetuar a 

viagem Lisboa ï Porto de comboio. 

Seguidamente, o Daniel referiu que, ap·s a constru­«o do diagrama, ñfizemos conjuntos 

e no fim cont§mos as hip·teses todas: 157ò. Procurando clarificar estes procedimentos 

para os restantes colegas, a professora perguntou se tinham feito algum cálculo para 

chegar ao valor de 157, ao que os alunos responderam afirmativamente. Pediu-lhes 

então que mostrassem aos colegas como tinham procedido: 

 

Adriana:  É para fazer duma estação para dar o exemplo?  

Professora: Sim. Quero ver como é que vocês chegaram ao 157. Porque, basicamente, 

o que vocês têm aí é uma lista de opções. Mas esse esquema que está aí foi utilizado 

para vocês fazerem algum cálculo? 

Luísa: Não. É só para simplificar. Foi para nos organizarmos. 

Professora: Vocês chegaram ao 157 contando uma por uma? 

Todos: Não. Foi por conjuntos. 

Professora: Então, dêem-me um exemplo de um conjunto. 

Adriana:  Por exemplo, se ele escolhesse o Cais do Sodré (letra A), tinha três comboios 

que podia ir até Campanhã. Para o primeiro comboio tinha quatro hipóteses (comboio, 

familiares, táxi ou autocarro). 

Professora: E então depois era um copiar colar para os outros dois comboios? 

Grupo:  Sim. 

Professora: Esse grupo quantas hipóteses dá? 

Luísa: 3 vezes 4, 12. 

Professora: E este 12 aparece uma única vez? 

Adriana:  Não. Cada um dos grupos tinha um número de hipóteses diferentes. 

Professora: Então por isso é que vocês tiveram de somar? 

Luísa: Sim. Senão fazíamos 6 vezes 12. 

 

 

A professora reforçou que, caso o número de hipóteses em cada estação fosse sempre o 

mesmo, não existiria a necessidade de somar porque, nesse caso, o 12 surgiria por seis 

vezes e bastaria multiplicar o 12 por seis. Mas, como nos dados que os alunos 
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recolheram, para cada uma das estações existia um número diferente de hipóteses, o 

grupo teve a necessidade de determinar o número de hipóteses para cada estação e, em 

seguida adicionar os seis resultados diferentes. 

Comparando a abordagem deste grupo com os restantes colegas, a professora referiu 

que alguns efetuaram uma listagem de todos os resultados possíveis, mas, como 

limitaram as suas opções, chegaram a um número relativamente pequeno como resposta 

que representaria a resposta à tarefa proposta. Contrariamente, houve grupos que 

obtiveram como resposta números relativamente elevados, números esses que só foram 

atingidos através de cálculos pois seria impensável fazerem uma lista exaustiva das 

hipóteses possíveis. Ficou claro que os grupos que efetuaram cálculos recorreram às 

operações de adição ou multiplicação. Já na fase de sistematização das aprendizagens, a 

professora informou os alunos que, quando efetuam a multiplicação, como os Grupo II e 

III fizeram estão, no fundo, a aplicar aquilo que é conhecido como o Princípio 

Fundamental da Contagem. Reforçou que o resultado da multiplicação apenas traduz o 

cardinal do espaço de resultados pretendido, se o número de opções em cada uma das 

etapas da contagem for igual. Quando o número de opções da etapa seguinte não é igual 

para todos os resultados da etapa anterior, te-se-rá de se contabilizar cada etapa 

separadamente e, no final, adicionar todos os resultados possíveis. Apresentou vários 

exemplos em que os alunos facilmente distinguiram as situações em que deveriam 

efetuar adições, das que reuniam as condições para a utilização do PFC. Para finalizar a 

professora apresentou, com a colaboração dos alunos, uma formulação em ponte do 

PFC, de acordo com a classificação descrita por Lockwood, Reed e Caughman (2016).  

 

Conclusões e implicações 

Neste estudo, procurámos perceber de que modo os alunos utilizam os processos 

subjacentes ao PFC e como é que a utilização de um número diversificado de recursos 

potenciou uma compreensão relacional do PFC. Envolvendo os alunos de uma turma do 

12.º ano na exploração, em pequenos grupos, de uma tarefa desafiante conducente à 

formalização do PFC, num ambiente de ensino-aprendizagem exploratório (e.g., 

Oliveira et al., 2013) , analisámos as suas produções escritas e as suas interações 

verbais, tanto aquando da realização da tarefa como aquando da sua discussão coletiva, 

e ainda os dados recolhidos pela professora-investigadora através da observação 

participante de duas aulas de 90 minutos. 

A análise das resoluções dos diferentes grupos sugere que, quando o cardinal do espaço 

de resultados é um número elevado, os próprios alunos recorrem aos processos 

subjacentes ao PFC, reconhecendo as etapas independentes e identificando as situações 

em que as contagens se podem fazer recorrendo apenas à operação da multiplicação. 

Contrariamente, os grupos cuja resposta foi um valor numericamente baixo limitaram-se 

a fazer listagens e não efetuaram qualquer cálculo. Estes resultados, que apoiam estudos 

anteriores (e.g., Tillema, 2013), sugerem que as situações cuja cardinalidade do espaço 

de resultados seja numericamente baixa não potenciam a compreensão ou a aplicação do 

PFC pois os alunos não são desafiados a considerar um maior número de hipóteses em 

cada uma das etapas independentes subjacentes ao PFC. Ou seja, optam por estratégias 

mais simples porque não reconhecem a necessidade de recorrer ao PFC. 

Os diagramas e esquemas utilizados surgem de modo espontâneo nas resoluções dos 

alunos, de tal modo que eles próprios têm dificuldade em explicar a razão pela qual 

recorrem a eles, referindo que a sua utilização "é lógica". Os manuais incluem 

diagramas em árvore e, muitas vezes, os próprios professores constroem-nos, pelo que 
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os alunos tendem a reproduzi-los nas suas resoluções e a não construir novos diagramas 

que possam ser mais intuitivos e úteis na exploração de novas tarefas (tais como os 

diagramas elaborados pelos Grupos II e III, que não explicitam todas as opções 

disponíveis em cada etapa). Os dados recolhidos indicam que os próprios alunos os 

constroem à medida das suas necessidades e traduzindo os seus modos de pensar, pelo 

que a espontaneidade com que traçam os diagramas e as particularidades associadas a 

cada um também sugerem que não deve ser imposto pelo professor um determinado 

esquema pré-definido. Aquando das suas explicações, os alunos recorrem a diagramas e 

esquemas para explicarem a razão pela qual efetuaram as diferentes operações. Assim, 

tal como Lockwood (2013), consideramos que os esquemas e diagramas desempenham 

um papel vital na determinação do cardinal do conjunto de resultados pretendido e que a 

sua utilização deve ser incentivada pelos professores na aprendizagem da análise 

combinatória. Neste sentido, os diagramas e esquemas elaborados pelos alunos 

constituíram-se como um recurso central, na medida em que foram a alavanca que os 

conduziu à apropriação do PFC e os ajudou a distinguir situações apenas multiplicativas 

das que também exigiam a utilização de elementos aditivos. 

Pelo exposto, consideramos que a tarefa e o modo como foi conduzida permitiram que 

os alunos se apercebessem dos processos subjacentes ao PFC e o utilizassem sem ainda 

o conhecerem formalmente. Os dados sugerem que a exploração de tarefas que deixem 

ao aluno a decisão acerca das restrições a serem impostas em cada etapa subjacente ao 

PFC poderá favorecer a sua compreensão relacional. 

Acreditamos que os smartphones se constituíram como uma verdadeira re-source, dado 

que foram usados para fazer pesquisas essenciais à resolução da tarefa e, portanto, 

foram recursos invisíveis e não distrativos da atividade matemática. Ao permitir que 

todos os alunos pudessem efetuar as pesquisas necessárias à resolução da tarefa 

proposta (contrariamente do que aconteceria se utilizassem um computador, dado que os 

constrangimentos logísticos impediriam a utilização de um por cada um dos elementos 

do grupo), potenciou a comunicação entre os elementos do mesmo grupo que envolveu 

o recurso a línguas estrangeiras e o code-switching. Assim, a exploração da tarefa saiu 

enriquecida e, portanto, consideramos que os smartphones se tornaram num recurso 

transparente (Adler, 2000). 

Este trabalho abre caminho para outras investigações. Em particular, consideramos 

importante investigar o modo como os alunos conceptualizam o PFC na resolução de 

problemas de contagem que envolvam a aplicação de operações combinatórias (arranjos 

e combinações), ou seja, se a compreensão relacional, sugerida por estes dados, que os 

alunos evidenciaram na exploração da tarefa sobre a qual incidiu o presente estudo, se 

estende à utilização das diferentes operações combinatórias para interpretar e resolver 

problemas combinatórios. 
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Resumo: Uma iconografia da aula mostra-nos como ela tem tomado diferentes 

disposições ao longo dos séculos refletindo metodologias de ensino, teorias de 

aprendizagem e inovações tecnológicas. Neste texto retratamos diferentes 

representações da aula centrada na matemática, recorrendo a gravuras e fotografias 

encontradas em livros de texto ou no espólio de colecionadores desde a época medieval 

até meados do século XX. Utilizando um paradigma qualitativo, com pesquisa histórica 

e documental, apresentamos para diferentes épocas teorias de ensino e aprendizagem 

subjacentes à aula, através da consulta da legislação, manuais escolares e fotografias.  

Palavras chave: Aula de Matemática, iconografia, cultura da aula, história da Educação 

Matemática. 

 

Neste texto procuraremos conhecer as práticas de aula de Matemática recorrendo a suas 

representações encontradas em livros de texto, fotografias ou gravuras e interligando-as 

com escritos de professores e alunos. Pretendemos identificar através da iconografia as 

mudanças e permanências da aula de Matemática do passado, por forma a refletirmos 

sobre o presente. Trata-se de um percurso através de modos de organização do processo 

de ensino, a aula
2
, e não sobre o conteúdo desse ensino (o currículo). O foco será pois 

nas práticas e não nas normas seguindo a distinção de Julia (1995). E será 

necessariamente uma viagem preliminar, pois não foi ainda realizado um estudo 

aprofundado sobre o tema em Portugal, ao contrário de trabalhos de maior fôlego 

realizados noutros países
3
. Será uma abordagem histórica abrangendo o período desde a 

época medieval até meados do século XX que, tal como fazemos quando procuramos 

recriar os tempos do nosso passado, procura ilustrar os modos arcaicos buscando as 

permanências e as mudanças como forma de compreender o presente. O que somos hoje 

tem sempre algo do passado, mas também algo que se afastou irremediavelmente do 

passado. 

 

                                                           
1 Este texto foi apoiado por fundos portugueses através da Fundação para a Ciência e a Tecnologia, Projeto 

UID/CED/02861/2016 e constitui um aprofundamento de um texto de Matos (2011). 
2 Não nos referimos apenas à sala de aula, que tem conotações mais espaciais e físicas. A língua portuguesa possui 

uma excelente alternativa, a aula, que designa de um modo abrangente todo o processo social e cultural envolvido no 

ato educativo. 
3 Ver, por exemplo Moreno e Viñao (2017). 

mailto:alexsofiarod@gmail.com
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Metodologia 

O processo investigativo, em qualquer área do conhecimento, possui particularidades 

que, no caso da investigação histórica em Educação Matemática reside na sua 

capacidade de proporcionar a prática reflexiva sobre o passado que nos permita 

interligá-lo com o presente (Matos, 2018; Silva e Miranda, 2013). De facto, de acordo 

com estes últimos autores: 
 

O resgate dos problemas da antiguidade permite ao investigador conhecer as indagações e 

possíveis soluções propostas pela humanidade que se constituíram diante da necessidade 

gerada por uma sociedade com uma determinada cultura. (Silva e Miranda, p. 3) 

 

De acordo com Rodriguez (2010) ña pesquisa histórica exige que o pesquisador tenha 

domínio do conteúdo histórico e pressupõe o prévio conhecimento da metodologia de 

trabalho cient²ficoò (p. 35). 

Neste trabalho pretendemos efetuar uma iconografia, isto é, examinar, categorizar e 

interpretar imagens. O método, utilizado em história de arte, é profundamente 

influenciado pelas reflexões de Erwin Panofsky (1989) que o dividiu em três etapas: a 

descrição pré-iconográfica (a identificação dos componentes), a análise iconográfica 

(estudo destes componentes eventualmente interligando-os com outros estudos) e a 

interpretação iconológica (estabelecimento de relações com o nosso conhecimento sobre 

o período histórico)
4
. O nosso trabalho é baseado em fotografias e gravuras 

sistematicamente recolhidas em acervos bibliográficos, arquivos e portais eletrónicos. 

Assim, numa primeira fase recolhemos imagens em manuais escolares de matemática 

entre os séculos XVI e meados do século XX e fotografias provenientes de diversos 

arquivos e procedemos à identificação dos seus componentes. Estes componentes foram 

confrontados uns com os outros, com outro material, nomeadamente textual, da época e 

com outros estudos. Finalmente estabelecemos relações com o nosso conhecimento 

sobre as épocas históricas onde se enquadra este material. Esta abordagem permitiu-nos 

retratar a aula e em particular a aula de Matemática em diferentes níveis de ensino desde 

a época medieval até meados do século XX. 

 

A aula medieval 

A gravura com que termina a primeira edição do Tratado da pratica Darismetyca da 

autoria de Gaspar Nicolas (1519/1963)
5
 que constitui o primeiro livro de texto de 

matemática impresso em Portugal (Figura 1) parece representar uma aula medieval 

típica na qual o mestre está sentado numa cadeira mais elevada e aponta para o livro 

enquanto os aprendizes folheiam, presumivelmente, outros exemplares do mesmo livro 

ou escrevem em cadernos. 

Em conjunto com as primeiras gramáticas nacionais, o Tratado prefigura uma nova 

ñmentalidadeò na sociedade portuguesa, passando os conhecimentos de escrita, 

caligráficos e aritméticos a desempenhar um papel central quer nas atividades 

económicas, quer no quotidiano de uma burguesia mercantil pujante e de toda uma série 

de profissões que orbitavam em torno dela (Almeida, 1994). 

 

                                                           
4 Um aprofundamento do método e sua aplicação à matemática pode ser encontrado em Vaz (2013). 
5 A gravura foi usada noutros livros do mesmo editor. 
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Figura 1 ï Gravura do Tratado da pratica Darismetyca de 1519 

 

Na análise da gravura destacámos os seguintes elementos: os personagens, os livros ou 

cadernos, os assentos, a posição de cada um e a composição global da imagem. O 

mestre está no centro e aponta para o livro simbolizando a centralidade do 

conhecimento escrito e o seu papel de mediador entre dois saberes: o saber contido no 

livro e o que deve ser aprendido, isto é, escrito, pelos alunos. Repare-se na postura do 

aluno mais à esquerda que transcreve as palavras do mestre. A gravura parecer ser 

ñencenadaò, e poder§ n«o pretender uma representa­«o factual de uma aula, mas antes, 

através de uma composição global dos personagens e artefactos, passar uma mensagem, 

no caso, que o conhecimento escolar é essencialmente textual e a sua autoridade reside 

no mestre ð o lente, isto é, o que lê ð, intermediário do livro. 

 

A aula jesuíta 

A Ordem de Jesus ganhou uma maior expressão após o Concílio de Trento (meados do 

século XVI) por destacar a importância do ensino como fator de combate ao desvio 

protestante. O reino de Portugal esteve próximo quer da génese da ordem jesuíta no 

século XVI
6
, quer do seu banimento em diversos países europeus no século XVIII

7
 

(Carvalho, 2008). 

Desenvolvendo gradualmente um conjunto de regras, o Ratio Studiorum, que, 

especialmente a partir do século XVII regia e uniformizava o ensino em todos os 

colégios, a Ordem vai aperfeiçoar toda uma nova técnica pedagógica que se procurava 

mais eficaz do que a de tradição medieval. Pelo menos nos colégios de maiores 

tradições, tal como na escola medieval, o professor jesuíta assume um lugar mais 

destacado, falando (ñlendoò) a partir do p¼lpito, mas tamb®m ñexplicandoò, ñrepetindoò 

ou ñdisputandoò, t®cnicas desenvolvidas nos col®gios. A imagem (Figura 2) retém 

apenas o púlpito no seu lugar mais elevado inserido numa sala decorada com azulejos 

barrocos representativos dos saberes escolares. 

 

                                                           
6 Os seus fundadores estudaram no Colégio de Santa Bárbara em Paris financiado por D. João III. 
7 A posição da Santa Sé sobre toda a ordem jesuíta foi pressionada pelo Marquês de Pombal. 
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Figura 2 ï Púlpito em aula do Colégio do Espírito Santo, Évora (foto dos autores) 

 

As inovações pedagógicas jesuítas incluem a explicitação de procedimentos didáticos 

adequados às matérias a ensinar. O professor de matemática, por exemplo, estava 

sujeito a um conjunto espec²fico de ñRegrasò: 

 

1. Autores, tempo, alunos de matemática. ð Aos alunos de física explique na aula 

durante 3/4 de hora os elementos de Euclides; depois de dois meses, quando os alunos já 

estiverem um pouco familiares com estas explicações, acrescente alguma cousa de 

Geografia, da Esfera
8
 ou de outros assuntos que eles gostam de ouvir, e isto 

simultaneamente com Euclides, no mesmo dia ou em dias alternados. 

2. Problema. - Todos os meses, ou pelo menos de dois em dois meses, na presença de um 

auditório de filósofos e teólogos, procure que um dos alunos resolva algum problema 

célebre de matemática; e, em seguida, se parecer bem, defenda a solução. 

3. Repetição. - Uma vez por mês, em geral num sábado, em vez da preleção repita-se 

publicamente os pontos principais explicados no mês. (Silva, sem data) 

 

Os colégios jesuítas vão ainda desenvolver outras técnicas pedagógicas inovadoras, por 

exemplo, as sabatinas, sessões realizadas aos sábados em que as matérias dadas durante 

a semana eram recapituladas em forma de discussão ou de repetição.  

 

A aula de primeiras letras no século XIX 

Os colégios jesuítas, bem como os de outras ordens religiosas, não se destinavam a dar a 

formação elementar do ler, escrever, contar e rezar. Para isso existiam os mestres de 

primeiras letras que vão perdurar até bem dentro do século XX. A iconografia do final 

do século XIX mostra-nos algumas representações deste tipo de ensino. 

Por exemplo, o livro de Ulysses Machado para o ensino primário (1914)
9
 a pretexto de 

problemas de aritmética representa um professor partilhando uma refeição com os seus 

alunos numa cena que mima um jantar tomado em família (Figura 3). 

 

                                                           
8 Isto é, cosmografia. 
9 Suspeitamos que a gravura se foi mantendo ao longo das inúmeras edições do livro desde o século XIX. Foi 

consultada a 5ª edição. 
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Figura 3 ï Ambiente familiar entre o professor e os alunos (Machado, 1914, p. 70) 

 

Os componentes da gravura são claros: os personagens, a mesa e os seus artefactos e a 

composição global da situação retratada. Não se trata agora de uma encenação, mas 

antes da representação de uma situação real que ilustre o contexto do problema. A 

interpretação iconológica diz-nos que a situação ecoa o híbrido escola-casa comum 

durante o século XIX (Silva, 2005) e dificilmente conseguimos imaginar como esta 

situação possa ter pontos de contacto com a realidade atual. Mas deveria ter algum 

sentido na época em que o livro começou a ser publicado (final do século XIX ou 

princípio do século XX) e para os alunos a quem se destinava. De facto, muitas destas 

ñescolasò serviam simultaneamente de habita­«o para o professor
10

 e seria natural que a 

prática escolar fosse igualmente uma prática quase familiar com o professor e com a 

família que com ele coabitava, situação perfeitamente enquadrada pela legislação. 

Segundo um aviso de 1809, 

 
os mestres, tanto regulares como seculares, poderiam continuar a dar lições em suas casas 

ou conventos, havendo nelas as ócomodidades necess§riasô. (Albuquerque, 1960, p. 27) 

 

A realidade seria, no entanto, bem mais complicada, como relata Francisco Santos 

Marrocos, que em 1799 é encarregado de elaborar um relatório sobre o estado das 

escolas primárias e secundárias. Referindo-se a alguns professores de escolas primárias, 

escreve, em tom indignado 

 
Estes mestres, como bufarinheiros em loja de quinquilharia, vendem aos discípulos papel, 

tintas, regras e pastas; fazem imposições mensais, contribuindo cada um para a água de 

beber, tendo mais preço sendo por um copo, varrer a escola, e o mais que omito. (citado 

em Albuquerque, 1960, p. 41) 

 

                                                           
10 Poder-se-ia igualmente afirmar a era a habitação do professor que constituía a escola. 
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As inovações da segunda metade do século XIX 

Se Ulysses Machado inclui aquela imagem de aula ñfamiliarò que talvez j§ estivesse 

desatualizada no princípio do século XX, Ricardo Carvalho, no que foi um dos livros de 

referência para a introdução do sistema métrico, incluiu imagens incorporando novas 

metodologias e tecnologias de ensino (Figura 4). 

Numa gravura rica de componentes, o primeiro sinal de modernidade é-nos dado pelo 

quadro negro que permitia disponibilizar os conteúdos a todos os alunos em simult©neo 

e em grande formato. O segundo, em fundo, ® o quadro sin·ptico sobre o sistema 

métrico elaborado pelo governo e de presença obrigatória nas salas de aula desde 1860 e 

que Ricardo Carvalho pretendia realçar. 

Note-se que o quadro ainda está a tentar encontrar o seu lugar no espaço escolar. A 

estrutura da aula não é frontal em relação ao quadro, a zona de trabalho dos alunos é 

uma mesa corrida com tinteiros embutidos e um banco para se sentarem. Para discutir o 

problema de aritmética no quadro, o professor e os alunos necessitam de deixar os seus 

lugares habituais e colocarem-se à volta do quadro. 

Mais tarde, passaria a ser natural que a imagem de uma aula mostrasse os discípulos 

sentados nas suas carteiras alinhadas em grelha retangular e olhando para o quadro 

colocado numa das paredes da sala e que o professor estivesse sentado num lugar 

especial, mais elevado e por detrás de uma secretária. 

 

 

Figura 4 ï A modernidade está expressa pelo quadro negro e pelo quadro sinóptico do sistema 

métrico à esquerda (Carvalho, 1912, p. 14) 

 

O livro de Ulysses Machado que referimos inclui na capa uma gravura com um quadro 

negro (Figura 5) e por isso o seu autor é também sensível a esta nova tecnologia. 
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Figura 5 ï Um aluno na capa do livro de Ulysses Machado (1914) 

 

Um outro dispositivo pedagógico muito utilizado nas aulas de primeiras letras é a lousa 

que se trata de um material barato, reutilizável, enquanto que o papel era mais caro e 

ficava inutilizado após o uso. Podemos encontrar as lousas em conjunto com cadernos 

escolares numa fotografia já do século XX em exibição numa parede do Museu Escolar 

do Concelho do Cartaxo (Figura 6). 

 

 

Figura 6 ï As lousas e os cadernos pousados nas carteiras11 

 

Ainda em 1938 o professor primário Dionísio das Dores Gonçalves descreve nos seus 

diários o uso constante da lousa em paralelo com o dos cadernos, embora defenda o uso 

da folha de papel para os exames. 

 

                                                           
11  Fonte: http://www.cm-cartaxo.pt/cartaxo/pracapublica/Equip/Museuescolar/ acedido em 2/4/2010. 
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Mandei-os depois para o lugar, e disse-lhes que desenhassem nas lousas o mapa de 

Portugal com as serras dos respetivos sistemas. À primeira vista, poderá esta lição parecer 

demasiado grande para crianças, mas não é. Obtém-se muito bons resultados desprezando 

tanto quanto possível o emprego de mapas e substituindo-os pelo desenho no quadro, nas 

lousas e depois no papel. (Gonçalves, 2005, p. 197). 

 

A longa transferência do uso da lousa para o do papel vai a pouco e pouco aprofundar a 

tecnologia do caderno escolar, incorporando cadernos mais especializados: os com 

folhas quadriculadas, os especiais para a caligrafia, música, etc. e a lousa vai deixar de 

poder competir com esta inovação. 

 

As aulas nos liceus do século XIX 

Haveria alguma flutuação no que se entendia ser os espaços de ensino dos primeiros 

liceus. Por exemplo, no liceu de Aveiro, o primeiro instalado em edifício construído 

expressamente para o efeito e inaugurado em 1860, observemos uma descrição da 

disposição do mobiliário: 

 
Nas aulas, os lugares para os alunos, formam em frente da cadeira do professor, um 

anfiteatro de cadeiras de braços em semicírculo. (Marques, 2003, p. 43) 

 

A aula teria assim um formato de anfiteatro de cadeiras de braços, com o professor no 

centro, resolvendo-se assim o problema da vigilância dos alunos e da comunicação entre 

estes e o professor. Não encontrámos nos livros de texto desta época gravuras 

representando este tipo de aula. 

Sobre a organização da aula, podemos ter uma ideia através do Regulamento para os 

Liceus Nacionais publicado em 1860 sob a direção de Fontes Pereira de Melo
12

. No seu 

capítulo IV, Das aulas, estabelece-se: 

 

Art. 26.º As aulas dos liceus são públicas. Haverá nelas lugares para os visitantes, 

inteiramente separados dos lugares dos alunos. 

 

A possibilidade de ñvisitantesò s· deixa de ser mencionada no final do s®culo XIX. A 

norma seria tacitamente válida para classes masculinas (as únicas que existiam), mas, 

quando se iniciaram escolas secundárias femininas de 1890 o seu Regulamento estipula 

no art. 14.Ü que as aulas j§ n«o s«o p¼blicas e apenas podem assistir ñpais, tutores ou 

pessoas a quem esteja confiada a instru­«oò. 

Diz ainda o Regulamento dos Liceus de 1860: 

 

Art. 27.º Os lugares dos alunos nas aulas serão dispostos de modo a que todos possam 

igualmente receber as lições dos professores e serem por estes vigiados. 

Art. 28.º Haverá em cada aula três lugares de distinção, que deverão ser ocupados pelos 

alunos que na semana anterior mais se tiverem distinguido no cumprimento dos seus 

deveres escolares. 

(...) 

                                                           
12 Diário de Lisboa, 133, 12/6/1860. 
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Artº 30.º Das duas horas que dura a aula os professores empregarão pelo menos uma em 

ouvir o maior número possível de alunos sobre a lição passada anteriormente, e o resto do 

tempo em dar as explicações que julgarem convenientes para a completa inteligência das 

doutrinas que forem objeto da lição dada naquele dia ou da que os alunos têm que estudar 

para o seguinte dia de aula. 

Art. 31.º Haverá em todas as aulas exercícios ou temas escritos, os quais serão analisados 

e emendados pelo professor, em voz alta e para toda a classe. 

 

Esta formulação será repetida em documentos legais posteriores e desaparece no final 

do século. 

No entanto, dificilmente podemos falar de um sistema de ensino secundário até 1895 

(Carvalho, 2008). As reformas avulsas e constantes, as parcas remunerações dos 

professores, a precariedade das instalações, são fatores que vão afastar os alunos dos 

liceus. Uma descrição de como se obteria então a formação necessária para aceder à 

Universidade pode ser encontrada num texto de Agostinho Campos (1870-1944), 

escritor, jornalista, pedagogo e político natural do Porto, que relata o seu percurso 

escolar 

 

Nessa altura [por volta de 1880], interrogavam-se e informavam-se uns aos outros os 

rapazes. Quem é bom para Álgebra e Desenho? O Teófilo de Faria, na rua do Sol. Para 

Inglês e Introdução às Ciências? O Carlos Chambers e o Bento Carqueja, no colégio da 

Glória, de Cedofeita. Para História e Geografia? O Muffler, no curso de Júlio Moreira, 

rua de Passos Manuel. Para Legislação? O Alves da Veiga, em Santa Catarina. E , assim 

sucessivamente. (Adamopoulos e Vasconcelos, 2009, p. 24) 

 

A maioria dos alunos não frequentava os liceus, onde a formação era de qualidade 

inferior. Após obterem a formação necessária em aulas avulsas de professores, 

limitavam-se a ir fazer os exames nos liceus que no resto do ano escolar se encontravam 

quase desertos. Dificilmente se poderia constituir uma tradição escolar liceal com estes 

fundamentos. 

 

A organização da sala em grelha, centrada no professor 

No final do século XIX as salas de aula eram projetadas com organização em fileiras, 

como podemos ver na Figura 7, que representa o projeto de uma escola de instrução 

primária em Lisboa. 
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Figura 7 ï Projeto de uma escola para a instrução primária
13

 

 

Uma concretização do projeto anterior pode ser observada na foto de uma aula do 

Colégio Nacional de Lisboa, anterior a 1911 (Figura 8) onde podemos identificar os 

componentes: o mobiliário especializado (carteiras, estrado, secretária do professor, 

quadro negro, mapas, caixa métrica). A organização da sala está centrada na professora 

(os professores no ensino primário já são uma minoria) e no quadro. A fotografia 

incluída num postal de publicidade do Colégio, e portanto produzida com intenções 

propagandistas (de novo uma encenação) mostra a professora a ditar um texto que um 

aluno escreve no quadro e os outros copiam nos cadernos. 

 

 

Figura 8 ï Aula de instrução primária (1º grau)
14

 

 

Este tipo de organização é já dominante e vamos também encontrá-lo na formação de 

professores como podemos observar numa fotografia da escola de formação de 

                                                           
13 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=a+tabuada, acedido em 1/10/2018). 
14 https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=a+tabuada, acedido em 1/10/2018. 
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professores primários de Lisboa
15

. Na sala de aula, organizada em filas de carteiras, 

vemos uma turma, constituída principalmente por mulheres ð os homens estão no 

fundo da salað com um uniforme constituído por uma bata branca (Figura 9). 

 

 

Figura 9 ï Uma aula de formação de professores no magistério primário (sem data)
16

 

 

A refundação dos liceus em 1895 

Será a partir de 1895, com a reforma de Jaime Moniz que a estrutura secundária pública 

e laica idealizada desde Passos Manuel se vai tornar realidade estabelecendo um 

subsistema de ensino secundário entre o ensino primário e o universitário (Magalhães, 

2010). Terminando com a possibilidade de se realizarem exames a disciplinas avulsas, e 

adoptando o sistema de classes vão-se poder constituir turmas de alunos com a mesma 

idade que, com maior ou menor variação, vão percorrer os diversos anos de 

escolaridade. O ensino nos liceus ganha assim uma maior estabilidade e previsibilidade. 

Pouco depois, a inauguração de novos edifícios destinados a liceus iniciada com o Liceu 

Camões em Lisboa em 1909 e continuada durante a segunda década do século XX 

consolida uma arquitetura de referência (Marques, 2003) e portanto sustenta a 

constru­«o de um imagin§rio cultural do que ® ño liceuò que at® ent«o era muito difuso. 

No que nos interessa, a estrutura da sala integra o quadro negro, as carteiras, o estrado e 

a secretária e o professor assume um papel central (Figura 10)
17

. 

   

Figura 10 ï Salas de aula dos novos liceus. À esquerda Liceu Camões, 1910/11 (Adamopoulos e 

Vasconcelos, 2009, p. 75). À direita  Liceu Pedro Nunes (Monteiro, 2018) 

                                                           
15 A denominação correta da escola pode ser Escola Normal Primária (1919-1930) ou Escola do Magistério Primário 

de Lisboa (1930-1988), dependendo da data em que foi tirada a fotografia. 
16 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=a+tabuada, acedido em 1/10/2018. 
17 Integra também muito outros equipamentos escolares para uso em aulas que não de matemática, bem como muitos 

outros detalhes arquitetónicos (Marques, 2003). 
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Longe vai a aula-anfiteatro dos primeiros liceus de meados do século XIX e deixou de 

ser preciso legislar sobre a import©ncia de todos os alunos ñpoderem igualmente receber 

as li­»esò como aparecem nos documentos oficiais de quase todo o s®culo XIX, pois a 

concepção de aula passou a assumir naturalmente o lugar central, e normalmente mais 

elevado, do professor com a sua secretária assente num estrado e as carteiras destinadas 

aos alunos.  

Esta estruturação da aula vai predominar até aos anos 60 e arriscávamos dizer, que em 

algumas escolas permanece até aos dias de hoje. Talvez a representação mais 

esquemática deste tipo de aula que encontrámos seja a da Figura 11 do final dos anos 

1930. 

 

 

Figura 11 ï Capa do Caderno de problemas de aritmética, 4ª classe, finais dos anos 1930 

 

Aqui os elementos são reduzidos ao essencial: carteiras, estrado, secretária, livros e 

cadernos, mapas e um quadro negro. O professor não está na sua posição central e 

passeia pela sala. Trata-se de um livro de problemas e os editores optaram por 

representar uma tecnologia didática específica, os alunos a realizar um exercício escrito 

com o professor a vigiar. 

 

As aulas do ensino profissional 

Será no ensino comercial e industrial que as necessidades de formação vão ditar a 

introdução de estruturas de aula muito diferentes no final do século XIX. No ensino 

comercial, que tem como finalidade formar negociantes de pequeno ou grosso trato, 

bem como guarda-livros e empregados superiores de contabilidade, a formação destes 

profissionais incluía a aprendizagem de escrituração, contabilidade comercial geral e 

contabilidade financeira. No final do século XIX começam a existir escolas particulares 

que apresentam métodos inovadores de formação, que designaríamos hoje de formação 

em contexto (Rodrigues, 2014; Rodrigues e Matos, 2017). Nestas escolas coexistem 

espaços de ensino mais teórico, mas também espaços para a aprendizagem prática dos 

conteúdos técnicos necessários para o exercício da profissão, como podemos verificar 
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na Figura 12, onde observamos uma simulação de um espaço comercial em pleno 

funcionamento. 

 

   

Figura 12 ï Escola Prática de Comércio de Lisboa. À esquerda uma sala de aula com estrutura 

usual (séc. XX), à direita uma sala de aula para uma aprendizagem em contexto de prática 

(1914)
18

 

 

São fotografias encenadas, destinadas a material de propaganda da Escola. À esquerda 

uma aula ñtradicionalò com os componentes usuais e os personagens na sua posição 

habitual, contrastando com a aula da direita, simulação cuidada de um local de trabalho 

colocando os alunos a experimentar vários tipos de práticas. 

 

Outras aulas de Matemática 

Nem todas as salas de aula tinham a estrutura em grelha de carteiras. Desde o início do 

século XX, que o que se costuma designar de movimento da Escola Nova veio a ganhar 

força em Portugal, em especial após a implantação da República. Colocando o aluno no 

centro da educação, propunha a adoção de metodologias intuitivas e de descoberta, 

próximas da realidade das crianças, a manipulação de materiais e o respeito pelo seu 

desenvolvimento psicológico. Este movimento vai ter especial incidência nas escolas de 

formação de professores (Pintassilgo, Mogarro e Henriques, 2010) e em algumas 

escolas primárias particulares, por exemplo nos Jardins-Escola João de Deus. 

Estes, fundados em Coimbra em 1911 por João de Deus Ramos, pretenderam utilizar o 

método criado pelo poeta e pedagogo português João de Deus (1830-1896), seu pai. No 

que diz respeito à matemática, desde cedo se optou pela utilização de materiais 

manipuláveis de Maria Montessori e de Friedrich W. Fröebel que requeriam uma 

organização da aula em grupos de trabalho dispostos em torno de mesas (Figura 13). 

 

                                                           
18 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=escola+prática+de+comércio+de+lisboa, acedido em 

1/10/2018. 
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Figura 13 ï À esquerda, crianças no salão a jogar com os Dons de Fröebel, 1938. À direita, 

trabalhando com material manipulável, anos 1930 (Acervo Iconográfico do Museu João de 

Deus, recolhido por Joseane Arruda) 

 

Estas fotografias não foram encontradas em materiais publicitários e por isso, desta vez, 

é provável não sejam encenadas e representem aulas reais. Os componentes incluem as 

mesas de trabalho, os bancos e os materiais em que os alunos trabalham. O trabalho 

escolar é realizado em volta de uma mesa com as crianças a explorarem o material. O 

papel das professoras é o de apoiarem o jogo dos alunos. 

Estas abordagens didáticas inovadoras não se limitaram ao ensino primário e tiveram 

grande expressão, pelo menos ao nível do discurso, nas instituições de formação de 

professores do ensino liceal desde as Escolas Normais Superiores em 1915 (Matos, 

2014). 

Num levantamento dos relatórios obrigatórios que professores agregados (isto é, não 

efetivos) enviavam anualmente para o Ministério da Educação (Matos e Fischer, 2010), 

encontramos refer°ncias constantes ao ñm®todo heur²sticoò. Por exemplo, Joaquim 

Preguiça que elabora o relatório sobre o seu trabalho no Liceu de Passos Manuel em 

1960, descreve assim as suas aulas do 1º ano do 1º ciclo: 

 

O método de ensino utilizado foi, sempre que possível, um método ativo experimental, 

em que se procurou que as crianças aprendessem por meio de experiências realizadas na 

aula. 

A aula tomou, muitas vezes, o aspeto dum laboratório em que as crianças realizaram 

desenhos, recortes, construções, medições e pesagens e iam aprendendo assim as 

primeiras noções matemáticas por recurso à intuição e aos objetos materiais (modelos 

matemáticos). 

No estudo da geometria (experimental) utilizavam-se modelos matemáticos,ð 

dispositivos ou objetos materiais capazes de traduzir ou de sugerir ideias matemáticas 

construídos pelos próprios alunos. (Preguiça, p. 89) 

 

E Maria Eduarda Sousa descreve assim o seu trabalho no Liceu de Faro no ano letivo de 

1959/60: 

 

Como norma, fiz sempre seguir cada definição, cada regra, cada teoria, de numerosos 

exemplos exercícios, para que melhor pudessem ser precisados e focados os 

conhecimentos que os alunos iam adquirindo. 
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Nas turmas do 2º ciclo [dos liceus], esforcei-me por usar, de preferência, quando possível, 

o método heurístico, na medida em que ele pode ser aplicado a turmas de quarenta e tal 

alunos. (Sousa, p. 89) 

 

Já quanto ao 3º ciclo, atuais 10º e 11º anos, a sua perspetiva é outra: 

 

Nas turmas do 3º ciclo, onde ensinei Matemática no 6º ano e Desenho no 7º, adotei 

métodos diferentes consoante a disciplina em questão. Assim, em Matemática, as aulas 

tiveram por base o método expositivo, único compatível não só com o número de alunos 

da turma [sabemos que eram mais de 40] mas muito especialmente com a extensão do 

programa. Além disso, creio que o rigor lógico a que o raciocínio dedutivo obriga, é 

altamente profícuo quando se pretende levar o aluno a ter uma visão mais elevada de 

problemas já conhecidos, o que acontecia em grande parte do programa desta disciplina. 

(Sousa, p. 90) 

 

Esta visão contrasta com as dos programas oficiais para o ensino secundário de 1931 e 

que se vai manter até 1947 e que valoriza a memorização e repetição: 

 

A resolução de numerosos exercícios do cálculo mental e escrito constitui por isso a base 

deste ensino, ð exercícios resolvidos na aula debaixo da direção do professor, servindo 

de preparação e apresentação do assunto a estudar e exercícios feitos em casa 

rememorando o trabalho da aula e que o aluno apresentará no seu caderno, submetendo-

os às correções e anotações do professor. (Decreto n°20.369, 1931, p. 2187) 

 

Deveremos esperar pela experiência da Matemática Moderna no princípio dos anos 

1960 para ver surgir no ensino secundário experiências com tipos diferentes de aula 

influenciadas pelo movimento da Escola Nova do princípio do século. Esta reforma é 

abordada com pompa e circunstância numa série de quatro artigos do Diário Popular e 

no de 8 de Março de 1963 anuncia-se, como fator de modernidade, que as carteiras 

foram substituídas por mesas de trabalho permitindo agora um trabalho em equipa e de 

laboratório. A notícia é acompanhada de uma fotografia de uma aula que 

presumivelmente terá sido obtida numa das turmas da experiência do Liceu de Pedro 

Nunes (Figura 14). 

 

 

Figura 14 ï Fotogravura do Diário Popular de 8/3/1963 (p. 13) 
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Sabemos também, através de relatos de estagiários que acompanharam estas 

experiências, que o estrado onde estava a secretária do professor teria sido igualmente 

removido (Serrote, 1966). 

Outras formas de organização foram adotadas nesta época. Por exemplo, na Sala de 

Matemática do Liceu de D. Manuel II, no Porto, a organização em pequenos grupos 

facilitava a utilização dos vários materiais didáticos (Figura 15). 

 

 

Figura 15 ï Alunos a trabalhar na Sala de Matemática do Liceu D. Manuel II (Arquivo pessoal 

de António Augusto Lopes) 

 

Nos anos seguintes, especialmente a partir das inovações pedagógicas introduzidas a 

partir de 1968 com o Ciclo Preparat·rio do Ensino Secund§rio, esta ñdesconstru­«oò da 

aula vai-se aprofundar. A Figura 16 mostra uma aula na Escola Preparatória Eugénio 

dos Santos em que alunos do 1º ano trabalham em grupo sobre o tema sistemas de 

numeração. 

 

 

Figura 16 ï A estagiária Natália Vaz apoia um grupo de alunos resolvendo uma tarefa 

relacionada com sistemas de numeração em 1972 (Vaz, 1972, p. 100) 
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Mais tarde encontramos uma outra imagem de uma aula de tipo diferente (Figura 17) 

que aparece, entre muitas outras, no livro A matemática e eu, 2ª fase, 1º ano de 

Belarmina Lopes e Maria Jorge Costa aparentemente apostado em estimular o uso de 

metodologias ativas e que foi publicado no ano de 1976 quando tudo parecia possível. 

 

 

Figura 17 ï Outras formas de trabalho em aula (Lopes e Costa, 1976, p. 11) 

 

Considerações finais 

A análise iconográfica das representações encontradas em livros de texto, fotografias ou 

gravuras, interligadas com o contexto social, económico e cultural da época, encontrado 

em registos de professores, alunos e na legislação permitiram-nos identificar práticas da 

matemática na aula (no sentido de Julia, 1995) enquadradas entre o período medieval e 

meados do século XX. Através deste retrato iconográfico foi possível reconhecer uma 

evolução das relações estabelecidas entre professores e alunos, dos materiais utilizados 

e da organização do espaço da aula, que, ao longo dos séculos, foi perdendo a rigidez 

formal da organização espacial (Figura 1). As novas dinâmicas de aprendizagem surgem 

com novas formas de explorar materiais e organizar o espaço, tais como aulas de caráter 

prático para a formação profissional (Figura 12), a utilização de materiais manipuláveis 

(Figura 13) ou organização dos alunos em pequenos grupos (Figura 15 e Figura 16). 

Muitas das práticas de ensino que encontramos representadas ao longo dos tempos 

coexistiram entre si e perduram até ao presente. 

A análise iconográfica interligando os componentes de cada imagem com outros 

estudos e a sua interpretação iconológica que permitiu o estabelecimento de relações 

com o nosso conhecimento sobre o período histórico, permitiram dar um sentido mais 

global a cada artefato que aqui comentámos. 

Esperamos ter trazido o leitor para uma visão da história (em particular da da Educação 

Matemática) como uma busca de permanências e mudanças que nos permita refletir 

sobre o presente. O aluno, o professor e o conteúdo enquanto categorias abstratas são 

permanentes, mas tudo o resto muda: as relações que se estabelecem na aula, o 

valorizado e o reprimido, os artefactos e o seu significado. Mas muda, para além de tudo 

a identidade social e cultural concreta dos alunos, dos professores (repare-se de novo 

nas imagens de alunos e de professores) e da própria matemática (que incorporou 

diferentes visões do que é conhecimento matemático legítimo e desejável eliminando 

simultaneamente outras dimensões).  
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Resumen: Se presenta un análisis del tratamiento matemático dado a los métodos de 

cálculo del perímetro de la circunferencia y el área del círculo en los libros de texto 

sobre geometría elemental y práctica publicados en España durante el siglo XVIII. 

Asimismo, se identifican las estrategias didácticas utilizadas por los autores de los libros 

de texto para enseñarlos. Los textos seleccionados para su análisis fueron los escritos 

por Manuel Hijosa, Juan Justo García, Xavier Ignacio de Echeverría, Francisco Verdejo, 

Gonzalo Antonio Serrano y Benito Bails. Se identificaron los diferentes métodos de 

cálculo y se categorizaron las estrategias didácticas incluidas en los textos. Entre los 
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resultados obtenidos, destaca que los autores coinciden en incluir el mismo método para 

calcular la longitud de la circunferencia, mientras que podemos encontrar diversos 

métodos para calcular el área de un círculo, según sean libros de texto sobre geometría 

elemental o bien sobre geometría práctica o agrimensura.  

Palabras clave: Historia de la Educación matemática; Siglo XVIII; Libros de texto; 

Estrategias didácticas; Geometría. 

 

Introducción 

Desde finales del siglo XVIII, el libro de texto se ha establecido como principal fuente 

de información y apoyo en las instituciones escolares, tanto para profesores como para 

alumnos (Gómez, 2011). En ese sentido, los libros de texto constituyen espacios de 

memoria en los que se refleja la cultura escolar, los valores e ideologías, así como las 

estrategias didácticas empleadas por los docentes de una determinada época (Escolano, 

2009). Por ello, las investigaciones centradas en libros de texto nos muestran diferentes 

aspectos como la evolución de los conceptos y contenidos matemáticos a lo largo del 

tiempo, la implementación de su enseñanza en el sistema educativo vigente o la 

influencia del contexto social, cultural y político en esta (Maz-Machado & Rico, 2015). 

Los estudios dentro del área de la didáctica de la matemática que tienen como objeto de 

investigación el libro de texto son numerosos y se han enfocado desde muy diversas 

perspectivas, por ejemplo se han realizado trabajos que presentan instrumentos de 

análisis y valoración de manuales escolares de matemáticas (Monterrubio & Ortega, 

2011) o que identifican distintas tendencias didácticas en los libros de texto (Azcárate & 

Serradó, 2006). 

También las investigaciones en historia de las matemáticas y la educación matemática 

encuentran en diversas ocasiones en los libros de texto su fuente de análisis. Así el 

interés de los investigadores en este campo por analizar los libros de texto ha generado 

numerosos trabajos a nivel internacional como el de Schubring (1988) en el que se 

analizan manuales de matemáticas alemanes y franceses para determinar el tratamiento 

que se le daba a los números negativos en la primera mitad el siglo XIX, el de Frejd 

(2013) en el que se estudia y compara libros antiguos de álgebra publicados en Suecia 

entre 1794 y 1836 o el de d'Enfert (2014) en el que se realiza un análisis de los libros de 

texto de matemáticas publicados en Francia durante los siglos XIX y XX. 

En España se han realizado investigaciones centradas tanto en la evolución de distintos 

contenidos matemáticos por ejemplo el límite de una función (Sierra, González y López, 

1999) o las soluciones negativas de un problema geométrico presentes en los libros de 

texto de geometría analítica (Sánchez & González, 2017), como en distintas 

perspectivas del tratamiento didáctico dado a un concepto o contenido matemático 

(Madrid, Maz-Machado, León-Mantero & López, 2017; Maz, López & Sierra, 2013; 

Maz & Rico, 2009) o en la identificación de estrategias de actividad didáctica en los 

libros de texto (Maz-Machado & Rico, 2015). 

El siglo XVIII español se puede dividir en dos periodos claramente diferenciados: el 

periodo anterior a la expulsión de los jesuitas de España en 1767 y el periodo ilustrado 

posterior. El primer periodo se caracteriza por el predominio de instituciones 

académicas religiosas encargadas de la enseñanza de las clases nobles y el esfuerzo de 

la dinastía de los Borbones, nuevos monarcas del reino español, por fomentar la 

creación de academias e instituciones científicas que superaran el atraso académico e 

intelectual que se vivía hasta el momento (Maz, 2005). 
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La expulsión de los jesuitas en 1767 permitió que surgieran instituciones científicas 

civiles o militares como el Real Seminario de Nobles, las Academias de Bellas Artes o 

la Academia de Guardias Marinas. Se crearon cátedras de matemáticas y de física 

experimental, observatorios astronómicos y bibliotecas universitarias, gracias a los 

libros procedentes de las bibliotecas de los jesuitas. Se establecieron, asimismo, 

colaboraciones y expediciones científicas internacionales, que dieron importantes frutos 

en años posteriores, como fue la instauración del sistema métrico decimal (Gómez, 

2011).  

Todos estos acontecimientos dieron como resultado la necesidad de encontrar 

profesores laicos que sustituyeran a los religiosos, que dominaran los avances realizados 

en el campo de las matemáticas para así poder garantizar la continuidad del desarrollo 

científico. Para ello, se escribieron y publicaron grandes tratados sobre matemáticas, en 

particular sobre geometría elemental y práctica, trigonometría rectilínea y esférica o 

cartografía, destinados, la mayoría de ellos, a usarse en las instituciones científicas 

recién creadas y con el objetivo de instruir a los futuros peritos, marinos e ingenieros. 

Estos hechos convierten al siglo XVIII español en un periodo de cambios en el 

panorama científico, lo que ha favorecido que diversos autores hayan enfocado sus 

investigaciones al estudio de distintos manuales de matemáticas publicados en este 

siglo, por ejemplo el trabajo de Blanco (2013) sobre la enseñanza del cálculo en el siglo 

XVIII comparando la obra Pedro Padilla y Arcos con la de Étiene Bézout. 

Teniendo esto en cuenta la finalidad de este trabajo es analizar el tratamiento 

matemático dado al cálculo de la longitud de la circunferencia y el área del círculo en 

seis libros de texto de geometría elemental o agrimensura (geometría práctica) 

publicados en España durante el siglo XVIII e identificar las estrategias didácticas 

utilizadas por los autores de estos libros de texto de geometría elemental o agrimensura 

para hacer llegar estos contenidos matemáticos a sus lectores. 

En definitiva, en este trabajo se ha puesto el foco de interés en aspectos relacionados 

con el estudio de la circunferencia y del círculo, considerando entre otras razones que 

las distintas perspectivas que se muestran desde la historia de las matemáticas y la 

educación matemática pueden favorecer la enseñanza de estos contenidos, como plantea 

(González, 2004) poniendo como ejemplos de interés problemas geométricos clásicos 

como la cuadratura del círculo. Y a su vez se muestra en experiencias como la de 

Papadopoulos (2014) que presenta el uso del método exhaustivo de Arquímedes para 

calcular el n¼mero ˊ con alumnos de primaria o en ideas como la de Maza (1998) que 

presenta los procedimientos de aproximaciones a partir de la aproximación histórica al 

cálculo del área del círculo. 

  

Metodología 

Se trata de un trabajo de tipo descriptivo y ex post facto, enmarcado en el enfoque de 

investigación de tipo histórico (Fox, 1981), que utiliza el método del análisis de 

contenido para revelar la estructura conceptual y las estrategias didácticas que los 

autores de libros de texto de geometría del siglo XVIII incorporaron a sus obras. Esta 

técnica ha sido ampliamente utilizada en investigaciones anteriores como las de Maz-

Machado y Rico (2015), Madrid et al. (2017) o León-Mantero, Maz-Machado, Madrid y 

Jiménez-Fanjul (2018). 

En la selección de fuentes documentales, fueron tomados los siguientes criterios: que 

los libros de texto incluyeran contenidos de geometría elemental o agrimensura; que la 
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primera edición de los libros de texto hubiera sido publicada durante el siglo XVIII; y 

que estuvieran escritos en castellano. 

La búsqueda y localización de los libros de texto se realizó a través del Fondo Histórico 

de la Universidad de Córdoba, la Biblioteca OCD de Andalucía, la Biblioteca de la 

Universidad Complutense de Madrid, la Biblioteca de la Universidad Politécnica de 

Madrid, la Biblioteca Digital Hispánica de la Biblioteca Nacional de España y el 

repositorio digital de Google Books. 

Finalmente considerando a su vez  la disponibilidad se localizaron 6 libros de texto, 

estos libros se clasificaron en dos categorías según incluyeran contenidos de geometría 

elemental o contenidos de geometría práctica o agrimensura. La tabla 1 recoge la 

clasificación de los libros de texto seleccionados y analizados, a saber:  

¶ Gonzalo Antonio Serrano (1736). Geometría Selecta Theorica, y Practica. 

Córdoba: Imprenta del autor. 

¶ Xavier Ignacio de Echeverría (1758). Geometría práctica, necessaria a los 

peritos agrimensores y su examen. San Sebastián: Oficina de Lorenzo Joseph 

Riesgo. 

¶ Juan Justo García (1782). Elementos de aritmética, álgebra y geometría. Madrid: 

D. Joachin Ibarra. 

¶ Benito Bails (1788). Principios de Matematica de la Real Academia de San 

Fernando. Segunda edición. Madrid: Imprenta de la viuda de Ibarra. 

¶ Manuel Hijosa (1791). Compendio de la Geometría práctica con un breve 

tratado para medir terrenos, dividirlos y levantar planos arreglados a ellos. 

Segunda edición. Madrid: Imprenta Real. 

¶ Francisco Verdejo (1794). Compendio de Matemáticas puras y mixtas para 

instruccion de la juventud. Madrid: Imprenta de la viuda de Ibarra. 

 

 
Tabla 1 ï Clasificación libros de texto 

Libro de texto Geometría 

elemental 

Agrimensura 

Geometría Selecta Theorica, y Practica X  

Geometría práctica, necessaria a los peritos 

agrimensores y su examen 
 X 

Elementos de aritmética, álgebra y geometría X X 

Principios de Matematica de la Real Academia 

de San Fernando 
X X 

Compendio de la Geometría práctica con un 

breve tratado para medir terrenos, dividirlos y 

levantar planos arreglados a ellos 

 X 

Compendio de Matemáticas puras y mixtas para 

instruccion de la juventud 
X X 

 

Para su análisis seguimos las recomendaciones incluidas en Maz (2009) y para ello, 

fueron seleccionadas las siguientes unidades de análisis: 
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¶ La introducción y el prólogo, en los que los autores señalan a quienes estaban 

dirigidas, el propósito de las obras y, la justificación y secuenciación de los 

contenidos incluidos. 

¶ Las definiciones, los ejercicios, los ejemplos, los problemas y las actividades que 

se incluyen en cada obra. Asimismo, el propio planteamiento de cada obra. 

¶ Las notas incluidas tras cada uno de los bloques de contenido, que incluyen 

sugerencias y propuestas metodológicas, así como materiales manipulativos 

recomendados, para que el alumno optimice su trabajo y alcance los 

conocimientos requeridos en el correspondiente nivel educativo. 

¶ Los anexos, en los que se incluyen láminas con representaciones gráficas, que 

sirven de apoyo a las explicaciones y demostraciones de proposiciones y 

problemas resueltos. 

 

Tras la selección de los libros de texto y las unidades de análisis, se leyeron y analizaron 

todas las definiciones, proposiciones y problemas que aparecen en los libros y se 

categorizaron mediante una triangulación de expertos en historia de la educación 

matemática.  

Así mismo, para analizar las estrategias didácticas halladas en los libros de texto, se ha 

considerado si los siguientes campos basados y adaptados de Maz-Machado y Rico 

(2015) y León-Mantero et al. (2018) están presentes en los libros de texto: 

¶ Objetivo y utilidad : los autores indican el público al que dirigida la obra y los 

objetivos generales de esta. 

¶ Justificación y secuenciación de los contenidos incluidos: los autores justifican 

la inclusión y la secuenciación de los contenidos que incluyen, sean estos 

originales o no. 

¶ Sugerencias y propuestas metodológicas: los autores incluyen sugerencias y 

propuestas de tipo metodológico. 

¶ Recomendaciones sobre materiales o herramientas: los autores realizan 

recomendaciones sobre materiales o herramientas. 

¶ Representaciones gráficas: los autores incluyen representaciones gráficas de 

apoyo a las explicaciones de problemas y casos prácticos y demostraciones de 

proposiciones. 

¶ Estructura y precisión en la presentación de los contenidos: los autores 

presentan los contenidos desde el punto de vista matemático, es decir, si su 

lenguaje es formal, ceñido a definiciones, axiomas, postulados, teoremas, 

problemas, demostraciones, corolarios y notas. 

¶ Aplicaciones a la práctica: los autores incluyen aplicaciones a la práctica. 

 

Resultados 

 Métodos de cálculo del área del círculo y longitud de la circunferencia 

Antes de señalar los resultados obtenidos en este trabajo, es adecuado advertir que se ha 

respetado tanto la ortografía como la gramática original usada en los libros de texto 

analizados.  

En los tratados de geometría elemental, no así en los de agrimensura, destaca la 

asunci·n del c²rculo como el ñpoligono infinit§ngulo [é], que podemos imaginar 

dividido en infinitos triángulos con radios tirados á todos sus puntos, que serán las bases 
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y lados infinitamente peque¶os del poligonoò (Garc²a, 1782, p. 285). As², ñlos lados de 

los polígonos, que pueden considerarse como cuerdas de los círculos circunscritos, se 

confundirán por su infinita pequeñez con los mismos arcos que subtenden, y el 

perímetro del polígono no se distinguirá de la circunferencia del círculo, ni los radios 

rectos y oblicuos se distinguir§n de los radios del c²rculo.ò (Bails, 1788, p. 268). 

 

 

Figura 1 ï El círculo como polígono de infinitos lados (García, 1782, lámina II) 

 

De lo anterior se deduce que ñas² quanto queda dicho de los pol²gonos [é] § cerca de la 

medida de sus superficies, comparacion de estas y de los perímetros, se podrá aplicar a 

los círculosò (Verdejo, 1794, p. 206). Y, como ñlos per²metros de los pol²gonos 

regulares tienen unos con otros la misma razón que sus lados homólogos, sus 

diagonales, sus radios [é]ò (Bails, 1788, p. 268), entonces, ñLas circunferencias de los 

círculos son proporcionales á los radios, á los diámetros, á las cuerdas semejantes, y á 

los arcos semejantes.ò (Bails, 1788, p. 268). Por tanto, para conocer la longitud de una 

circunferencia a partir del di§metro ñseria necesario saber § punto fixo la razon del 

diámetro á la circunferencia; cuya razon hasta ahora no se ha podido sacar cabal, bien 

que se han sacado de ella valores tan aproximados, que en la práctica pueden servir sin 

rezelo de error substancial; pues aun quando en lugar de esta razon aproximada se usara 

la razon cabal, no por eso saldr²an mas seguras las operaciones pr§cticasò (Bails, 1788, 

p. 269). 

Todos los autores consultados coinciden en que ñla proporcion del diametro § la 

circunferencia tripla, fexquiseptima, que es decir, est§n como 7. con 22. [é] Sabido, 

pues, el diametro de un circulo, se sabr§ su circunferencia por la Regla de tres [é] 

Tambien saliera lo mismo, multiplicando el diametro por 3  que es la denominacion de 

la proporcionò (Echeverr²a, 1758, p. 53). 

En la notación seguida en los libros del siglo XVIII, lo anterior se traduce en la 

siguiente proporción: 

 

ÄÉÜÍÅÔÒÏȡÌÏÎÇÉÔÕÄ ÄÅ ÌÁ ÃÉÒÃÕÎÆÅÒÅÎÃÉÁḋχȡςς 
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En nuestra notación actual escribimos: 

 

ÄÉÜÍÅÔÒÏ

ÌÏÎÇÉÔÕÄ ÄÅ ÌÁ ÃÉÒÃÕÎÆÅÒÅÎÃÉÁ

χ

ςς
 

 

Serrano (1736) indica que con este método obtenemos un valor de la longitud 

aproximado ñalgo mayor que la verdaderaò (p. 52). Verdejo (1794) matiza a¼n m§s, y 

se¶ala que ñLa razon en que se hallan el di§metro y la circunferencia de un c²rculo se 

ignora á pesar de los grandes esfuerzos que Geómetras de primera clase han hecho para 

hallarla, bien que las tenemos tan aproximadas que la diferencia entre ellas y la 

verdadera, se mira como nula, respecto de su inmensa peque¶ez.ò (p. 207). 

Garc²a (1782) va un paso m§s all§ e indica que en la raz·n dada por Arqu²medes, ñsale 

un solo pie de menos en un c²rculo de 800 piesò (p. 285), en la de Mezio, ñda un pie de 

falta en una circunferencia de 1000000ò (p. 286) y que en ese momento se conoc²a ya la 

raz·n ñ1:3,1415926535897932 &c. hasta ciento veinte y siete notas decimales.ò (p. 

286). 

Con respecto al cálculo del área del círculo, encontramos tres métodos diferentes:  

¶ Método 1. García (1782) y Bails (1788) coinciden en señalar que la superficie del 

c²rculo corresponde al ñproducto del radio por la mitad de la circunferencia, · de 

esta por la mitad del radio (García, 1782, p. 280). Se puede comprobar fácilmente 

que se trata de una fórmula equivalente a la usada actualmente: 

 

ÒÁÄÉÏϽ
ÌÏÎÇÉÔÕÄ ÃÉÒÃÕÎÆÅÒÅÎÃÉÁ

ς

ÒÁÄÉÏϽςϽ“ ὶὥὨὭέ

ς
“ϽÒÁÄÉÏ 

 

Echeverría (1758) elige una variante de este m®todo en el que usa el di§metro, ñSe 

multiplicará el diametro por la circunferencia y del producto tomese la quarta parte y 

ser§ la Area del Circulo propuestoò (p. 55). 

¶ Método 2. Hijosa (1791), Echeverría (1758) y Serrano (1736) señalan que el área 

del c²rculo ñSe mide multiplicando el di§metro por s² mismo: el producto se 

multiplica por 11, y lo que sale de esta multiplicación se parte entre 14, y el 

cociente da la areaò (Hijosa, 1791, p. 140). Al igual que el primer m®todo, se 

trata de una fórmula equivalente a la que usamos actualmente: 

 

ÄÉÜÍÅÔÒÏϽ
ρρ

ρτ
τϽÒÁÄÉÏϽ

ρρ

ρτ

ςς

χ
ϽÒÁÄÉÏ “ϽÒÁÄÉÏ 

 

¶ M®todo 3. Por ¼ltimo, Serrano (1736) indica que ñSeg¼n Archimedes, como 88. ¨ 

7. Asi el quadrado de la circunferencia de qualquier circulo, al Area; Luego, 

multiplicando el quadrado de la circunferencia, por 7. y el producto partido por 

los 88. al quociente saldr¨ el Area que se pideò (p. 53). Es decir, 
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ψψ

χ

ÌÏÎÇÉÔÕÄ  ÃÉÒÃÕÎÆÅÒÅÎÃÉÁ

ÜÒÅÁ ÄÅÌ ÃþÒÃÕÌÏ
 P

ᴾÜÒÅÁ ÄÅÌ ÃþÒÃÕÌÏ ÌÏÎÇÉÔÕÄ  ÃÉÒÃÕÎÆÅÒÅÎÃÉÁϽ
χ

ψψ
 P

ᴾÜÒÅÁ ÄÅÌ ÃþÒÃÕÌÏτϽÒÁÄÉÏ“ Ͻ
χ

ψψ

ςψ

ψψ
ϽÒÁÄÉÏ“  

χ

ςς
ϽÒÁÄÉÏ“ “ϽÒÁÄÉÏ 

 

3.2. Estrategias didácticas 

Teniendo en cuenta las categorías consideradas, en las obras analizadas es posible 

observar las distintas estrategias didácticas que se presentan a continuación. 

3.2.1. Objetivo y utilidad  

Podemos encontrar tres tipos de beneficiarios de estos libros de texto: profesionales y 

aspirantes, escolares y estudiantes universitarios. 

Por ejemplo, el libro de texto de Echeverría (1758) se publica con el objetivo de ayudar 

a los aspirantes a perito agrimensor a preparar el examen de acceso al título. El autor 

señala en el prólogo que se decidió a escribir este libro de texto para ahorrar tiempo y 

dinero a los aspirantes, ya que ha buscado, seleccionado y adaptado las proposiciones y 

reglas para que los lectores encuentren todo cuanto se necesita de ñCiencia para medir, 

dividir y permutarò (p xviii).  

A su vez, Juan Justo García quien fue Catedrático de Matemáticas de la Universidad de 

Salamanca, escribió Elementos de Aritmética, Álgebra y Geometría (1782) como obra 

de referencia para los alumnos de su asignatura con el objetivo de instruirles 

minuciosamente en Aritmética, Álgebra y Geometría, en el corto periodo de tiempo que 

transcurre en un curso escolar.  

Sin embargo, el Compendio de la Geometría práctica de Hijosa, fue publicado con el 

objetivo de ñinstruir en la Geometr²a pr§ctica § los ni¶os que concurren § estudiarla en 

las escuelas de Medina de Rioseco y Palenciaò (Hijosa, 1791, p. i),  admite a su vez que 

se trata de una obra ¼til tambi®n ñ§ aquellas personas que necesitan de ella en sus 

oficios, como Carpinteros, Canteros, Alba¶iles, &c.ò (Hijosa, 1791, p. ii). 

3.2.2. Justificación y secuenciación de los contenidos incluidos 

A excepción de Hijosa (1791), ninguno de los autores justifica cuáles fueron los 

contenidos que se incluyeron y cuál fue la secuenciación seguida, sin embargo, las obras 

de Verdejo (1794) o Bails (1788) incluyen amplios y descriptivos índices que organizan 

toda la información sobre el contenido de la obra en unas páginas. 

Solo Hijosa (1791) justifica la inclusión de la segunda, y más práctica, parte de su obra, 

ñTeniendo presente la poca ex§ctitud que ha notado en algunos Agrimensores en la 

medida que hacen de las posesiones, por ignorar del todo aquella facultad que les da 

nombre de talesò (Hijosa, 1791, pp. ii-iii).  

3.2.3. Estructura y precisión en la presentación de los contenidos 

Un aspecto destacable de la obra de Serrano es el uso del m®todo ñen forma silog²sticaò 

que caracteriza la estructura de toda la obra. En contraposición al resto de obras, en 
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lugar de enumerar las propiedades geométricas junto a su demostración, seguido de 

algún problema resuelto, en este caso, dado un tipo de problema, se enumeran las 

propiedades necesarias para su resolución y, a continuación, se resuelve de manera 

general. Por ¼ltimo, en un apartado denominado ñConclusi·nò se propone un problema 

concreto y se incluye su resolución (Gutiérrez-Rubio & Madrid, 2018). La figura 2 

muestra un ejemplo de la estructura de la obra en un ejercicio sobre la longitud de la 

circunferencia dado el valor del diámetro. 

Echeverría (1758), de forma similar, solo resuelve de forma práctica cada problema, sin 

enunciar propiedades ni teoremas, aunque sí lo hace mediante dos procedimientos, 

primero resuelve cada caso práctico sobre el papel y, a continuación, explica cómo se 

resuelve en el propio terreno, procedimiento que ®l denomina, ñEn el campoò.  

 

 

Figura 2 ï Ejemplo de método silogístico en la obra de Serrano (1736) 

 

Todas las demás obras se encuentran divididas en capítulos o secciones, organizados a 

su vez en proposiciones y problemas. Hijosa (1791) divide el tratado en dos libros: en el 

primero, incluyen todas las demostraciones y procedimientos sobre Geometría, que se 

realizan sobre el papel; en el segundo, se describen todas las herramientas del 

agrimensor, se explica su uso y se proponen y resuelven casos particulares de problemas 

sobre terrenos, en los que se aplican los procedimientos incluidos en el primer libro, 

apoyados en el uso de las herramientas.  
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3.2.4. Sugerencias y propuestas metodológicas 

Podemos encontrar en los libros de texto, diferentes tipos de consejos, advertencias o 

sugerencias que alertan al lector sobre algunas de las dificultades a las que puede 

enfrentarse, los errores que puede cometer y cómo evitarlos o la manera de aplicar los 

métodos en un menor número de pasos. 

Por ejemplo, Serrano (1736) aconseja en la introducción de su obra a sus lectores que 

para abreviar y aligerar cálculos cuando se hacen raíces cuadradas y cúbicas, pueden 

hacer uso de las tablas de los cuadrados y los cubos de los primeros números naturales, 

aunque, a pesar de nombrarlas como Tablas 30 y 31, no aparecen dentro de la obra. 

También informa a sus lectores de que  

 

Para medir el arco de un sector no es exacta medida la que se haze corriendo por la linea 

circular, por causa de lo curvo de la linea, y asi el Geometra practicara la mas perfecta 

medida, que se hace observando el valor del ángulo del centro BAC. (p. 52) 

 

Verdejo (1794) realiza asimismo un pequeño ejercicio para mostrar al lector la 

diferencia que se obtiene en el cálculo de la longitud de una circunferencia de 20 pies de 

diámetro, según las aproximaciones obtenidas por diferentes autores (Tabla 2). 

 

Tabla 2 ï Diferencias en el cálculo de la longitud de una circunferencia según distintas razones 

(Verdejo, 1794, p. 207) 

Autor Razón Longitud de una circunferencia de 20 pies de 

diámetro 

Arquimedes 7 a 22 62  

Adriano Mecio 113 a 355 62  

Ceulen 1 a 3,14 62,8 

 

Por otro lado, Echeverría (1758) considera oportuno también anunciar que  

 

Sucede muchas veces hallar porciones de Circulos, y especies infinitas de curvas, para 

cuya medicion no se halla methodo, y quando queremos medirlas con mayor exactitud, 

hacemos de una Curva muchos Segmentos, y crece mas la dificultad. Por lo qual en 

semejantes ocasiones, persuado al Agrimensor, que divida la Curva en algunas partes 

iguales [que quanto mas fueren, será mas justa la medicion] y asi quedarà reducida en 

rectilínea, y buscada su Area, avrà hallado la de la Curva, física, sensiblemente. Si de 

las divisiones tiràre rectas, parte fuera, parte dentro, sin notable diferencia, hallarà la 

Area, pues con artificio semejante, han procurado los Geometras investigar la razón del 

Diametro de el Circulo ¨ su Periferiaò (pp. 58-59) 

 

3.2.5. Recomendaciones sobre materiales o herramientas 

En cuanto a los materiales y herramientas que aparecen en los libros, todos los autores 

los tienen presentes, los definen, detallan cómo y para qué se usan e incluso añaden 
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algunas imágenes. Para los trazados en lápiz y papel, se recomienda el uso de 

escuadrada, cartabón, compás y regla. Serrano (1736) y Bails (1788) incluso 

recomiendan el uso del compás de proporción, Astrolabio o semicírculo graduado para 

medir la amplitud del ángulo central de un sector circular (Figura 3). Autores como 

Echeverría (1758) optan por el uso de materiales sencillos, como el cordel y los palos, 

para los trazados en el campo. Hijosa (1791) por su parte, incluye instrumentos como la 

cuerda, la escuadra o cartabón de agrimensor, el estadal, el semicírculo o la plancheta.  

 

 

Figura 3 ï Compás (Bails, 1788, p. 356) y semicírculo graduado (Bails, 1788, p. 360) 

 

3.2.6. Representaciones gráficas 

Todas las obras analizadas incluyen en la parte final o en folios intercalados, láminas 

desplegables con representaciones gráficas de tipo geométrico o con imágenes, excepto 

Serrano (1736) que las incluye tras cada problema planteado. Las gráficas de tipo 

geométrico ayudan al lector a entender cada uno de los pasos que forman parte de la 

demostración de una proposición o de la resolución de un problema o caso práctico. Las 

imágenes, además, ofrecen apoyo visual para las definiciones de las herramientas del 

agrimensor o para que el lector entienda mejor cuáles son los datos aportados y las 

preguntadas planteadas en los problemas. 


