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A AULA DE MATEMATICA

Este Encontro tem como propdsito principal refletir sobre a aula de Matematica e os
diferentes atores que nela participam. Tratasglode um espaco de partilha de
conhecimentos e um contexto privilegiado de aprendizagens praerajgesentar e
discutir ainvestigacdo que tem vindo a ser desenvolvida neste dominio, quer a nivel
nacional quer internacional. A abrangéncia do tema cendsza uma grande
diversidade de dominios e cendrios, muitas vezes consubstanciados na dimenséo
escolar, onde a aula temeusespaco proprio bem definido e delimitado.

Na preparacdo da tematica opsripor um conjunto de sessdes plenérias que visitam o
tema do encontro desde uma visdo histérica onde o José Manuel Matos propde uma
incursdo pela Historia da Educacdo Matematicalexander MaaMachadolanca um

olhar sobre a formacéo dos futuros professores e o Arthur Powell se centra no topico
dos numeros fracionarios no contexto da prépria aula. Esta dindmica que coloca o
acento ténico em contextos tao diferenciados poderéossubstanciada na realizacéo

do painel plenéario dedicado a investigacdo da aula de mateméatica onde o estudo de aula,
0 estudo da sua cultura e a utilizacdo de videos podem ajudar a compor o puzzle que a
tematica encerra.

A investigacdo que vem sendo puadia neste dominio € cada vez mais aprofundada e
diversificada sendo possivel identificar uma grande variedade de trabalhos e contextos.
Para poder enqueat esta diversidade procuree agrupar a investigacao produzida em
quatro eixos tematicos que capendem a outros tantos grupos de discusséo, a saber:
Investigando a aulaA comunicacdo na aula de matemati€aprofessor e a aula de
matematiceae O aluno e a aula de matematidasperase com esta dindmica enriquecer

o conhecimento sobre o ambiente abda aula e os diferentes aspetos da sua cultura.

No eixo tematicojnvestigando a aulaassumese que a aula continua a ser o contexto
central do ensino e aprendizagem da matematica escolar. O estudo de registos e
documentos do passado ajutzs a recomxtualizar o significado das suas dinamicas e

dos seus tracos estruturantes e a projetar o que se espera e defende para a educacéo do
século XXI. Ndo apenas os papéis dos alunos e dos professores requerem uma
permanente e renovada investigacdo, como agses, cada vez mais abundantes e
acessiveis, trazem implicacfes e desafios acrescidos para a matematica que se aprende e
compreende na aula de matematica. As proprias fronteiras da aula tenderdosetornar
menos estanques, mercé da necessidade de aglieal entre areas do saber, que se
reconhecem imprescindiveis para a abordagem de problemas cada vez menos
tipificados. Por isso, na aula de matematica, as tarefas e as propostas de trabalho, bem
como as atitudes e as metodologias desempenham funcOesaasséleste eixo s&o
multiplas as dimensdes que estardo em foco na investigacao e no estudo da aula, que se
distribuem por oito comunica¢bes. Em particular destesmras praticas da aula; a
cultura da aula; os recursos, materiais, tarefas e metodolagiatiferenciacao
pedagodgica e estratégias de avaliagéo e a interdisciplinaridade e integracéo das STEM.

No eixo tematico,A comunicacdo na aula de matematiceconhecse que a
investigacdo em educagdo matemética tem evidenciado a importancia do
desenvolimento de capacidades transversais em paralelo com a aquisicdo de
conhecimentos matematicos. Sublideaainda que, para que os alunos aprendam de
forma eficaz e significativa, o papel do professor é determinante na aula de matematica.
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O estudo de registas documentos do passado tem vindo a reforcar que a opcao por
estratégias ativas de aprendizagem, que mantenham os alunos intelectualmente,
fisicamente e socialmente envolvidos, tem um impacto positivo no seu desempenho.
Praticas desta natureza criam opoidades para que os alunos resolvam e formulem
problemas, discutam ideias com 0s seus pares e com o professor e desenvolvam o
espirito critico. Neste ambito surgem, por exemplo, 0 questionamento e as discussées
coletivas que tém vindo a despertar o irgeegpor parte de investigadores e professores

de Matematica. O professor tem um papel essencial na criacdo de um ambiente propicio
a que os alunos se envolvam na resolucao da(s) tarefa(s) proposta(s), mas também na
gestdo de interacdes que facilitem a coiwacdo matematica. Falar, ouvir e escrever
sobre matematica, ajuda a organizar e consolidar o pensamento e a expressar ideias
matematicas de forma coerente e precisa. Através da comunicacdo, as ideias
transformarrse em objetos de reflexdo, podendo selisadas, discutidas e refinadas.

A promocéo desta cultura de sala de aula implica que o professor crie um ambiente que
motive a participagcdo e o envolvimento dos alunos, colocando questdes desafiantes,
ouvindo/lendo os seus argumentos. A possibilidade ndegriar uma comunidade
matematica, através do discurso ou mesmo da escrita, traz aos alunos vantagens nao so
ao nivel do desenvolvimento da linguagem, mas também ao nivel da compreensao
conceptual. Este eixo acomoda assim nove comunicacdes que abordaraas v
vertentes da comunicacdo acima descritas.

No eixo tematicoQ professor e a aula de matematiceconhecese que a formacéo e o
desenvolvimento profissional do professor sdo determinantes para as opcfes que este
assume na sala de aula. E o seu cantestto, aquilo que valoriza e o contexto onde se
encontra inserido que determinam as experiéncias de aprendizagem que proporciona aos
seus alunos. Mas esse conhecimento profissional envolve uma multiplicidade de
dimensdes que decorrem da sua formacdo ainiei continua, mas também das
experiéncias que teve ocasiao de vivenciar e de processos de socializagdo, onde a
interacdo com o0s pares e as oportunidades de desenvolver trabalho colaborativo sdo
elementos importantes. A aula de matemética surge assimocoamopo aglutinador do
trabalho do professor numa dupla vertente que se une num ciclo Unico: por um lado a
aula de Matematica € o foco do trabalho do professor, onde as opg¢des previamente
assumidas séo implementadas; e, por outro lado, € um ponto da partd reflexéo e

o desenvolvimento profissional do professor.

Da planificacdo da aula, onde a escolha das tarefas e a forma de as implementar séo
aspetos centrais e onde a vertente histérica ndo deixard de estar presente; a sua
implementacaogperacionalizando diferentes recursos (hnomeadamente os tecnolégicos)
e assumindo dinamicas de aula diferenciadas; até a fase de reflexdo entre pares, que
termina e reinicia um novo ciclo estas sdo as grandes etapas em torno das quais se
organiza a discsfio das dez comunicagcdes apresentadas neste eixo e onde a formacéo

inicial e continua se apresentam de forma transversal.

No quarto e ultimo eixo tematic@ aluno e a aula de matematjcassumese que o
ambiente de aprendizagem, na aula de matematicassénaal para promover
aprendizagens significativas sobre: conceitos matematicos, resolugdo de problemas,
raciocinio e comunicagcdo matematica entre outros. O envolvimento dos alunos em
dindmicas de trabalho individuais e cooperativas na aula, sdo fundermgara que se
promovam momentos de trabalho autbnomo e discussfes coletivas que apoiem a
construgcdo e a partilha de conhecimento matematico. O aluno na aula de matematica
desempenha um papel fulcral, por exemplo, nas suas aprendizagens matematicas e na
interpretacdo do que a Matematica €, através do que acontece a sua volta.

4
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As aprendizagens do aluno sdo apoiadas pelo processo de representar, uma maneira de
modelar a matematica e uma forma dele mostrar o seu pensamento sobre a matematica.
Professor e alws usam geralmente variadas representacfes na aula de matefsitica.
representacdes podem ser utlizadas para ajudar a compreender conceitos e processos
matematicos abstratos, aumentar a flexibilidade do pensamento, facilitar a resolugcéo de
problemas e radzir a ansiedade de fazer matematica. No processo de aprendizagem
pode ser usada: uma Unica representacdo; mais que uma representacdo em paralelo;
ligacdes entre representacdes paralelas; integracao de representacoes e ligacdes flexiveis
entre elas.

Este &o € composto por dez comunicacdes, onde as investigacdes apresentadas se
focam essencialmente nas aprendizagens dos alunos e no processo de representar.

A vitalidade da investigacdo sobre o tema refteteainda no numero de posters
propostos, dez, queste ano ndo foi possivel apresentar no interior dos grupos de
discussdo devido a grande quantidade de comunicacdes aceites. Ainda assim, na
estrutura destas atas, os posters foram distribuidos pelos grupos e acomodados as suas
tematicas. Para a sua apraaefo e discussao foi reservado um espaco préprio no
programa do encontro.

Com esta publicacdo esperamos contribuir para um conhecimento mais profundo das
dimensoes sociais e culturais da aula, num avanco significativo da investigagdo que vem
sendo produzia em Portugal e congratulamos com a presenca de investigadores
estrangeiros, como € o caso de Espanha, Estados Unidos, Brasil e Angola, de onde nos
chegaram trabalhos de investigacdo que se cruzam com os produzidos em Portugal e
que consolidam e ampitiao nosso conhecimento cientifico sobre o tem&wa de
Matematica

A Comisséao Cientifica
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REVISITANDO A HISTOR IA DA EDUCACAO MATEM ATICA i
FUNDAMENTOS, METODOL OGIAS E TEMATICAS *

José Manuel Matos
Faculdade de Ciéncias e Tecnologias da Universidade Nova de Lidbi6@

Resuma Discutese o lugar da investigacéo histérimacampo mais geral da Educacao
Matematica. Problematizse a viabilidade de usar a disciplina escolar de Matemética
como objeto de estudos histéricos e a posicdo destes estudos no campo de Educacéo
Matematica. Apds uma revisdo sobre procedimentos lugtéficos e sua aplicacdo a

uma Histéria da Educacdo Matematica, discusenrés exemplos problematizando a
articulacéo entre os dois campos. O primeiro apoia o estudo da cultura da matematica
escolar do atual ensino profissional com uma perspetivaibest@® segundo usa uma
abordagem histoérica para compreender a formacdo do conhecimento pedagdgico do
conteudo em professores de Matematica. O terceiro usa construtos atuais sobre a
ndmeros racionais para questionar abordagens em livros de texto do passado.

O desenvolvimento recente na area da historia da educacédo matemética (HEM) pode ser
visto através de varios indicadores como a realizacdo de congressos internacionais
especificos de ambito regional ou mundial, a formag¢édo e consolidacdo de grupos de
trabdho e pesquisa, a publicacdo de edicbes especiais em revistas cientificas, o
surgimento de periodicos especificos e de livros de sintese (por exemplo, Karp e
Schubring, 2014 ou Furinghetti e Karp, 2018). O tema também tem ganho visibilidade
nas publicacdesnternacionais de educacdo mateméatica. Por exemplo, no ultimo
Handbook of Research in Mathematics Educati@ements e outros, 2013)
encontramos diversos capitulos incorporando reflexdes sobre o passado na discusséo
das problematicas atuais.

Este texto assumese como um ponto de reflexdo pessoal apdés mais de um decénio de
pesquisa sobre o passado do ensino da matematica que se iniciou com a identificacdo de
um programa de pesquisa (Matos, 2007) mas que necessita hoje de refletir sobre a
relacdo entre a uestigacdo em HEM e a investigacdo em educacdo matematica. Ele
parte de umugar, o campo de educacdo matematica, com os seus procedimentos de
analise e 0 seu processo préprio de construcdo de um texto, seguindo a terminologia de
Certeau (1982). Nao seré&rtamente a Unica perspetiva a partir da qual questionar o
tema, mas é a que parece proxima da minha experiéncia profissional.

Assim, como educador matematico, interesgaquestionar a pratica da investigacao
histérica procurando saber da sua relevardis, seus propdsitos e dos métodos de
realizacdo da pesquisa para os problemas do ensino e da aprendizagem da matematica.
Englobo nos termos educagdo matematica e educador matematico todos os que realizam

! Este texto é um aprofundamento do artigo Matos, J. M. (2018). O lugar da pesquisa histérica na Educagéo
MatematicaR E P 6Revista Eventos Pedagdgico$, 2 ) -6 4642.5 doi : DOI :31H®. 30 & &1L/ 2a2p306i ad o
fundos portuguesepsaraat raa vG®s°® ndcai aF uen daa -Tecc no |l ogi a, Projeto UI
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essencialmente trabalhos de investigacdo sobremoenaprendizagem da matematica.
Estdo pois aqui incluidos, para além de membros de instituicbes de ensino superior,
professores de outras instituicdes. Incluo no termo HEM, para além do estudo do
passado do ensino da matematica em contextos formaidasmains, a investigacao
sobre a histéria do préprio campo educacdo matematica.

N&o abordo aqui a problematica da utilizacdo do conhecimento e materiais do passado
nas aulas de matemética. Essa linha de investigagéo, representattaepetdional

Study Goup on History and Pedagogy of Mathematig$M) e aEuropean Summer
University on theHistory and Epistemology in Mathematics Educatiealiza os seus
proprios seminarios (ESU) e tem estado presente em congressos internacionais
(CERME, ICME). O seu propgito € sobretudo contribuir para o melhoramento da
qualidade das aprendizagens usando a histéria como motivacdo ou como material de
base para exploracdes mateméticas em aula.

Os trabalhos de Antonio Miguel (2005) tém alguns pontos de contacto com aSe®flex

que aqui desenvolvo, embora o seu propésito seja o de articular a educacdo matemética
com a historia, a filosofia e a sociologia da matematica desenvolvendo um programa de
pesquisa que interligue agueles campos com a formacéo de professores.

Numa prineira seccdo abordarei as reflexdes sobre a educacdo matematica enquanto
disciplina de pesquisa. Questionarei depois a viabilidade de usar a disciplina de
matematica escolar como objeto de estudos historicos seguida da problematizacdo da
posicdo dos estuddsstoricos no campo de educacdo mateméatica. Apds uma revisdo
sobre procedimentos historiogréaficos e sua aplicacdo a uma HEM, terminarei com trés
exemplos de estudos na area.

Tradi¢des de investigacdo em educacdo matematica

A diferenciacdo do campo da e@digdo matematica fese a partir dos anos 1960

guando o centro de atencdo se comeca a deslocar da resposta imediata a problemas de
pratica de aula, aidatica e se passa a desenvolver uma vertente de investigacao,
procurando ndo apenas novos métodos denenmas questionando que métodos
funcionam, como aprendem os alunos, como os professores gerem as suas aulas, e que
paradigmas e metodologias de pesquisa sdo adequadas para responder a estas questdes
(Furinghetti, Matos e Menghini, 2013). Desde entdoammo nao tem deixado de

crescer e abrange hoje todas as dimensdes relacionadas com o ensino e aprendizagem da
matematica.

Embora de inicio a reflexdo dos educadores matematicos sobre o seu préprio trabalho
fosse incipiente, a partir de meados da décadd9@® o impulso para a elaboracao
tedrica e a reflexdo tornese mais visivel. Har&eorg Steiner liderou esse impulso e
desenvolve um primeiro esbogco epistemoldgico, formando um circulo de estudo
internacional denominaddeoria da Educacdo Matematicaque realizou cinco
conferéncias até 1992, e se constituiu como grupo especial regular em conferéncias
internacionais debatendo a natureza, as possibilidades, os limites e a legitimidade da
educacédo mateméatica como campo cientifico (Furinghetti, Matos e MergZfis). A

relacdo entre a educacdo matematica e outros campos do conhecimento (psicologia,
educacgdo, sociologia, matematica, etc.), o poder explicativo de paradigmas
concorrentes, a viabilidade de teorias locais, a relacdo entre teoria e praticapegefle
sobre a mudanca curricular estiveram entre as muitas contribuicbes desse grupo. Steiner
defendia que a educacdo matematica € um campo de estudo de pleno direito. Situada na

1C



EIEM 2018

area da educacao, tem relagfes interdisciplinares com diversas areas dorsabar
psicologia, a antropologia, a histéria e a filosofia, das quais utiliza teorias, modelos ou
paradigmas (Steiner e outros, 1984). A historia, e em particular a histéria da
matematica, seria uma destas disciplinas.

Em Portugal esse trabalho de refl@xéncontra eco logo no primeiro ProfMat de 1985

com uma sessao de discussdo sobre as propostas de Steiner e, mais tarde, a partir de
1990, nos trabalhos do Grupo TEM (Teoria da Educa¢do Mateméatica) que culminaram
na publicacdo de textos sobre sociologian@éematica (Boavida e outros, 1998).

Desde 0 seu inicio, e apesar de estar centrada nos problemas do ensino e da
aprendizagem, a educacdo matematica assumiu formas bastante diversificadas
consoante os modos de educacao, formagéo cultural e formacdo@nspe®s seus
membros. Na tentativa de caracterizar essa diversidade, Alan Bishop (1998) distinguiu
trés tradicbes de investigacéo, e yuasicomo pano de fundo para uma reflexdo sobre a
relacdo entre pesquisa e pratica educacional. Essa perspetivacélgparénte (til
quando, nas producdes atuais (artigos, livros, comunicacdes em congressos, etc.),
imperam os relatos de investigacdes empiricas em formato estandardizado: ebjetivos
revisdo da literaturanalise de dadesonclusdes.

Uma primeira tradicdopmntada por Bishop é a tradicdo pedagdgica, que valoriza o
papel dos professores refletindo sobre a sua pratica, sendo a experiéncia e a observagao
as principais componentes da pesquisa. Esta presente desde o inicio procurando novos
métodos de ensino. Aatdicdo do cientista empirico, a segunda, acredita que € possivel
uma explicacdo da realidade educacional e o processo de pesquisa concentra a atencao
nos métodos de obtencdo dessa evidéncia, por vezes recorrendo a métodos
guantitativos. Finalmente a tradig do filésofo escolastico pretende estabelecer uma
posicdo tedrica rigorosamente argumentada. A realidade do ensino € aqui uma
manifestacdo imperfeita dessas propostas tedricas. Betetaliversidade de tradicbes

ndo apenas em diferencas entre paises, taimbém no modo como a investigacdo €
valorizada nos diversos paises (ver por exemplo, Boero e Szendrei, 1998).

Se nos primordios da educacdo matematica dominava a tradigcdo pedagodgica, nos dias de
hoje, embora imperando a tradicdo do cientista empoligervamos uma muito maior
diversidade quer nas problematicas, quer nos paradigmas, quer ainda nas metodologias
usados pelos educadores matematicos que pode ser apreciada em trabalhos recentes (por
exemplo, Clements e outros, 2013 ou Sriraman e Englidig) 20

Bishop, no entanto, ndo abordou a tradicdo francéfona usualmente denominada
Didactique des Mathématiquesnsolidada a partir dos anos 1980 e que é de particular
importancia para este trabalho. Entendida pelos seus aderentes como estando proxima
da ala de matemética, Bidactique pretende estudar o processo de disseminacdo do
conhecimento matematico, com maior énfase no estudo do seu ensino (Artigue e
Douady, 1986). Uma das suas ideias basilares é a de que o saber matematico escolar é o
produto de unsaber prévio produzido na acade?njfatransformagéo de um no outro é
operada pelaransposicdo didaticaexplicitada por Yves Chevallard (1991) que a
caracteriza como o processo pelo qual o saber cientffcmif savant se transforma

em saberensinade@voir )ensei gn®

Nenhuma destas tradicdes de investigacdo tem, no entanto, produzido muita reflexao
sobre a relacdo entre a educacdo matematica e a disciplina de historia. Até ha pouco

2 para caracterizar Ridactique  Arti gue e Douady ( 19i8$f)lermdsd id@ueimstgemd roi
saber ensinado e a transposicao didatica, o sujeito que aprende, as diidagoas, e o contrato didatico.
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tempo, nos textos em lingua inglesa, encontramos sobretudo trathiathwighdo o uso

de temas do passado nas aulas na linha do programa do HPM. Ocasionalmente, refere
se que a histéria serd um dos campos que influenciam a educacdo matematica, a par da
psicologia, da sociologia, da filosofia, etc. Steiner, por exemplméteioutros, 1984),

alude a histéria, mas parece refagr essencialmente a histéria da matematica e a sua
influéncia nos curriculos. O panorama € um pouco diferente quando observamos o meio
ibero-americano. Aqui, pelo menos desde o primeiro congresso-americano de

historia do ensino da matematica (Matos e Saraiva, 2011), € comum serem apresentados
textos refletindo sobre a relagéo entre historia e educagdo matematica.

A autonomia das disciplinas escolares

Antes de prosseguir importa questionar abilidade de uma HEM. Segundo Guy
Brousseau, um dos proponentes Digactigue des Mathématiqueboa parte dos

probl emas do ensino e da aprendi zagem da
matematicos:

Existem problemas em educagdo mateméatica quérrgdilutivelmente matematicas

por exemplo, a escolha de problemas, a organizacdo das atividades matematicas para fins
didaticos, a analise da compreensdo em matematica, [e] ... a estruturacdo do discurso
matematico. ... Nao existe uma conjuncdo de diseipl classicas que expligue o
funcionamento desta parte irredutivelmente matematica do ensino. ... Uma abordagem
cientifica [a esta parte] € e serd essencialmente o trabalho de um matematico. (Brousseau,
citado por Sierpinska e Kilpatrick, 1998, p. 528)

Assim, segundo parece conclag das suas palavras, algumas das atividades que se
costumam considerar como sendo da responsabilidade dos docentes de matematica no
ensino prim8rio e secund8rio, deveriam ser
que eylicitariam os conteldos, a sequéncia e mesmo critérios de compreensao dos
alunos.

Noutro texto (Matos, 2006) discuti a génese da matematica escolar, pondo em causa o
conceito de transposicdo didatica. Para além de mostrar que o primeiro livro de
matematia impresso em Portugal em 1519, Teatado da pratica darismetycde

Gaspar Nicolas, é também (e sobretudo) um livro didatico, apontei exemplos de
inversdo da transposicdo didatica nos quais é o saber escolar que molda o proprio
conteudo matemaético.

Procurado entender a matematica escolar como fendmeno cultural, diversos autores
tém questionado o construto transposicdo didatica, apontando que as disciplinas
escolares ndo sdo meras vulgarizagcbes de areas de conhecimento produzido nas
academias (Belhoste, 1®9Chervel, 1990; Faria Filho e outros, 2004; Julia, 1995;
Miguel, 2005; Vifiao, 2006), e a critica mais forte vem precisamente de autores
franceses. Belhoste (1998), em particular, destaca como matematicos e professores de
matematica constituem duas condades de pratica que visam a propoésitos diferentes
tanto no dominio da pesquisa quanto no da acdo pedagodgica e sdo condicionadas pela
realizacdo de outras praticas sociais. Embora matematicos e professores de matematica
ensinem, para 0s primeiros esta éauatividade secundaria, enquanto que, para 0s
segundos, ela esta no cerne da sua identidade. Esta posicdo de Bruno Belhoste poderia
ser reforgada recorrendo as reflexdes interligando a educagdo matemaética e a sociologia
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da matematica (Miguel, 2005; Moreima Matos, 1998). E Chervel, propondo que a
refl ex«o sobre a cultura escolar deveria es:s
de fAsaber o, aponta que:

Minhas pesquisas nao confirmam em nada a existéncia de um grupo social
independente da escol,uj a fun-«o0o seria a de transform

ensin8vel . Ao contr 8ri o, el as me |l evam a ve
produ-«o0 de cultura, de uma cultura escol ar
preciso, portanto,pesentar um outro quadro teérico no qual se possa conceber a escola

como criadora de Aconte¥dos cubturaiso. (ci

Um argumento semelhante é usado por Schubring (referido em Miguel, 2005) propondo
que as pesquisas no terreda historia da educacdo matematica deveriam evitar
qualquer separagcao entre producdo e reproducdo da cultura. O investigador deveria
evitar trabalhar, implicita ou explicitamente, com o0 pressuposto manigueista que associa
producdo com invencao e ensino csatializagéo, divulgagdo ou recepcéo passiva da
cultura.

Do mesmo modo que se <critica a teoria da
escolar a matematica académica, nas palavras de Miguel (2005);s&itgealmente a

visdo de que as disciplinas esgels seriam essencialmente determinadas por grandes
movimentos sociais e culturais, tornando desnecessarias historias especificas de cada
disciplina, permitindo assim diferenciar a historia das disciplinas escolares de uma
histéria geral da educacdo (Chelrv1990; Faria Filho e outros, 2004; Julia, 1995;

Vifiao, 2006).

Em suma, estes autores realcam a importancia de considerar que escolas e professores

ndo sdo meros reprodutores, quer de areas do saber cientifico como subentende a
transposicao didaticaquer de determinantes sociais e culturais globais. As disciplinas
escol ares, em particular, estabel ecem inter
as praticas docentes em aula, mas também as grandes finalidades que presidiram a sua
constituicdo e o fenbemno de acul tura-«o em massa que
(Chervel, 1990, p. 184).

[As disciplinas escolares] sdo criagfes espontaneas e originais do sistema escolar (...). E
porque o sistema escolar é detentor de um poder criativo insuficientemernizdalaté

agui é que ele desempenha na sociedade um papel gue ndo se percebeu que era duplo: de
fato ele forma ndo somente os individuos, mas também uma cultura que vem por sua vez
penetrar, moldar, modificar a cultura da sociedade global. (Chervel,1.9981)

As disciplinas escolares tém pois um lugar préprio e em certa medida autbnomo o que
legitima o estudo da sua historia como area de pesquisa.

® A apreciagdio que fago a transposicdo didatica ndo deve ser lida como uma critica aos trabalhos atuais de
investigagdo franc6fona em HEM, que conta alias com alguns dos intervenientes mais ativos na area.
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O lugar da historia na educacdo matematica

Segundo a minha experiéncia, € comum o0s educadores matemadga®m aos
estudos historicos com um misto de curiosidade e de distanciamento. Para muitos, é
muito interessante conhecer os detalhes desta ou daquela reforma, saber como uma
corrente de pensamento influenciou formas de ensinar, aprender como eram usado
antigos materiais manipulaveis, ou apreciar os modos como uma personalidade moldou
de forma decisiva os métodos de ensino, ou escreveu livros inovadores. Mas
simultaneamente esses educadores matematicos ndo conseguem vislumbrar uma ligacao
entre esses 1@as e 0S seus interesses investigativos contemporaneos. Os estudos
histéricos aparecem como uma galeria de retratos de antepassados ou objetos de museu,
sem duvida interessantes, mas que nao tem relevancia para os problemas dos nossos
dias. Alguns vdo mesmmais longe, considerando a investigacdo histérica como um
tema a que nado se deve dar grande atencao.

7

Mesmo nos textos de reflexdo sobre educacdo matematica € muito raro encontrar
mencdes a investigacdo em HEM e mesmo quando as h4, ndo é claro seeessautor
referem a HEM ou a importancia da reflexdo histéapstemoldgica sobre os temas
matematicos (ver, por exemplo, Boero e Szendrei, 1998; Steiner e outros, 1984). Boa
parte desta postura radica nhistoricidade da formagao e da investigagdo emasgdiac
matematica, especialmente a radicada na tradicdo do cientista empirico. Devemos tomar
em conta que a investigacdo em HEM é muito recente e apenas agora, com a publicacdo
de textos de sintese, esta em condicdes de poder passar a figurar como um tema
curricular na formacgéo de professores e na formagédo avancada em educacdo matematica
e assim passar a fazer parte da literacia do educador matematico.

Pretendo defender que a pesquisa histdrica ndo deve ser uma mera curiosidade ou
enfeite e justificarei conrés argumentos: de identidade, de qualidade e de intervencéo.

O argumentadentitario postula que a identidade do campo educagcdo matematica esta
incompleta sem o conhecimento dos problemas do ensino e da aprendizagem no
passado. A defesa da importanciadintidade é também usada noutros contextos, por
exemplo, foi (e €) recorrentemente utilizado para sustentar a identidade de nacdes, de
povos, ou de grupos sociais (Prost, 1996). Do mesmo modo sustento que da formacao
de um educador matematico, ou de uofgssor, deveria fazer parte o conhecimento do
passado da sua area.

Em dltima andlise, o argumento da identidade desemboca no segundo argumento, o da
qualidadeque pretende chamar a atencdo para o facto de que um saber filiado nas
ciéncias sociais ndo podeixar de estabelecer pontos de contacto com as suas origens,
tornando mais sustentadas as visbes do presente. Apenas com esse conhecimento
podemos vislumbrar como as coisas sdo e porgue sdo assim e ndo de outra forma.
Alguns exemplos podem tornar maiard o argumento. E o conhecimento do passado

que nos permite compreender as velhas (de mais de 100 anos) raizes da valorizacao de
um ensino centrado no aluno (ver por exemplo, Palma, 2008), ou, por oposicao,
descobrir a modernidade da visdo do professorocom profissional ativo e reflexivo

em nitido contraste com as visdes do professor como peca do mecanismo escolar sujeita
a atualizagdes ou reciclagens (Matos, 2017). E ainda uma perspetiva histérica que nos
permite conhecer melhor como o desenvolvimeniwicular em mateméatica envolve o
exercicio de poder dos diversos intervenientes e como isso condiciona o curriculo
(Matos, 2018). E pois o conhecimento do passado que nos permite sustentar a coeréncia
de um projeto: de onde vimos, para onde vamos (Fr@36).
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O terceiro argumento, o dmtervencdo pode parecer paradoxal. Seguindo José
Mattoso, um medievalista portugués,

para mim, portanto, a Histéria ndo é a comemoracdo do passado, mas uma forma de
interpretar o presente. Ao descobrir a relacdo entietem e o hoje, creio poder decifrar

a ordem possivel do mundo, imaginaria, porventura, mas indispensavel & minha prépria
sobrevivéncia, para ndo me iludir a mim mesmo no caos de um mundo fenomenal, sem
referéncias nem sentido. (Mattoso, 1997, p. 22)

Da primeira vez que encontrei esta frase, aahde dificil aceitacdo. Como pode
Mattoso considerar que o estudo dos acontecimentos na Idade Média, a sua area de
referéncia, tenha relevancia para o presénfeiestdo similar pode ser colocada ao
estudo daHEM. Como pode o conhecimento de modos esquecidos de ensinar
matematica, de modelos e materiais ultrapassados pela tecnologia, de conteudos
matematicos ja esquecidos, ajudas no presente? E, no entanto, como nos alerta
Antoine Prost (1996), os estudbsstoricos estdo condenados a irrelevancia se nao
cuidarem de mostrar a sua pertinéncia. Posto de outro modo, os sabios do mundo de
hoje ja ndo podem viver confinados a sua torre de marfim. A funcdo social de uma
HEM que renuncie a dizer algo sobre os fgpias atuais € portanto muito pequena.
Procurarei argumentar precisamente no sentido da relevancia da pesquisa historica para
o estudo contemporaneo da educacdo matematica recorrendo mais a frente a trés
exemplos.

Desenvolvendo estudos histdricos

Na sintse final do livroMathematics Education as a research domain: A search for
identity tornase patente a dificuldade de um consenso sobre critérios de qualidade para
a investigacdo em educacdo matematica ou sequer da viabilidade de tal projeto
(Sierpinska eKilpatrick, 1998). E justamente no contexto da discuss&o sobre critérios
de qualidade que, no capitulo de Ellerton e Clements (1998), aparece uma (a Unica nesse
livro?) referéncia a trabalhos em HEM que defende que alguns critérios de qualidade
propostos pr outros investigadores dificilmente se aplicam aos estudos do passado e a
argumentacdo a que recorrem ajpmda a aprofundar o conceito de qualidade dos
estudos historicos.

Segundo eles, alguns critérios de qualidade para a investigacdo em edlicacdo
relevancia validade originalidade rigor e precisdoe relacionamentod parecem

poder aplicas e a estudos em HEM, embora seja di
alguns estudos hist-ricos e 0s termos Ar.i
fabrean@®@ e minuciosoo (Acomprehensive and
Clements, 1998, p. 159) que nao significam exatamente a mesma coisa. Ja 0s critérios
de o estudo seeprodutivelou objetivon&do se podem aplicar a estudos historicos (nem

a investigacoOes interpretativas, acrescento).

E de facto, nos dias atuais ninguém se propfe realizar uma histéria (ou uma
antropologia, ou uma sociologia) objetiva, dada a natureza idiossincratica de tais
estidos. Desde os anos 1970 que os historiadores deixaram de centrar a discussao sobre

40 leitor inteessado pode consultar Mattoso (1988) para observar como o autor relaciona a génese de Portugal com a
compreensdo do pais atual.
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a fAcientificidadeo do seu trabalho na <corr
historica, procurando antes encontrar formas de, embora reconhecendo a semelhanca
estilistica entre o discurso historico e a ficcdo, assumir a possibilidade da construgéo de

um conhecimento verdadeiro, construido recorrendo a provas e controles (Chartier,
2007). Nesse sentido, Prost (1996) propde a utilizacdo dos telistasciamentoe
imparcialidadeem vez de objetividade.

Steiner na sua Teoria da Educacdo Matematica (Steiner e outros, 1984) propunha que os
educadores matematicos usassem teorias, modelos, paradigmas de disciplinas
associadas (psicologia, sociologia, antropologia, etc.uif@ga sua visédo, sugiro que,

para desenvolver estudos histéricos de qualidade, o educador matematico deve usar as
ferramentas do historiador, ndo apenas por uma questdo de credibilidade do seu
trabalho, mas sobretudo para poder chegaextos (no senti® de Certeau, 1982)
fidveis.

Um primeiro passo € compreender a distingdo entre histéria e memaoria. A memoria,
individual ou coletiva, é a nossa visdo dos acontecimentos passados, decantada e
recomposta pelos anos, pelas vivéncias e pelas interacdes @riais 1996). Embora

a memoéria seja uma das fontes do historiador e o trabalho rigoroso e sistematico de
recolhas de memoérias seja muito importjreehistdria escrevee confrontando fontes

e envolve um processo sistematico de reflexdo sobre os esstigpassado.

Certeau (1982) carateriza a operacao historiografica como uma relacdo entre trés areas.

Em primeiro lugar,unugard e onde o hi storiador trabal ha.
métodos, que se delineia uma topografia de interesses, queuasetibes e as questdes

qgque | he ser«o propostas, se organizamo (p.
a um conjunto derocedimentos e regras de analisgo €, separa, reune, e transforma

0s vestigios do passado criando documentos e procedesudoaialise. Finalmente, o

historiador procede a validacao de resultados e a construcaoteetam

Uma excelente revisdo dos procedimentos historiograficos pode ser encontrada em
Valente (2007). Seguindo de perto as propostas de Prost (1996), elequepi®base

da investigacdo historiografica estdo os factos, entendidos como uma construcdo do
historiador.

Os fatos histéricos séo constituidos a partir de tragos, de rastros deixados no presente pelo
passado. Assim, o trabalho do historiador consisteefetuar um trabalho sobre esses
tracos para construir os fatos. Desse modo, um fato ndo é outra coisa que o resultado de
uma elaboracgéo, de um raciocinio, a partir das marcas do passado, segundo as regras de
uma critica. (Valente, 2007, p. 31)

Os factos historicos j& ndo sdo constituidos pela introdugdo de um sentido na
objetividade mas aparecem na propria analise (Certeau, 1980). Para o estabelecimento
desses factos, o historiador recorre as suas questdes de investigacao.

O método histérico envolve ®fr mul a- «o de quest»es aos t
passado, gue s«0 conduzidos ~ posi-«o0 de

5 Através, por exemplo, da historia oral.
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com o fim da construcdo de fatos histéricos, representados pelas respostas a elas.
(Valente, 2007, p. 32)

N&o existem factos dependentemente dos propdsitos de pesquisa e estes sao
condicionados pelo conhecimento prévio sobre o tema, e, na senda das tradicdes
propostas por Bishop (1998), pela educacéo, pela formacéo cultural e pessoal do proprio
pesquisador. S&o estes factos quermitem ao historiador o estabelecimento de
periodizacbes, o encadeamentos de acontecimentos, conjeturar causas e atribuir
responsabilidades.

Apesar de o historiador partir de dagar, existem procedimentos metodolégicos que
permitem uma critica aos psegpostos e preconceitos desse lugar e um deles é a
exigéncia de umalesnaturalizacdodos elementos contemporaneos. O investigador
deve metodologicamente questionar os contextos em analise, sujeitando a critica todos
os elementos que |he parecaaturais Posto de outro modo, o investigador necessita

de se afastar criticamente de categorias atuais que, naturalmente, Ihe aparecem como
naturais, passe o pleonasmo. Se o nao fizer, a pesquisa historica ficard contaminada por
categorias que fazem sentido no psemas que, usadas acriticamente no passado,
cegam o pesquisador.

O requisito de desnaturalizacdo leva Valente (2007) a distaeciala tradicao
francéfona de educacdo matematica. Segundo esta concepc¢ao, uma HEM deveria ser
uma historia de um saber eonde uma disciplina e so teria viabilidade através de uma
forte ligacdo a historia da matematica. Valente (2007) mestrenuito critico das
consequéncias desta perspectiva, assumindo como particularmente nefasto para a
pesquisa em HEM o conceito de tramsigpdo didatica. O postulado de que a matematica
escolar $avoir enseigng@rocede necessariamente da matematica ciéswiaif savarnt

impede que seja realizada uma desnaturalizagao.

Valente considera ainda (2007) que a producédo em HEM néo deve estdiragaoa
imperativos didaticos imediatos como ele entende que a tradic&uoddetique des
Mathématiquesequer.

O dialogo da producao histérica com o presente, com-a-di@a das salas de aula, ndo

pode ser relegado por uma produgdo sem comprometiroenta contemporaneidade.

(...) Mas esse dialogo deve ser problematizador. Um didlogo problematizador diz respeito

a desnaturalizacdo dos elementos presentes no cotidiano das praticas pedagodgicas, que
envolvem o ensino de matematica. (Valente, 2007, p. 38)

Tomemos um exemplo para explicar melhor o conceito de desnaturalizacao.
Imaginemos que se pretendia estudar a formacdo de professores de Matematica no
ensino secund8rio portugu?®s. Um in2cio apr
Matematica noensinesc und8r i o portugu°so no seu senti
diversos problemas que este termo implica. Em primeiro lugar, ndo podemos assumir

como certa a propria disciplina de Matematica que so estabiliza a sua designacéo e os

seus contetdos bem dentfa segunda metade do século XIX. Depois, apenas podemos

falar de professores de Matematica, isto €, de um corpo de especialistas em ensinar este
tema, quando esta profissdo se estabiliza, o que apenas ocorre ja no século XX.
Certamente que antes haviageas (professores?) que ensinavam matematica no ensino
secundario, mas os grupos de docéncia agregavam varias disciplinas (Matematica com
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Fisica, Quimica, Ciéncias Naturais, Desenho ou Trabalhos Manuais, por exemplo) e 0s
docentes acumulavam o ensino daematica com o de outras disciplinas. Acresce que

0SS requisitos de acesso ° fAprofiss«o0 eram
falta de individuos com formacéo cientifica adequada conduzia a que médicos ou
militares, por exemplo, arredondasgses proventos da sua profissao exercendo fungdes

letivas (Matos, 2014).

Do mesmo modo, outras categorias atuais podem reseelarmadilhas para o
historiador (programas, escolas, exames, etc.). Usar acriticamente categorias atuais para
realizarinvestigacdes historicas ndo produzira certamente trabalhos de qualidade.

Trés exemplos

No grupo de investigacdo sobre educacdo matematica da Unidade de Investigacdo e
Desenvolvimento da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de
Lisboa tenos procurado refletir sobre 0 modo como estudos histéricos podem contribuir
para as problematicas contemporaneas da educacdo matemética. Em fundo esta a
preocupacdo em saber o que €&, de onde vem e como muda a matematica escolar
entendida como um fenémemoltural. Posto de outro modo, procs& entender o

saber matematico como imerso na cultura matematica escolar tecida pelos significados
atribuidos pelos ¢krentes intervenientes (Geert4,973): alunos, professores,
académicos, governantes, etc. Estadhis cultural busca pois as formas criativas de
apropriacdo que os agentes escolares (professores, alunos, funcionarios, etc.) fazem dos
normativos e busca no interior da escola os vestigios das praticas que ai foram
desenvolvidas. Destacarei trés exeraple trabalhos de pesquisa realizados com forte
intervencao deste grupo de investigacao.

Num primeiro exemplo sintetizado em Rodrigues (2014) mas também desenvolvido
parcialmente em Moura (2016) e Novaes (2012), o objetivo de estudar a cultura
matematica &colar em escolas profissionais portuguesas foi cumprido através de uma
compreensao temporal alargada que envolveu o estudo dos programas envolvendo
temas matematicos das disciplinas das diversas escolas profissionais criadas a partir da
segunda metade d@culo XIX, bem como analises comparativas de livros de texto. Foi
assim possivel caraterizar as componentes desta cultura em momentos historicos
distintos.

Um segundo exemplo, publicado essencialmente em Matos e Monteiro (2011) e mais
aprofundado em Monit® (2018), estuddmos o conhecimento didatico do contetudo de
professores de Matematica do ensino secundario desenvolvido nas dissertacfes
(Conferéncias Pedagdgicas) de futuros professores produzidas no Liceu Pedro Nunes
em Lisboa durante os anos 1950 e@@studo partiu da conjectura inicial que a cultura
escolar nas escolas portuguesas de ensino secundario centradas na formacgédo de
professores vai incorporar gradualmente a construcéo curricular das ideias inovadoras
da Mateméatica Moderna.

Aplicando os regisitos da investigacao historica, foi pesquisadoorpus relevante,

neste caso os textos das Conferéncias Pedagogicas que tinham sido publicados na
Palestra, Revista de Pedagogia e Cultuaarevista do Liceu. Esta primeira recolha foi
completada por uma busca no arquivo histérico do Liceu que permitiu encontrar mais
Conferéncias e nalguns casos recuperar texto originais, por vezes mais longos ou que
incluiam comentarios dos professoresadétogos responsaveis pelo acompanhamento

dos futuros professores. O levantamento foi apoiado ainda por outra documentacao
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(legislacdo, atas de exames) e por entrevistas a antigos formandos. Aplicando método da
analise de conteudo, foi possivel englobar @nto grandes categorias os temas
tratados nas dissertacfes: finalidades do ensino da matemética, os novos temas
matematicos, metodologias para o ensino da matematica, propostas de aplicacdo das
novas propostas pedagodgicas, e as experiéncias de MateMaiilana. Estudos
semelhantes foram desenvolvidos no ambito da Telescola (Matos e Almeida, 2010) ou
das Escolas Normais Superiores (Matos, 2017b).

No ambito de uma HEM, o trabalho permitiu aprofundar o que ja se sabia sobre a
introducdo da Matematica Modher em Portugal, nomeadamente o papel que aquele
Liceu desempenhou ao longo de dez anos como centro da preparacao e experimentacao
das novas ideias pedagodgicas. O estudo das cinco categorias permitiu conhecer a
abrangéncia dos temas em discussao duramena¢ao de professores no Liceu, julgar

as influéncias nacionais e internacionais e estabelecer ligacbes com outros
acontecimentos desde o principio do século XX.

Mas o nossdugar de educadores matematicos também permiposterioriestabelecer

uma liggdo com a discussdo contemporanea em torno do concettontecimento
pedagdgico do conteud®s trabalhos de Lee Shulman (1987) foram os primeiros que
destacaram a especificidade do conhecimento profissional docente e estimularam uma
nova compreensao doonhecimento docente. Shulman propde que o conhecimento
profissional docente inclui, para além do conhecimento pedagogico geral e do
conhecimento cientifico, o conhecimento pedagogico do conteddo que ele caracteriza
como

[uma] fusdo de conteldos e peddgaguma compreensao de como tépicos, problemas e
assuntos especificos sao organizados, representados e adaptados aos distintos interesses e
capacidades dos alunos e apresentados para ensino. (Shulman, 1987, p. 8)

Este tipo de conhecimento € indissociad@lpratica pedagdgica e expressaatraves

de umabricolage apenas passivel de ser desenvolvida em contextos de aula ou de
escola. As ideias de Shulman constituiram uma visdo que contrariava a corrente
dominante sobre estudos sobre professores, na épdeanauito limitada ao estudo das
concepcles. Desde entdo, a maior parte dos estudos que se tém debrucado sobre o
conhecimento profissional do professor tém procurado, numa dimensao individual,
dissecar as suas componentes, procurar exemplos de comessgraf vai gerando ao

longo da sua vida profissional, ou ainda refletir sobre o seu estatuto epistemologico.

A investigacao histérica que efetuamos (Matos e Monteiro, 2011) permitiu compreender
como o conhecimento pedagdégico do conteudo foi sendo lertm@rstruido, ndo ao

nivel individual, mas no seio de uma comunidade profissional. Pudemos distinguir trés
periodos: um primeiro que se inicia em 1957 e se estende até cerca de 1962 em que séo
propostos temas relacionados com a Matematica Moderna em egeral que as
Conferéncias se centram em exploracdes conceptuais das novas ideias. Neste primeiro
periodo os estagiarios e o metodélogo recompuseram o0 conhecimento do conteudo: a
matematica moderna introduzia novos temas matematicos que sdo recompostas de u
forma relevante para o ensino secundario. Num segundo periodo, até 1965, embora 0s
temas propostos continuem a ser de ambito geral, comecam a aparecer as primeiras
propostas curriculares concretas, mas ainda sem serem efectuadas aplicagfes préticas.
Foi como se, durante este periodo, fosse necessario inventar e testar conceptualmente a
linguagem, a sequéncias, as novas representacoes, etc. antes de as aplicar na aula. Num
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altimo periodo, com efeitos a partir de 1965, refletesobre a experiéncia pedgiga
de introducdo da Matematica Moderna nos ultimos anos do ensino secundario. A
componente pratica do uso da matemética em aula é agora muito vincada.

Este trabalho sugere que, num contexto de grande alterac&o curricular, ndo foi possivel
iniciar imediaamente a recomposicdo pedagdgica sem antes 0s professores se
apropriarem dos novos conteudos cientificos. No entanto, para que tal acontecesse, foi
necessario rescrever o proprio conhecimento cientifico de um modo adaptado as
finalidades do ensino securt. Assim, e ainda sem incluir estudos sobre a utilizagéo

na aula, os primeiros trabalhos incidiram numa recomposicdo do conhecimento
cientifico, escolhendo os temas relevantes, selecionando sequéncias apropriadas,
desenvolvendo termos, definicdes e sitab adequados, etc. O conhecimento cientifico

de que fala Shulman teve aqui que ser reelaborado pelos proprios professorss. Note
ainda que este estudo longitudinal sobre o conhecimento do professor apenas poderia
efetuado recorrendo a um estudo de ¢éodgracéao.

Um terceiro exemplo pode ser apreciado nos trabalhos em curso de Rui Candeias
(Candeias, 2017; Candeias e Monteiro, 2016) centrados na formacdo de professores
para o ensino primario em Portugal e no conceito de nimero racional posiivoa

primeira fase foram estudados os normativos legais que balizaram essa formacéo, desde
a formacdo de professores em escolas de ensino muatuo até 1974 (parcialmente
publicada em Candeias e Matos, 2016), discutindo os diversos modelos de formacéo
que foram sendooncebidos e aplicados. Acompanhando o crescimento da rede publica
de escolas normais, foi feito um levantamento dos critérios de acesso, das disciplinas e
dos exames finais, relevando em cada caso 0s requisitos matematicos envolvidos. Apds
este estudo, &hdeias efetuou um levantamento dos livros de texto que incluiam
contetdos sobre o ensino da mateméatica usados naquelas escolas. Finalmente decidiu
estudar, a partir da andlise de livros de didatica, a forma como era feita a primeira
abordagem aos numermxcionais ndo negativos, na formacéo de professores do ensino
primario, em diferentes épocas. Um dos aspetos estudados € o enquadramento das
propostas didaticas dos livros do periodo em estudo num modelo contemporaneo que
trabalha com os diferentes sigo#dos que as fracfes, em contexto escolar, podem
assumir (Monteiro e Pinto, 2005).

Do ponto de vista da HEM, o seu trabalho propds uma sequéncia de etapas de
desenvolvimento das escolas normais. Foi possivel conhecer a evolu¢do dos conteudos
matematicosdestacando em particular a inclusdo de temas visando dotar as escolas
primarias de capacidades de um embrido de formacdo profissional (agricultura,
agrimensura, comércio), ou a diferenciacdo de formacao entre os dois sexos (mais temas
matematicos e mais ancados para alunos, menos temas e uma visdo matematica mais
pratica para alunas). Foi ainda possivel detetar os modos como duas correntes
programaticas (a Escola Nova primeiro e a Matematica Moderna depois) influenciaram
as abordagens metodoldgicas desok de texto.

Do ponto de vista mais geral da educacdo matematica, o estudo vai permitir, por um
lado, validar o modelo contemporaneo que trabalha com os diferentes significados que
as fracbes podem assumir em contexto escolar (Monteiro e Pinto, 2005m)to,
conhecer os momentos em que esses diferentes significados foram aparecendo nos
livros de didatica.

® O trabalho de Candeias apenas incide sobre os racionais positivos, pelo que, para uma economia de escrita, passarei
a mencionar apenas o termo firacionai so.
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No entanto, foram necessarios cuidados especiais para realizar esta ligacdo aos temas
contemporaneos. Em contexto escolar, as fracdes podem addaraimtes significados

que implicam procedimentos didéaticos diferentes. O modelo escolhido por Candeias
(Monteiro e Pinto, 2005) distingue seis significados:

1. arelacéo parttvdo de uma unidade continua,

2. arelagao partedo de uma unidade discaet

3. 0 quociente entre dois nimeros inteiros representados peladfagcéo

4. o operador partitivo multiplicativo, em que a fra¢dd transforma o cardinal

de um conjunto discreto,

5. a medida, em que se compara uma grandeza com outra, tomada como
unidade.

6. a razdo entre as duas partes do mesmo todo.

Estes seis significados, desenvolvidos a partir de materiais contemporaneos, pretendem
descrever todos os significados que as fragdes poderiam assumir na literatura educativa.
Mas seria possivencontrar estes significados nos livros de texto do passado?

A primeira etapa consistiu pois atesnaturalizaro modelo, comec¢ando pelos préprios

nameros racionais. O conceito de numero racional inserido na sequéncia naturais

inteiros -> racionais-> reais -> complexos apenas aparece em meados do século XX

como consequéncia da valorizacdo da unidade da matematica e do uso da linguagem

dos conjuntos trazidos pela Matematica Moderna. O termo é anacrénico antes do século

XX. Foi pois necessario estar aterdooutras terminologias que se referissem as
cole-»es de n¥wmeros que hoje designamos co
Afra-»eso, etc.)

Recorrendo a uma an8lise de conte¥%do, forar
raci onai so0 rxto<%® ddsenwlvidas catdgeriast sem cuidar de as fazer
corresponder com as categorias previstas no modelo. Sé entdo, nhuma segunda etapa,
estas novas categorias foram confrontadas com os seis significados do modelo. Se se
tivesse invertido esta sequénciar@se o risco de adulterar os significados do passado

ao forcalos numa categorizacdo definida no presente. Podia mesmo acontecer que o
investigador se tornasse cego a modelos, processos, argumentacdes do passado que
conduzissem a significados distintos.

Emtodosos exemplos foram constituidos factos, periodizacdes, encadeamentos através
de procedimentos de andlise histérica e finalmente desenvolvido um textod&sn

houve especial cuidado com o processo de desnaturalizacdo. Engosiptoneircs
exempbs a reflexdo com relevancia para a educacdo matematica foi feita apds a
conclusdo da investigacdo historica, mtimo, a preocupacédo de validacdo de um
modelo contemporaneo ditou um especial cuidado de desnaturalizacdo do conceito
(numeros racionais) ema analise de conteudo autonoma. De novo, a validagcdo do
modelo s6 ocorreu ja na fase final do estudo.

Concluindo

A partir do lugar de educador matemético, procurei argumentar no sentido da
viabilidade de uma HEM que se constitua simultaneamente como aoeaa de
investigacdo historica e que dialogue com o0s problemas presentes da educacao
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matematica. Considerando a educacdo matematica um campo de reflexdo e acéo,
argumentei da sua viabilidade centrada essencialmente na abertura de perspetivas
possibilitadapelas perspetivas de uma histéria cultural e pelo postulado da autonomia
das disciplinas escolares suportados na adocdo das melhores praticas historiograficas
contemporaneas. Terminei apresentando trés exemplos.

Este tipo de trabalho integrando paradigufisintos podia ser desenvolvido recorrendo
apenas a um saber histéricé2ompanhando Miguel (2005), penso que nao. As
especificidades da cultura matematica nas escolas profissionais, 0s contetudos
matematicos escolares, ou as distingdes entre os modehisnéeos racionais apenas
poderiam ser apreciados através do lugar de um educador matematico. Mas
simultaneamente apenas uma historiografia, com a sua desnaturaliza¢do, a sua critica
das fontes, entre outros, conseguiria desenvolver aqueles trabalhos.
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INVESTIGANDO EN EL A ULA DE MATEMATICAS C ON LOS MAESTROS
EN FORMACION

Alexander MazZMachado
Universidade de Cérdoba

Resumen La formacion matemética que se imparte a los futuros maestros es de
crucial importancia porque son estos quienes han de iniciar a los alumnos de
Educacién infantil y primaria en el aprendizaje de los conceptos matematicos basicos.
Esto ha hechgue sean objeto de frecuentes investigaciones sobre variados temas como
por ejemplo sus procesos de aprendizaje de las matematicas, sus actitudes, creencias y
concepciones tanto de las matematicas como de su ensefanza.

En ocasiones los resultados de esta®stigaciones parecen contradictorios con lo que
observamos en nuestras aulas con este tipo de alumnos. Es entonces cuando
empezamos a cuestionar si los profesores de estos futuros maestros cometemos algun
tipo de error en nuestra labor docente con &ll&in embargo, en pocas ocasiones
razonamos sobre las particularidades curriculares, cognitivas o motivacionales de
muchos de los grupos analizados en tales investigaciones. Teniendo esto presente
presentaremos algunos ejemplos de estas situaciones.

Desciptores: Formaciéon del profesorado; investigacion; educacidon matematica;
investigacion.

Introduccién

La adquisicién de conocimientos matematicos en la Educacién Primaria es fundamental
para los nifios porque estos les permitiran adquirir herramientas ticagniy
conceptuales para interpretar el mundo que les rodea. Sin duda, en la actualidad vivimos
en una sociedad cambiante en la que surgen variadas necesidades, entre ellas las
matematicas, que son relevantes para desenvolvernos en este aceleradoPmundo.
ejemplo se requieren unas matematicas para la vida diaria, para el trabajo o para
desarrollar una comunidad cientifica y técnica (NCTM, 2003). En el repddmmg it

up (Kilpatrick, Swafford & Findel] 2001) se enfatiz6 la necesidad de desarrollar en los
escolares cinco aspectos matematicos para que puedan alcanzar un alta habilidad
matematica:

1 Comprension conceptualcomprension de los conceptos matematicos, sus
operaciones y relaciones.

1 Fluidez de procedimientdshabilidad para llevar a cabo los procedimientos de
manera flexible, precisa, eficiente y apropiada.

1 Competenciaestratégicaicapacidad para formular, representar y resolver
problemas matematicos.

1 Razonamiento adaptativd capacidad de pensamiento logico, reflexion,
explicacion y justificacion.
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1 Disposicion productivd inclinacion habitual a ver las matematicas congo al
sensato, util y valioso.

El planteamiento que surge es si realmente los estudiantes alcanzan el dominio de estos
distintos aspectos, si realmente desarrollan las competencias matematicas que se
consideran relevantes.

Sin embargo, en general no &gil investigar directamente con los alumnos de las
etapas de infantil, primaria o secundaria. Entre otras razones porque es necesario contar
con el visto bueno del centro escolar, con el de los padres y con el del profesorado.
Ademas, es imprescindiblesgoner de recursos humanos y econdmicos que permitan
realizar investigaciones de gran calado y que sean extrapolables a una poblacion
educativa mas amplia.

Muchos investigadores no tenemos facil ese acceso a la informacién directa de los
escolares, poe s 0 buscamos en su fAnoosferao en t®
procuramos examinar la informacién de los libros de texto, los planes curriculares, los
centros o de sus maestros (Bulut, 2007; fD&rcoy, Batanero, Arteaga y Lopez

Martin, 2015; Maifinez y Gorgorio, 2004; Remillard, 2005). Ejemplos de estas
investigaciones... Y generalmente esta investigacion se hace de manera disyunta entre

esta variada poblacion de estudio.

Otro inconveniente se debe a que en general el profesorado (en cualqlosraidees
educativos: primaria, secundaria o universidad) es altamente reacio a ser objeto de
investigacion. Sienten que se puede estar evaluando su desempefio docente y esgrimen
diversas causas para no participar en investigaciones en las que sdas silggos de

estudio (Hirsh y Navia, 2015).

Ante este panorama, los investigadores que ademas somos docentes en las facultades
donde se forman a los futuros maestros y profesores en las distintas etapas escolares
recurrimos en ocasiones a realizar iiggiones que tienen como objeto de estudio a
nuestros propios alumnos.

La formacion matematica que se imparte a los futuros maestros de educacion infantil o
primaria es de crucial importancia porque son estos quienes en el futuro han de iniciar a
los abmnos de Educacion infantil y primaria en el aprendizaje de los conceptos
matematicos basicos. Llinares (2009) sefiala esta importancia destacando que el
profesorado de primaria para poder ensefiar matematicas requiere unas competencias
matematicas que debeer consideradas en el disefio de los programas de formacion.
Estas competencias deben ser insertadas en las competencias docentes y profesionales
gue se requieren para desarrollar una labor docente en la Educacion Primaria.

Dentro de las muchas lineas rieas de investigacion centradas en la formacion del
profesorado se incluye la del conocimiento matematico para la ensefianza
(Mathematical Knowledge for TeachiiigMKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008) liderada

por el grupo de Debora Ball. El MKT distinguesdgrandes dominios, el conocimiento

del contenido matematico y el conocimiento didactico de contenido. Pero hay otras
lineas que son o bien variantes de esta 0 que se fundamentan en principios diferentes.

Una manera de verificar la importancia, la actiadi y sobre todo el frecuente uso de
los alumnos para maestro como objeto de investigacion es la consulta de algunas bases
de datos. Concretamente, al hacer una busqueda de documentos que traten sobre la
formacion de maestros y las matematicas en el pe206d0 a 2018, en tres fuentes de
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informacion de reconocido prestigi@gogle Scholar, WoS y SCOPUS), se obtiene una
gran cantidad de documentos (Tabla 1). Esto es un indicio de la preocupacién por la
formacion que reciben quienes se preparan para desamlpefarea de ensefiar las
matematicas basicas a los escolares.

Otro factor a considerar es que tomando como ejemplo los articulos de SCOPUS, se
hizo un muestreo del 10% de los documentos y se hall6 que en cerca del 90% la
eleccion de la muestra fuetencional, es decir se recurrid a los sujetos mas cercanos
disponibles: los propios alumnos del investigador.

Estos articulos abarcan aspectos tan variados y amplios como el contenido pedagdgico,
la compresion de conceptos determinados, los erroresicyl@dities asociados a un
concepto, razonamiento matematico, creencias, actitudes, género, concepciones,
competencias, aprendizaje, entrenamiento para la practica docente, recursos, sentido
numérico, resolucién de problemas, competencias profesionales, atCs(Block,
Moscoso, Ramirez y Solares, 2007; Estrada, Bernabeu y Fortuny, 2004; Madrid, Ledn
Mantero y MazMachado, 2015).

Tabla 1i Documentosobre maestros en formacion entre 20008

Sitio de busqueda Término de busqueda N° documentos
GoogleAcadémico Matematicas maestros en formacié 15300
WoS Mathematics teachers in training 1697
SCOPUS Mathematics teachers in training 1020
El conflicto

Ahora bien, ¢qué ocurre cuando los investigadores tomamos a su vez al papel de
consumidores de los resultados de las investigaciones que se publican en los articulos?
Es decir, ¢qué sucede cuando tratamos de hacer un proceso reflexivo de los hallazgos
que alli se exponen con lo que nos encontramos en las aulas los estudiantes para
maestro que son a su vez nuestros alumnos?

En ocasiones los resultados de estas investigaciones parecen contradictorios con lo que
observamos en nuestras aulas con este tiptudenos. Es entonces cuando empezamos

a cuestionar si los profesores de estos futuros maestros cometemos algun tipo de error
en nuestra labor docente con ellos.

¢, Qué hacer y cémo justificar que aunque incorporemos aquellas novedades didacticas o
metodolégicas que recomiendan y sugieren las investigaciones publicadas, no
obtenemos los mismos resultados en términos de mejora del aprendizaje, el rendimiento
académico, la motivacion etc.?

Los ejemplos

A continuacion presentaré dos ejemplos sobrgul® hemos hallado en algunos cursos
de mateméticas béasicas para maestros en formacién relacionados con las fracciones y
los porcentajes. Para contextualizar estos ejemplos, debemos decir que la asignatura se
imparte en primer curso del Grado en Educacidmdtia y que tiene una carga docente
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de 6 créditos ECTS para el alumnado, con tres horas de clases tedricas y una de
practicas a la semana.

En esta asignatura se ensefian (o recuerdan) los conceptos basicos de las matematicas
de educacion primaria y deot de los objetivos especificos de la asignatura se
especifican dos:

1 Conocer y dominar los contenidos matematicos que se imparten en Educacion
Primaria.

1 Enunciar, formular y resolver problemas matematicos mediante diferentes
estrategias en una variedas gituaciones y contextos.

Estos objetivos estan en coherencia con las competencias que se pretenden desarrollar,
en particular con:

1 Adquirir competencias matematicas béasicas (numéricas, céalculo, geométricas,
representaciones espaciales, estimacion y ragdigjanizacion e interpretacion
de la informacion, etc.).

1 Plantear y resolver problemas vinculados con la vida cotidiana.

Para lograrlo el profesorado que imparte la asignatura (del que hago parte), fomenta el
desarrollo de problemas, ejerciciastividades y el manejo de variados materiales
didacticos manipulativos (regletas, baraja de fracciones, etc.).

La evaluacién corresponde en parte al trabajo de practicas realizadas en el aula, otra a
otras actividades que se realizan o bien en clasera figeella y finalmente otra parte
corresponde al examen escrito. En el primer ejemplo se presentan los resultados de un
problema del examen y en el segundo ejemplo el resultado de una actividad de practicas
realizada en el aula.

Caso 1.

En dos grupos de primer curso de maestro para maestro y en una asignatura de
matematicas (180 alumnos), se ensefiaron las fracciones en su aspectos conceptuales y
las operaciones con ellas, se realizaron practicas con materiales manipulativos discretos
y continuos y se realizaron ejercicios de distinto tipo. En general las horas sobre este
tema se orientaron hacia el desarrollo de competencias y el desarrollo de habilidades en
el uso de materiales didacticos para la ensefianza de las fracciones en prodaria.

ello teniendo en cuenta que segun Brommer y Brophy (1986), la opinidon que el maestro
tiene sobre un determinado concepto y su proceso de ensaiigeadizaje influyen de

manera determinante en la planificacion y evaluaciéon de tal concepto.

Al termina el curso, se les aplicd un examen escrito en el cuél se pidié que resolvieran
un problema en el que debian operar con fracciones. El problema planteado fue el
siguiente:
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Receta para hacer un pastel de manzana
Si los ingredientes para cocinar cugiorsciones de manzanas rellenas horneadas son:

4 manzanas grandA 1/2 cucharadita

1/ 3 de taza de aA 1/4 de cucharadi

1/4 de taza de nA 2 cucharaditas d

1 /taga dé pasas. A 2/3 de taza de a
A Ralladura de 1/

To o To I

¢, Qué cantidades seran necesarias para cocinar una sola porcién? Escribe la respuesta al
lado de cada ingrediente.

Las respuestas dadas por el alumnado sefalaron que solamente elbt@yiéson la

nueva receta de forma correcta, por tanto el 53,3% respondi6é de forma incorrecta. Al
analizar en detalle las respuestas dadas para cada ingrediente se observa que en
promedio el 40,9 % de las respuestas fueron erréneas, unos porcentajésddealtas

para la ensefianza recibida (Tabla 2). Asombra por ejemplo que un 20,7% respondieran
incorrectamente la pregunta sobre el nimero de manzanas cuando es una division
sencilla.

Tabla 2i Respuestal problena del pastel de manzana

ITEM Acertadas % Erréneas %
4 manzanas grandes 13 79,3 19 20,7
1/3 de cucharada de aztucar 52 56,5 40 435
1/4 de cucharada de nueces 53 57,6 39 424
1/4 de cucharada de pasas 52 56,5 40 435
1/2 limén 53 57,6 39 424
1/2 cucharada de nuez moscada 51 554 41 446
1/4 cucharada de canela 49 53.5 43 46,7
2 cucharadas de margarina suave 57 62,0 35 38,0
2/3 de vaso de agua 49 53.3 43 46,7

Més de la mitad de los alumnos no fueron capaces de resolver el problema propuesto.
Aunque dominaban las operaciones con las fracciones, no comprendian cuéal era el
proceso que se debia aplicar para obtener una parte de un todo si este todo se expresaba
como suma de partes no equivalentes. Pese a que en el aula se realizaron actividades
donde se manipularon objetos y se practicaron las operaciones con fracciones, un
elevado porcentaje de los alumnos fueron incapaces de trasladar estos conocimientos
para reslyver una situacion cotidiana como es elaborar un pastel mas pequefio (de una
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sola porcion), la cual requeria la utilizacidbn de conocimientos sobre fracciones en un
contexto no matematico.

Caso 2.

En la asignatura de matematicas del primer curso del gradeddcacion Primaria,

cuando se ensefia el tema de fracciones también se trabajan los porcentajes. Como ya se
ha indicado se trabaja con énfasis en los aspectos manipulativos, conceptuales y
algoritmicos asociados al porcentaje. Como bien sefiala Moss (2802lumnos de
primaria deben desarrollar habilidades de representacion de los decimales, fracciones y
porcentajes de manera intercambiable, por tanto planteamos a los futuros maestros una
actividad para conectar porcentaje y fraccion en la relacionoaite

En concreto se les pidi6 que representaran algunos porcentajes en modelos continuos
(areas) como se muestra en la figura 1.

a) 50% A Q
b) 25%

A O
c) 30%

A O
d) 40% A Q
e) 100% A Q

Figura 1i Plantillade actividades propuesta. Ndi@s tridngulos son equilateros

Para el porcentajes de 50% hubo poeosres, una media del 3,03%. Asombra que
incluso para el 100% algin alumno cometiera errores, aunque se trata de casos aislados
con una media del 2,2%. En el caso del 25%, los resultados para el rectangulo fueron
similares pero para el circulo los eesrfueron del 10,7% y para el triangulo el 52,8%

un valor alto dada la sencillez de la pregunta.
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A)

o

Figura 2i A) Ejemplos correctos para 25%) Bjemplos incorrectos para 25%

£

|

El nUmero de errores aumenta con el resto de porcentajefa Aegpresentacion de los
porcentajes de 30% y 40% presentd gran dificultad para los alumnos (Tabla 3).

Tabla 3i Resultadopara lagepresentaciones del 30% y 40%

Porcentaje a representar

. 30% 40%
Figura

CO | op | IN | % CO | o IN %

46 | 261 ] 130 | 768 | 52 |295| 124 | 704

/\ I 162 | 165|937 13 74 | 163 | 92.6

27 1153 | 149 | 846 | 26 |147| 150 | 85.2

X 28 | 15,8 | 148 | 85,0 | 30.3 | 17,2 | 145,6 | 82,7

La siguiente figura muestra ejemplos de alumnos que resolvieron correctamente esta
pregunta.
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Figura 2i Respuestasorrectas para 30% y 40%

A su vez, se observa que un relevante porcentaje de los estudiantes confunden el 30%
con 1/3olvidando que esto representa aproximadamente el 33,33% (Figura 3).

il

Figura 3i Respuestamcorrectas para 30%

Para la tarea de representar el 40% también se evidencia la confusion o asociacion del
valor 40% con un cuarto (Figura ), lo que se muestra en las representaciones hechas
sobre algunos de los circulos y cuadrados. Tanto para estajageacomo para el 30%

los alumnos olvidan que toda fraccidén representa un determinado nimero de partes
iguales de un todo y por lo tanto si por ejemplo dividen la figura en 10 partes bastara

tomar tres o cuatro de ellas.

//.'\'l

Figura 41 Respuestincorrechs para 40%

34



EIEM 2018

Las fracciones y los porcentajes son conceptos fundamentales en la ensefianza en los
niveles de Ensefianza Primaria y Secundaria Obligatoria, formando parte del curriculo
oficial en Espafia en ambas etapas, y pese a que se utilizan a diaridtienl e
situaciones cotidianas, los futuros maestros presentan deficiencias en situaciones
sencillas de representacion de porcentajes en términos de las partes del &rea de un todo
cuando este es continuo.

Discusion

Si los profesores hemos seguidlgunas de las recomendaciones que hacen tanto
algunas de las teorias como numerosos articulos de investigacion, por ejemplo la
incorporacion de materiales didacticos manipulativos, la presentacion en clase de
problemas contextualizados, el trabajo enupégs grupos o el fomento del trabajo
colaborativo en la clase de matematicas, ¢ por qué los resultados de ciertas actividades
planteadas a los alumnos son tan diferentes a los de estos estudios y teorias?

Considero que entre las diferencias, ese encuesitrasultado de tratar de poner en
practica recomendaciones hechas sobre modelos ideales o sobre grupos en condiciones
no reales. Es decir, en gran medida la teoria propone realizar acciones con base a los
resultados obtenidos sobre grupos reducidosueas algo irreal en la mayoria de las
aulas, por ejemplo en nuestras aulas contamos con mas de 90 alumnos por grupo. En
ocasiones las experiencias realizadas invierten un mayor tiempo de clase del que
normalmente se dedica a dichos temas (sobre todot@meeen cuenta el curriculo
establecido), plantean incorporar innovaciones (metodoldgicas o didacticas) que
requieren de equipos humanos y tecnoldgicos para su disefio o aplicacion y de los que
generalmente no disponemos la mayoria de docentes. En itieasosies se pretende
ampliar la experiencia de un solo sujeto, sometido a un estudio de caso, a grupos
enteros.

Un segundo aspecto a considerar es lo que el centro permite hacer dentro de la libertad
de catedra de cada profesor. Es necesario tener staauee los profesores en general
estan regidos por un plan curricular dentro de una legislacién especifica. A modo de
ejemplo en Espafia cada universidad es autonoma para decidir que contenidos imparte y
que competencias desarrolla en los futuros maestreshay unos contenidos, ni
competencias minimas comunes para todo el pais, asi el perfil de un maestro de una
universidad no tiene nada que ver con el de otra de la misma ciudad (Madrid, Jiménez
Fanjul y MazMachado, 2016). Como caso contrario por ejemgt Ecuador si hay

unas directrices comunes minimas a todas las universidades respecto al curriculo de la
formacion del profesorado.

Finalmente, est& el propio profesor quien decide qué y como explicar en cada clase, qué
tareas realizar, etc. Esto depende aspectos afectivos y psicolégicos, como de las
infraestructuras con que cuente y por supuesto de sus conocimientos tanto de las
matematicas como de la parte didactica (Tabla 4).
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Tabla 41 Triadade propuestas de mejora de la ensefianza dealas@ticas en Primaria

Lo que la teoria propone
gue debe hacerse

Lo que se puede hacer en g
contextos reales

Lo que quiere hacer el
profesor

Pensado para grupos idea
generalmente se ha puesto
practica con grupos reducid
y con condicionesducativas
artificiales que en muchg
casos no se corresponden

la realidad educativa.

Esta condicionado por
contexto socieultural 'y
economico.

Asimismo, la legislacié
educativa limita y cocreta los
contenidos a través d
curriculo (en el caso de

Esta subordinado a aspec
afectivos y psicoldgicos dj
profesorado: sus actitude
creencias, concepciones,
interés.

También a aspectos |
infraestructura (por ejempl

En ocasiones se preterf Educacion Primaria recursos del centro) y (
generalizar un estudio (Secundaria). Algo similg conocimientos propios de |
caso. ocurre con las politicas d matematicas o de areas afil
centro educativo (I3 (por ejemplo TICs).
competencias que fomentar
los objetivos que pretend
alcanzar).
Conclusion

He pretendido mostrar que la investigacion matematica en los profesores en formacion
es importante y valiosa porque permite conocer lo que saben, como lo adquieren y cOmo

se supone que lo ensefaran.

A su vez, se ha indicado que en no pocas ogasinuestros resultados de aula no se

parecen a los de las investigaciones que se publican pese a incorporar algunos de sus
hallazgos y planteo tres hechos que dan respuesta a porque nos sucede esto. No estoy

abogando por no tener en cuenta los resultdddas investigaciones, si ho por tener

cautela al leerlos y tratar de incorporar sus hallazgos y sugerencias. Ser conscientes de

las diferencias a veces sutiles de las condiciones en que se realizan y valorar si tales

entornos pueden ser construidos etugar de trabajo.

No debemos olvidarnos de la historia de la educacién matematica y recordar que hace

unas décadas se vivid bajo el absolutismo de las ensefianzas bajo la teoria de las

matematicas modernas y, como muchas veces el profesorado no vesaliasios que
pregonaba tal teoria. Asi que, los formadores del profesorado debemos ser criticos,
reflexivos y sobre todo conscientes de nuestras fortalezas y debilidades en el quehacer
docente diario, para asi poder juzgar si podemos o no incorporapladades en

nuestras aulas.
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INVESTIGANDO NUMEROS FRACIONARIOS PARA DESENVOLVER
AS IDEIAS DE ESTUDANTES DE 7 ANOS:

UM PROJETO COLABORATIVO DE PESQUISADORES E PROFESSORES

Arthur Belford Powell
Rutgers UniversigNewark, EUA
powellab@newark.rutgers.edu

Resuma Descreveremos umaolaboracdo entre investigadores universitarios e
professores do 1.° ciclo do ensino basico com o objetivo de estudar os problemas que os
estudantes revelam na aprendizagem de numeros fracionarios e atuar para melhorar o
ensino desse conteddo. Discutirenogsobstaculos cognitivos implicados na concecéo
comum de numeros fracionarios para a sua aprendizagem. ldentificaremos as origens
dos problemas do ensino de fracdes nos livros didaticos. Como abordagem alternativa,
apresentaremos uma proposta que é irddantanto pela analise historica do
surgimento das fracfes quanto pela evidéncia neurocientifica da propensao dos seres
humanos a perceber a proporcionalidade-sidbolica entre pares de quantidades.
Argumentamos que essa propensao neurocognitiva passanselo educacional para
desenvolver o conhecimento robusto dos estudantes sobre nameros fracionarios e para
construir um sentido de fracdo. Apresentaremos a nossa elaboracao de tarefas e alguns
resultados preliminares da nossa implementacdo com eswidargegundo ano (7 anos

de idade) de uma escola do 1.° ciclo.

Palavraschave Colaboracdo Investigad®rofessor, Histéria da Matemética,
Neurociéncia, Numeros fracionarios

Introducao

A investigacdo educacional, a politica e a pratica sdo mutuamenteldefes. Embora

a investigacdo educacional seja entendida como investigacdo na e para a educacao
(Biesta, 2007) a pesquisa, a politica e a pratica nem sempre foram mutuamente
relevantes. A relevancia dos resultados da investigacdo para as politicas e praticas tem
sido e continua sendo uma preocupacdo, ja que os resultados das pesquisas séo
frequentemente considel@s divorciados da politica cotidiana e dos desafios
educacionais. Essa separacdo gera tensdes entre, por um lado, investigadores e, por
outro lado, formuladores de politicas e profissionais da educaigimnal Research
Council, 2002) Como educador de matematica, com quase quarenta anos de
experiéncia como pesquisador, fodoade professores, e professor de matematica que
trabalha com professores do ensino basico e secundario, posso atestar pessoalmente
gueixas de investigadores de que os definidores de politicas e os professores néo
prestam atencao aos resultados da iny&sdio nem implementam as suas descobertas, e

" Uma parte da pesquisa sobre o qual este artigo est&4 baseado foi financiada pelo Mathematiims BEdistalo
National Council of Teachers of Education.
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também queixas dos profissionais de que a pesquisa nao fornece conhecimento util para
0s problemas de ensino e aprendizagem em salas de aula reais.

Para tornar a investigacdo e a pratica mutuamente relevanteatrébuir para a
aprendizagem dos alunos, elabordmos um projeto que implementa uma metodologia de
colaboracdo entre investigadores universitarios e professores que ensinam Matematica
nos anos inicias. O objetivo do projeto é entender os problemas cognifie
estudantes enfrentam sobre numeros racionais na sua forma fracionaria e, com base na
Historia da Matematica, desenvolver novos praticas do ensino dos nimeros racionais.
Antes de descrever o projeto e a teoria que fundamenta o mesmo, exploraremos a
importancia escolar e social dos numeros fracionarios e os desafios cognitivos da
aprendizagem dos mesmos. Depois, considerando esses desafios cognitivos,
apresentamos 0 que achamos ser a raiz educacional dos desafios. A seguir,
descreveremos as carateda$i da nossa metodologia de pesquisa adotada num projeto
em curso que consiste numa colaboracdo entre pesquisadores universitarios e
professores de uma rede de escolas publicas. Finalmente, definiremos a nossa perspetiva
sobre o sentido de fragdo e expteraos as caracteristicas dessa perspetiva.
Concluiremos, sublinhando algumas consideracdes finais.

Importancia de Numeros Fracionarios

No Ensino Basico, um dos tdpicos mais importantes € o conhecimento dos numeros
fracionarios. E um conhecimento chavegpas estudantes terem sucesso na Algebra e

em disciplinas matematicas posteriofBsiley, Hoard, Nugent, & Geary, 2012; Booth

& Newton, 2012; R. S. Siegler et al., 2012; Torbeyns, Schneider, Xin, & Siegler, 2015)

No caso da Algebra, esta encorgen repleta de exemplos direta e indiretamente
relacionados com as fracfes, tanto nas equacdes lineares e naquelas em que é preciso
completar quadrados, quanto na resolucdo de sistemas de equacdes lineares e na
resolucdode equacdes racionais, como ainda nas razdes que aparecem associadas a
probabilidades simples e continuam presentes até ao teorema binomial. Uma grande
parte da base do pensamento algébrico repousa sobre um claro entendimento do
conceito de numeros raciasdDriscoll, 1982; Thomas E. Kieren, 1980; Lamon, 2005;

Wu, 2001)e sobre a capacidade de operar e manipular fracdes. Tal como nas demais
facetas da Algebra, o conhecimento dos nimeros fracionarios é furidapara a
compreensao de areas avancadas como a Teoria dos Limites, o Calculo, a Analise
Numérica, a Andalise Real, entre outras.

Complementando a sua importancia para os estudantes na escola, 0s numeros
fracionarios influenciam o seu futuro no mercadotrdéealho e, no geral, na justica
social. O conhecimento das fracBes pelos estudantes € preditivo da sua futura ocupacao
e rendimento, quando se controla o Ql, a educacéo e o rendimento familiar do sujeito
(Ritchie & Bates, 2013)Entéao, este conhecimento desempenha um papel significativo
nas questbes de equidade social. Em vérias publicagbes, o lutador pelos direitos civis
dosafrodescendentes nos EUA na década de 60 e fundador do pvggethoa Project

Bob Moses, e também os seus coldgasMoses, Kamii, McAllister, Swap, & Howard,

1989; R. Moses, West, & Davis, 2009; R. P. Moses, 1994; R. P. Moses & Cobb, 2001;
Silva, Moses, Rivers, & Johnson, 199%&)gumentaram fortemente e convincentemente
que, no ensino basico e secundario, o acesso a Algebra por estudantes afrodescendentes
e outros grupos marginalizados faz parte da luta pela justica social. Por extensao, como
o estudo de fragcBes antecede o coimhento da Algebra e prevé o desempenho
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posterior neste dominio, 0 acesso ao conhecimento dos numeros fracionarios é crucial
para a justica social e para o alcance da equidade social.

Embora o conhecimento de fracdes seja essencial academicamente e também
socialmente, em muitos paises os estudantes sentem dificuldades em compreender e
operar com fragbefOECD, 2014) Aprender fracoes exige n&o apenas proficiéncia
processual, mas também um entendimentwceitual. Tanto os estudantes como 0s
professores tém falta do conhecimento conceitual de fragdes e operacoes com fracoes
(Lamon, 2007; Lin, Becker, Byun, Yang, & Huang, 2Q1Paralelamente, essa
deficiéncia coexiste com os gqrées curriculares, livros didaticos, e préticas
pedagogicas atualizadas que sdo fundamentadas numa perspetiva ontolégica e
epistemoldgica especifictNa Educacdo Matematica, mesmo que existam materiais
manipulativos atrativos, que os livros didaticos spnéem ilustracbes atraentes,
representando objetos do -@idia, e que os aplicativos digitais sejam dinamicos e
permitam manipulacbes, consta@ que: (1) os conhecimentos conceituais e
procedimentais de estudantes e adultos com numeros fracionériode sbaixo
desempenh@.amon, 2007; Lin et al., 2013§2) os professores dos anos iniciais veem
como um desafio complexo ensinar fragf@sarke, Roche, Mitchell, & Sukenik, 2006;

Ma, 1999) e (3) até agora, as pesquisas em Educacdo Matematica ndo tém avancado na
pratica do ensino de fracdes e operacbes com fragbes para que os estudantes possam
construir e apriar o conhecimento com facilidade.

Para melhorar a epistemologia dos numeros fracionarios € provavel que o0s
investigadores e educadores em Educacdo Matematica precisem de procurar uma nova
ontologia dos mesmos. Esta ontologia pode ser encontrada forBdueacéo
Matematica, na Historia de Matematica e na Ciéncia Neurocognitiva. Numa nova
ontologia, estas disciplinas podem indicar um caminho epistemolégico e pedagdgico
mais promissor. Este caminho ajudarad os estudantes a construir e a apeoplioar
conhecimento dos nimeros fracionarios e assim tornara o seu estudo da Algebra mais
bem sucedido, aumentando a equidade e a justica social dos estudantes até -agora sub
representados na Matemética. Ajudara também os professores que ensinam Matematica
e os autore de livros didaticos a entenderem representacfes que se conformam a
ontologia historica das frac6es e a obterem pistas interessantes da Neurociéncia.

Desafios Cognitivos dos Numeros Fracionarios

Os numeros fracionarios sdo uma das trés representac@asneéeos racionais que

fazem parte do ensino da Matematica escolar. Conceitualmente, eles apresentam certos
desafios cognitivos para estudantes do ensino basico. Esses desafios estdo relacionados
com a natureza matematica da sua forma fracionéria. Commumiognatematico, uma

fracdo € um numero que deriva o seu significado de um par de numeroshad;amns

na sua notacao e que, tal como os numeros que a definem, representa uma magnitude.
Essas duas propriedades e o modo de lidar com elas, epistemologicamente e
pedagogicamente, sdo importantes.

A forma fracionaria de um numero racional tem, seguhldomas E. Kieren (1980)
cinco subconstructos ou interpretacbes: parte/todopaiente, medida, razdo, e

7

operador. Nos anos inicias do ensino béasico, a interpretacdo dominante € a de

1 Os nimeros naturais séo tipicamente definidos como o conjunto de nlmeros inteiros n&o nedptiybst8 |
ou o conjunto de inteiros positivophghot8 . Para os propdsitos deste artigonsideramos o conjunto de inteiros
positivos quando nos referimos aos nimeros naturais.
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parte/todo. Nessa interpretacdo, os numeros fracionarios sdo abordados de tal modo que
hé& trés aspetos do conhecimento de fracdes que 0s estudantesstéuir:

=

a origem de fracdes esta na divisdo de coisas em partes iguais;

2. uma fracdo é uma descricdo de duas coisas discretas relacionadas: uma
inteira discretizada e um certo numero de partes dela; e

3. acontagem € o procedimento usado para nomeaparteda divisdo de

uma coisa em termos fracionarios.

A abordagem parte/todo de numeros fracionarios com base na particdo gera problemas
epistemoldgicos. Entre os problemas documentados na literatura, colocamos dois deles

para indicar categorias problencas, epistemologicamente falando. Como a
abordagem parte/todo esta baseada na contagem e numa concecéao aditiva, os estudantes
usam as propriedades e procedimentos dos numeros naturais para fazer inferéncias
sobre numeros fracionarios. Isso é referidoyp&@ r i os pesqui sadores <co
nY¥mer o (pa& exempd| Nd & Zhou, 2005, traducdo nossdna manifestacdo

desse viés é descrita pelas observacoddaad (1990)quando nota que alos do 6.°

ano (11 anos de idade) costumam afirmar-géanaior que-. Outro aspecto que ela

destaca na sua pesquisa é o facto de um estudante descrever a adi¢cdo de fracdes da
seguinte forma: nBem, voc° atravesos. Voc?®

nY¥mer os i nf §r2B, aradecdo npssassim, 8 @ma de- - se torna em

-. Nesse momento das operacdes, 0s estudantes assumem que 0s numeros fracionarios

tém as mesmas propriedades assumidas pelos numeros naturais no momento das
operagoes.

Outras manifestacdes do viés do numero natural que inflmerxisentido de fracédo

gue os estudantes acomodam dizem respeito as demais operacbes. Com base no seu
conhecimento das propriedades das operacdes com numeros naturais, eles dificilmente
entendem que a multiplicacdo de uma fracdo por outra fracdo positreaessproduz

um resultado menor que os operandos originais, enquanto a divisdo as vezes produz um
resultado maior que os operandos, dependendo da magnitude do multiplicador ou
divisor (Siegler, Fazio, Bailey, & Zhou, 2013; Vamvakoussi & Vosniadou, 20D4)

mesma forma, os alunos ndo concebem que, diferentemente dos niumeros naturais, 0s
nameros fracionarios sdo um subconjunto denso dos numeros (Maer &
Yankelewitz, 2017; Ni & Zhou, 2005; Siegler, 2018ksim, eles ndo reconhecem que
diferentemente de numeros naturais, as fracdes nao tém sucessor direto e existe um
namero infinito de fracBes entre quaisquer duasokes.

O que acontece € que o sentido de fracdo € mal construido. Uma evidéncia disso foi 0
resultado nos EUA de uma amostra nacionalmente representativa de estudantes de 13
anos de idade (do 8.° ano). Eles tiveram de escolher a estimativa mais proxdma par

soma de— -entr e: 1, 2, 19 e 21, ou fin«o sei

escol heram 19 e 21, e n«o 2(CarpenteraCorbii,s post a
Kepper, Lindquist, & Reys, 1980Este resultado indica que os estudantes de 13 anos

nao tiveram um sentidda razoabilidade de uma adicdo de fracdes com respeito as
magnitudes das fra¢des envolvidas.

Um outro exemplo da falta de sentido das fracdes trata da falta de compreensédo da
magnitude que envolve a nogéo de fragbes. Metade dos participantes de unogablipo f

42



EIEM 2018

de consumidores acharam que o hamburguer A & V@fitelibra’ era menor que o

f a moquarterfpounde’®d o Mc Donal dos . El es, portant o,
menor do Mc Donal dos, embora preferissem o
(Taubman, 2007).

Figura 1i Qual é a fracao que as partes sombreadas representam? (Fonte: Gattegno e Hoffman,
1976, p. IA5)

Além da construcéo deficiente da nocao de fracdo com base na abordagem de particéo,
parte/todo, a questao da unidade também nao € bem trabalbdeiguhh 1, Gattegno e
Hoffman (1976) questionam: Os estudantes podem ser culpados por pensarem que as

regides sombreadas representaou até- sem conhecer o que é a unidade? Eles estdo

acostumados a que Ihes seja apresentada uma pizza como a unidade e tém dificuldade

em conceber que a unidade pode ser duas pizzas. Mesmo assim, como Campos e
Rodrigues (2007) o b s e r vaacondi¢doi intrinseca ao modelo pdaddo, que
pressup»e a parte sempApmsanie nnarfraciipypedersert od o 0
maior que o todo, é preciso que estudantes compreendam a ideigadecomo um

dos elementos fundamentais na construcdo do conceito de (Bat@o Khoury, Harel,

Post, & Lesh, 1997; Campos & Rodrigues, 2007)

A ideia ontologica principal das fragcbes é definida com base na aboi@agem
parte/tod® e esta relacionada com os problemas epistemoldgicos. Na abordagem, a
contagem € o procedim® essencial para decidir como simbolizar em termos
fracionarios uma parte da divisdo de uma figura em partes iguais. Uma fracdo é entéo
considerada como o resultado de uma contagigple, 0 que contraria a concecao de
fracbes como numeros representandmrelacdo quantitativa entre duas grandezas ou
namerogNi & Zhou, 2005)

A Raiz Instrucional dos Desafios Cognitivos

A concecédo probteatica de fragdes que os estudantes evidenciam sao enraizadas numa
ontologia das fragbes. Essa ontologia é baseada na conce¢do de que a origem das
fracOes estad na divisdo de coisas em partes iguais, a que chamamos a ontologia de
particdo.A particdode cosas funciona nesse momento como um espelho, ou melhor,
como uma simetria de um processo matematico de divisdo de numeros naturais. Esse
processo nem sempre resulta em um outro namero natural. Historicamente, estes

2 A libra é uma unidade de peso utilizado nos Estados Unidos da América (EUA), sendo em inglés chamada de
pound que equivale aproximadamente a 0,45 quilogramas.
3 Esk expressa@uarter pounderem inglés, significa um quarto de uma libra ou 0,11 kg.
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resultados, que ndo sao numeros natuchisante milénios nao foram considerados
como numeros.

Depois de mais de trés ou quatro milénios desde o seu surgimento, 0 USO e a notacao
para simbolizar fragbes evoluiram. No entanto, foi somente no século XVII que os
matematicos aceitaram as fracdes afpenas como razdes sem estado numérico, mas
como numeros, como objetos iguais aos numeros natédrasseitacdo das fracdes
permitia resolver equacées da forr®d ¢ Gque tém por solugdcw GA6y sem
restricoes, desde quv m8Também, viabilizava a generalizacdo de nimeros com as
quatro operacdésadicdo, subtracdo, multiplicacdo e dividdmomo um dominio
fechado, um campo algébri¢@Gourant & Robbins, 1941/1996)

A expansao t&rica do dominio dos numeros para incluir fracdes conferiu significado ao
resultado da divisdo de numeros naturais quando o divisor ndo é um fator do dividendo.
Além disso, no final do século XVI E.C., Simon Stevin de Bruges ja havia escrito um
tratamentasistematico de ambas as fracdes comuns e fragcdes decimais em s@elivro,
Thiende (O Décim9 (Flagg, 1983) Portantp no século XVII, quando as fracdes
finalmente foram aceites, os numeros racionais ja tinham duas representacdes
simbdlicas.

Quanto as fracdes, nem a sua representacdo simbodlica nem a sua justificativa tedrica
como numero provaram ser suficientes ou mespistemologicamente desejaveis para
apoiar a compreensdo e apropriacdo psicoldgica dos estudantes. Como tal, as
representacdes mentais de fracdo dos alunos precisavam de apoio. Neste ponto,
Davydov e Tsvetkovich (1991lbpservam o seguinte:

Aos estudantes da quinta série, e aos de menor idade, mais ainda, ndo pode ser dado o
principio dessa divisdo que leva a representacdo de fragbes numa forma simbdlica e
pura. Seu correlato visual deveria ser encontrado e utilizado. E nesse papel que a
prépria divisdo das coisas aparece, sua subdivisdo em partes que, no decorrer do ensino,
pode ser com relativa facilidade ligada a termos caracteristicos para definir fracoes
ordinarias(p. 24, traducao nossa)

Os autores argumentam que a postura ontolégica de que as fragcdes emergem da particdo
dos mimeros naturais torrse associada epistemologicamente a divisdo fisica dos
objetos visuais. Esses dois correlatos conectam as representacdes simbdlicas de fracdes
com imagens visuais, como a divisdo fisica de areas de circulos ou de retangulos em
regidesiguais. A fracaj wé entdo definida visualmente coroegides iguais da area

de uma figura geométrica dividida «atlessas regides.

Como vemos, segunddavydov e Tsvetkovich (1991bx necessidade de fornecer aos
alunos correlatos fisicos e visuais de fracdes é a origem da interpretacdo parte/todo das
fracbes. Ao longo do tempo, essa interpretacdo-seenmornado instrutivamente
privilegiada entre outras interpretacées ou subconesugtie Kieren(1976, 1988)
identifica e descreve como operador, razfimciente e medida. No entanto, como ja
vimos na secdo anterior, para o0s alunos, essa interpretacdo pode ser
epistemologicamente problematica. Os alunos que trabadpenas com modelos
visuais de coisas partidas ou seccionadas, podem desenvolver estratégias limitadas,
como contar 0 numero de pecas, em vez de avaliar a relacdo de comparacéo
multiplicativa entre duas quantidades comensuraveis. Além disso, concebendo as

fra-»es como fipartes de um todoo, os discel
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7

cujo numerador € maior que o denominador, cc-n@ admitir que uma fracéo
representa uma magnitude, ndo apenas partes d@ atdeer, 2008)

Os desafios cognitivos que descrevi na sec¢ao anterior fizeram parte do foco de varios
encontros priissionais entre investigadores dRutgers UniversifNewark e
professores que ensinam Matematica nos anos iniciaiSitdaof Newark o maior
municipio do estado dé&lew Jerseynos EUA. Com base nesses encontros, 0s
pesquisadores e professores constittis@mcomo um grupo colaborativo de
investigacao e implementacéo.

Pesquisa de Desenvolvimento em Newark

Nos Estados Unidos, durante a segunda metade do século passado, a pesquisa precedeu

e informou o desenvolvimento do curriculo, que mais tarde foi disseminado e
implementadao(Levin, 2004) No entanto, as realidades das &s® a natureza pré

fabricada dos curriculos significaram que os curriculos ndo foram implementados de
acordo com a pesquisa que os infornjBtugelmann, 1975; Fulla& Pomfret, 1977;

Roehrig, Kern, & Kruse, 2007Mediante um esfor¢o explicito para lidar com essas

tensdes, investigadores educacionais nos EUA elaboraram novas teorias e metodologias.

Esse novo génerde investigacdo combina pesquisa aplicada e pura para desenvolver
projetos orientados por teoria, para entender como a sua implementacdo molda
processos educacionais e para extrair resultados geradores de teorias. Duas publicacdes
influentes,Brown (1992)e Collins (1992) lancaram asdses para os desenvolvimentos
posteriores dalesign researclkem varios campos educacionais como na Educacéo
Matematica. Barbosa e Oliveira2015) usam a eXpress«o np
desenvol vi ment oo como a t rdesignresearchpgual,a a | 2 r
na lingua inglesa, também aparece catesignbased researchdesign experiments,

design studiefCobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003; Confrey, 2005;
Easterday, Lewis, & Gerber, 2014)No presente artigo, usaremos a expressao de

Barbosa e Oliveir§2015) pesquisa de desvolvimento.

O principal objetivo da pesquisa de desenvolvimento € criar teorias de ensino sobre a
aprendizagem de alunos e desenvolver materiais educacionais que sejam projetados para
apoiar essa aprendizagéfdravemeijer & Cobb, 2006 Essa metodologia de pesquisa

tem também como finalidadprojetar resultados de pesquisa tanto em produtos Uteis,
como materiais educacionaisnsightscientificos relacionados, ou em teorias acerca de
como esses produtos podem ser usados na eduf(Bafmosa & Oliveira, 2015;
McKenney & Reeves, 2012; van den Akker, Gravemeijer, McKenney, & Nieveen,
2006) Portanto, tem o potencial de concretizar o objetivo de preencher a lacuna entre a
pratica educacional etaoria.

A colecdo de metodologias de pesquisaddsigntem vérias caracteristicas comuns.
Investigadores que empregam e descrevem a pesquisiestg identificaram as
seguintes cinco caracteristicas comuns:

intervencionista

teoria generativa

prospetivo geflexivo

iterativo e ecologicamente valido
orientado para a pratica

T> T> T T>o T
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Uma descricdo das cinco caracteristicas fgedencontrar em Powell e AR018) Em
termos do projeto colaborativo entre pesquisadores e professores de Newark, além de
possuir as cinco caracteristicas de pesquisa de desenvolvimento, ele esta estruturado
numa sequéncia de trés fases.

Na Fase |, a equipa de pesquisenvolve tarefas matematicas, usando as barras de
Cuisenaire (veja a Figura 3), e uma sequéncia de ensino apropriada para envolver os
alunos do segundo ano a desenvolver seu conhecimento conceitual de fragdes. A equipa
também projeta o seu protocolo dadeta de dados, que inclui sessbes deguis de
gravacao de video do trabalho dos alunos em tarefas do projeto e digitalizacdo de seu
trabalho escrito para reunir suas interacdes discursivas e inscritiveis.

Figura 2i As barras de Cuisenaire, demanhos e cores diferentes, organizatasima
forma-«o0o de fAescadari ao

Na Fase Il ocorre num programa apds a escola. Os quatro professores da equipa de
pesquisa implementam as tarefas do projeto com estudantes do segundo ano e,
imediatamente apds cadalaua equipa faz uma reunido de reflexdo. Cada par de
professores orienta o trabalho de 15 alunos com 24 sessbes de implementagcédo, duas
vezes por semana durante 12 semanas consecutivas; cada sessdo dura 60 minutos.
Durante essas sessOes, 0s restantesymtabros da equipa observam os professores
enguanto eles implementam as tarefas do projeto. Nas sessdes de reflexdo, cada uma
com duracao de uma hora, a equipa refletira sobre o trabalho dos estudantes e determina
se e como revisar as tarefas do projeta p@oiar o conhecimento conceitual emergente

dos estudantes de magnitude de fracdo, ordem, equivaléncia e desigualdade. Antes e
depois das 12 semanas de tarefas fracionarias, a equipa de avaliacdo trabalha com os
alunos para coletar dados académicos, tiwgsi e sociais dos jovens. Um grupo
separado de alunos s6 completard essa avaliagdo e ndo participard das sessbes de
fracOes. Essas sessdes de 30 minutos podem ocorrer durante o periodo de extensao, no
final do dia letivo normal.

Na Fase lll, a equipa dpesquisa analisara o trabalho discursivo e inscritivel dos
estudantes para entender e relatar a sua compreenséao conceitual de magnitude de fragéo,
ordem, equivaléncia e desigualdade, bem como as possibilidades e obstaculos-de fracéo
de-quantidade.

O nossoorojeto de pesquisa em desenvolvimento em sala de aula esta ocorrendo numa
escola K8 das Escolas Publicas de Newark (NPS), localizada no norte de Nova Jersey.

O NPS tem uma populacdo estudantil que tem 46% de afrodescendentes e 45% de
latinos (Newark Public Schools, 20160s estudantes vém de familide baixo

46



EIEM 2018

rendimento, onde 79% dos estudantes sdo elegiveis para almogos gratuitos ou a preco
reduzido(Newark Public Schools, 2016fom relacdo ao desempenho em matematica
dos estudantes, na primavera de 2016, comparado a média do estado,(8tat2 %

New Jersey Department Bfducation, 2016)apenas 22% dos estudantes da NPS do 3.°

ao 8.° ano atingiram ou excederam as expectafiVewark Public Schools, 2016

ambito estaduaddministradé Partnership for Assessment of Readiness for College
and Careers (em portuguéarceria para Avaliagdo da Prontiddo para o Colégio
Carreiras) (PARCC).

Os objetivos do projeto sdo entender e registrar as possibilidades e os obstaculos da
implementacédo de uma perspetiva, fragdéguantidade, para ampliar os entendimentos
conceituais de fragOes de estudantes de segundo ano (7 am@dejeespecificamente

sobre as propriedades matematicas de magnitude, ordem, equivaléncia e desigualdade.
A pesquisa esté norteada por a seguinte questdo: Por meio do engajamento com tarefas
de fracdede-quantidade, de uma perspetiva de medicdo, gem@nientos conceituais

de fracBes e sentido fracionario os estudantes do segundo ano desenvolvem?

Precisamos explicar por que razdo tomamos a perspetiva de medicdo para desenvolver a
nocao de fragdes e o que significa frad@guantidade. As visGes cont&is dos

objetos matematicos tém fontes histéricas que, por sua vez, podem moldar perspetivas
ontoldgicas e epistemoldgicas, bem como préaticas pedagdgicas sobre os objetos. Para
compreender a sua natureza ou a ontologia de um objeto matematico, deveryzs co

com uma andlise histérica da sua origem. A consciéncia da génese do objeto
influenciard as nossas perspetivas acerca de como se adquire conhecimento dele, ou
seja, sobre sua epistemologia. Um exemplo deste movimento ontolégico e
epistemolégico € o cgunto de objetos matematicos que formam uma das
representacdes de nimeros raciahais numeros fracionarios.

Nas culturas mesopotamicas e egipcias, ao longo dos rios Tigre, Eufrates e Nilo, com o
nascimento da agricultura, as condi¢des materiais intn@hnza necessidade de
inventar maneiras cognitivas para medir quantidades de terrenos, colheitas, sementes, e
assim por diante, para registar as medidas, e para as classes dominantes coletarem
impostos(Clawson 1994/2003; Struik, 1948/1967Para mensurar as distancias dos
terrenos, 0s agrimensores antigos esticavam cordas, nas quais o comprimento entre dois
nos representava uma unidade de medida. Nessa pratica social de medir, por exemplo,
comprimentos sugem a geometria e os numeros fracionaakeksandrov, 1963;
Caraca, 1951; Roque, 2012)

Com a evidéncia escrita de tetds de argila e papiros, sabemos que primeiro na
Mesopotamia e logo depois no Egito as notagcdes numéricas surgiram como dispositivos
semidticos abstratos. Embora os mesopotamios tivessem maneiras para expressar
fracbes, ndo eram distintas dos numeros aletagem. Em contraste, os egipcios
desenvolveram um sistema de escrita para registrar fragcbes que as diferenciava dos
nameros para contdClawson, 1994/2003)Segundolfrah (1981/1998) os egipcie

antigos expressaram fracbes como apenas fracdes unitarias (ou seja, fracbes cujos
numeradores sdo um). Com excecdo da fracdo uma metade, eles usaram o hierdglifo
para fAbocad sobre a express«o num®rica hi
além deuma metade, tiveram simbolos hieroglificos especiais para mais trés outras
fracOes: dois tercos, um quarto e trés quaftivah, 1981/1998; Roque, 2012pDs

egipcios antigos expressaram o valor de uma fracdo eamdo como- - - mas

como decomposto de uma soma de diferentes fracOedasmtamo- —.
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A nocao de fracade-quantidade € distinta da ideia comumente apresentada de fracdes

como partes de um todo. Nessa visdo, uma fracdo € uma relacdo estabelecida entre
partes de um todo dividido em partes iguais. Esta nocao de partefiddcatapoiar a

ideia errobnea de que uma fragdo € composta de duas quantidades diferentes e impede a
compreensao de fracdes impropridzur, 1999) Além disso, como Lamon (2001)

enfati za, Amat emat i c¢c ame nrétagdo partgpicdo daoffagda i ¢ a me
n«o ® suficiente como base par a o] Siste
Alternativamente, na perspetiva da fraglequantidade, uma fracdo € uma reld@;ao

uma comparacao multiplicatiaentre duas quantidades com a mesma uridsliais
especificamente, no dominio do material, suponha que dois olgje¢as, tenham um

atributo mensuravel comum, como comprimento com uma unidade camongeo é

igual ®unidades dé e 6 é igual awunidades dé. O comprimento de um objetoé a

fracdo ¥ & do comprimento do outro objetd, Assim, a fraca@ido descreve uma

relacdo entre os dois objetasge 6, e a relagdo é uma comparacdo multiplicativa,

igual (¥ de 8, uma vez que uma quantidad um multiplicador da outra. A fragée-

quantidade é estaifiode ou, equivalentement&fc . E uma medida dé em relacéo

a 0. Esta visdo de fracdes € informada e consistente com perspetivas hattivicas

da Histéria da Matematica e Educac#atematica(Caraca, 1951; Davydov &
Tsvetkovich, 1991a, 1991b; Dougherty & Venenciano, 2007; C. Gattegno, 1960/2009;

Morris, 2000; Schmittau & Morris, 2004)

Com base nessa perspetiva ontologica, postulamos a seguinte posicdo epistemoldgica
sobre como o conhecimento de fragbes pode emergir:

1. O estudo das fracdes contém dois componentes: frdgfpsantidade e
fracGescomenumeros.

2. O sentido fracionario desenvotée por meio do estudo de fracdks
guantidade. Elas fornecem a base material e tedrica para o estudo posterior
de fracbescomoenumeros e operacdes com fracdes.

Sentido Fracionéario

Tian e Sieglef2017)descrevem o entendimento de magnitude como uma caracteristica
definidora do sentido fracionario. Segundo os autores, compreender a magnitude
implica determinar a razoabilidade das respostas emdaidveomparacédo e calculo.
Jordan, Resnick, Rodrigues, Hansen e Dy&#017) também retratam a magnitude

como um elemento vital do sentido fracionario, explicando que aqueles que tém sentido
fracionario podem representar e comparar magnitudes e posicionar com exatiddo as
magnitudes dafracdes em uma reta numérica. Fennell e K&Df7)discutem o uso de

retas numeéricas e outras representacdes variadas na comparacao, ordenacgdo e trabalho
com a equigléncia de fracdes. A ideia de representacdo € ampliada por alguns autores
para incluir ndo apenas representacdes usadas no trabalho com magnitude, mas também
a nocado de que fracdes podem representar coisas dife(Eatewll & Karp, 2017,

Thomas E Kieren, 1980; R. Siegler et al., 200@yando se pensa em magnitude, as
fracbes sdo reconhecidas como numeros, mas as fracbes também podem ser
interpretadas como relagbes de parte/todo, razdes, quocientes, medidas ou operadores
(Thomas E Kieren 1980) A consciéncia e a capacidade de trabalhar com essas
diferentes interpretacfes de fragcbes se somam a descricdo estabelecida de sentido
fracionario. R. Siegler et a2010)também afirmam que aqueles que possuem sentido
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fracionario entendem porque procedimentos com fraf@imsm sentido e relacionam

um entendimento informal de compartilhamento e proporcionalidade com fracdes. Mais
amplamente, Utley e ReedéP012)descrevem o sentido fracioc
sensacao intuitiva parfaacdes e relacbes fracionarias; [e] pensamento flexivel sobre

fracOes (por exemplo, pode usar fragdes de referéncia para determinar a razoabilidade

das opera-»es cot@aduddormsy@es) o0 ( p. 1148,

Reformulando o Sentido Fracionéario

Ao sintetizar a literatura sobresentido fracionaripdescrevemos o0 mesmo em termos

das trés categorias que se sobrepdem e interagem: flexibilidade, razoabilidade e
magnitude, tanto nasimbolicas quanto simbdlicas. E importante notar que essas
categoria amplas também representam uma sintese das caracteristicas gerais do sentido
numerico, para as quaissentidofracionario € um subconjunto. Com isso em mente,
descreveremos agora como flexibilidade, razoabilidade e magnitude se manifestam para
o sentidofracionario(ver Figura 3).

Flexibilidade referese a concecdes, representacdes e estratégias de calculo. Implica a
capacidade de trabalhar com fracdes, quer sejam concebidas como uma relacao
parte/todo, quociente, medida, razdo ou operador. Isso inciia &s fragcbes nao
simbdlicas na forma de matrizes de pontos ou outras representacfes visuais, quanto as
fracOes simbdtias que usam algarismos arabi¢ioswis, Matthews, & Hubbard, 2015;
Matthews, Lewis, & Hubbard, 2016A flexibilidade é caracterizada pelailatade

mental de alternar entre formas de uma fracdo, dependendo do que é mais apropriado,

dado um contexto especifico. Por exemplppderia ser pensado como uma soma de
por¢cdes, como um e dois quartos, ou um quarto de seis. Também poderia ser um
multiplo de por¢cdes, como seis vezes-gmarto. A representacdo escolhida para

poderia ser um modelo de area, uma reta numeérica, um conjunto de objetos, um modelo
linear ou alguma outra imagem visual, concreta, simbdlica ou mental que ajude a
entender a fra&ip no contexto do modelo em um determinado cenério. A forma e a
representacdo podem facilitar o célculo, tornamdoenos complexo e mais intuitivo.

Isto é evidente no caso de se usar uma reta numeérica para adiciopar Podese

colocar umd no locd de ume-meio numa reta numérica, depois decompam ume-

dois-quartos, seguido pela movimentacdodl@m e dois quartos da reta numérica a
partir de sua posicao inicial. Essa estratégia mostra flexibilidade em pensar sobre
fracdes, pois ha um fazeentido da forma de que simplificar4 o célculo. Uma vez o
calculo realizado, a razoabilidade do resultado seria considerada.

Como continuacdo da expressdo do sentido fracionario, a razoabilidade questiona a
plausibilidade. A razoabilidade foi ativada fjamente com a flexibilidade em
considerar se diferentes formas da frag&@o de fato equivalentes. Um entendimento

de que quatrguartos é equivalente a um e que -gt@artos € equivalente a dois
informa decisbes sobre os valores aceitaveis para egaaagom-. Razoabilidade

também foi envolvida na avaliacdo de que&vdenotandop- na reta numérica foi

colocado no local correto, e se o nimero trés é um resultado sensato de adigionar

Entender os efeitos das operacdes € uma parte impattaata@liacdo da sensibilidade.
Como é que adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir por uma fracdo altera o nimero
original? E se a fracdo que age na quantidade original for maior que, menor que, ou
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igual a um? Essas questdes sao centrais para deteamizzwabilidade das operacdes
envolvendo fragbes. A linha de pensamento necessaria para se envolver nessas
atividades mentais sobrepée ao conhecimento de magnitude. A avaliacdo da
sensibilidade é essencialmente uma atividade na comparacdo do que sebsabo
tamanho relativo da quantidade em questdo em comparacdo com outros nidmeros ou
com o operando que age sobre ela. Desta forma, a compreensdo da magnitude € o
principio central do sentido fracionario.

Fraction Sense

Flexibility

Reasonableness

Figura 3i A relacdo entre os trés componerdessentido fracionaréd razoabilidade,
flexibilidade, bem como magnde ndesimbdlica e simbdlica

s

Na Figura 3, o significado da magnitude € representado por sua posicado central e
intersecdo com o0s outros dois componentes. A magnitude inclui a compreensdo
numerosidade para ambas as fracdessiribolicas representadas por matrizes de
pontos ou outras representacdes visuais e fracdes simbolicas envolvendo algarismos
arabicos. As linhas pontilhadas que separam os componentes significam limites porosos
ente os trés elementos.

R. S. Siegler, Thompson e Schnei{@11)suportam a centralidade da magnitude para

o sentido fracionario. Por meio de um estudo empirico, os autores descobriram que o
conhecimento da magnitude numérica influencia grandemente a compreenséao geral das
fracbes. Ser capaz de representar com exatidamagnitudes das fracdes ndo esta
vinculado apenas a proficiéncia na aritmética fracionaria, mas também explica as
diferencas nos resultados dos testes de matematica em um grau maior do que a
proficiéncia na aritmética fracionaria. De fato, R. S. Sie(@616) postula que uma

compreensao de magnitudes numeéricas unifica o conhecimento de ambas as fragbes e

n“Ymer os inteiros. El e o b <ienniy, a conhéclmpnioade a n Yame
magnitudes numéricas esta correlacionado, preditivo e causalmente relacionado a outros
aspetos cruciais da matem8ti ca, i N¢R. ui ndo &

S. Siegler, 2016, pp. 341, traducdo nas€amo tal, ele conclui que as intervencdes
gue visam o desenvolvimento do conhecimento de magnitude numéricantivera
amplo escopo de beneficios positivos para a compreensdo de nimeros inteiros e fracoes.
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A importancia da magnitude para o sentido fracionario e sua relacdo com a flexibilidade
e a razoabilidade estdo retratadas na Figura 3. Como descrito anteriotardnte,
racionalidade quanto a flexibilidade requerem a ativacdo do conhecimento referente a
magnitude de nameros. Além disso, ndo ha uma linha clara de demarcacédo entre
flexibilidade e razoabilidade, dado que esses componentes do sentido fracionario
tamk&m se informam uma a outra. As decisdes de escolher as categorias amplas de
flexibilidade, razoabilidade e magnitude para caracterizar o sentido fracionario, embora
Nao se concentrem em outros recursos da literatura estabelecida, sé&o intencionais. O
principio orientador subjacente & nossa nog¢do de sentido fracionario € o de que o
conhecimento e as a¢les que ele incorpora sao fundamentados na criacdo de sentido e
nao na aplicacdo de um algoritmo aceite ou de um fato memori@kdmp (1971)
fornece uma estrutura util para diferenciar o conhecimento matematico ao longo das
dimensdes do tipo de entendimento que ele representa. A compreensao relacional
descreven conhecimento ndo apenas do que fazer, mas por qut fazgor que ele
funciona. Esse tipo de entendimento exige um foco nas relacdes e conexdes conceituais.
Contrariamente, a compreensao instrumental representa memorizacdo e procedimentos
sem conexdefSkemp, 1976)Apenas os aspetos da literatura estabelecidaefjeéem

a compreensao relacional sdo incluidos na nossa caracterizacdo do sentido fracionario.
Em ultima andlise, a flexibilidade na escolha da representacdo mais adequada para um
determinado contexto e a avaliacdo critica da razoabilidade das aproxireag6ss
resultados calculados sédo os dois modos pelos quais os alunos podem compreender 0s
nameros envolvidos na atividade matematica. Considerando a sua relacdo com o
conhecimento da magnitude do numero, a flexibilidade, a razoabilidade e a magnitude
representam todas as caracteristicas que definem a nossa nocédo de sentido fracionario.

Consideracdes Finais

7

A projeto baseado na pesquisa de desenvolvimento € uma colaboracdo entre
pesquisadores deutgers UniversigNewarke professores que ensinam Matematica nos
anos inicias d&ity of Newark Fora do horario normal da escola, estamos trabalhando
com 30 alunos do segundo ano. Conviddosopara trabalhar em pequenas grupos de 3
alunos nas tarefas que elaboramos que tratanfragcbesie-quantidade, usando os
materiais manipulativas de barras de Cuisenaire (Figura 2). Neste momento, o projeto
estd em andamento. Estamos no meio das 12 semanas. Entdo, ainda ndo temos
resultados para apresentar. No entanto, podemos afirmar sq@stwdantes estéo
comparando comprimentos entre as barras e logo vdo nomear comprimentos em termos
de uma unidade de medida. Os valores das medidas de alguns comprimentos vao ser um
multiplo exato da unidade de medida e os valores de outras medidas rvdo se
representados como fracdes. E assim, os estudantes irdo construindo a sua compreensao
de fracOegle-quantidades e desenvolver o seu sentido fracionario. O modelo
instrucional do projeto, que chamamos o Modelo InstructidAalesta descrito em

Powell (2018)

Referéncias

Aleksandrov, A. D. (1963). A general view of mathematics (S. H. Gould & T. Bartha,
Trans.). In A. D. Aleksandro\A . N . Kol mogorov, & M. A
Mathematics: Its content, methods, and mearivig). 1, pp. 264). Cambridge,

MA: Massachusetts Institute of Technology.

51



EIEM 2018

Bailey, D. H., Hoard, M. K., Nugent, L., &eary, D. C. (2012). Competence with
fractions predicts gains in mathematics achievemémirnal of Experimental
Child Psychology, 113), 447455. doihttps://doi.org/10.1016/].jecp.2012.06.004

Barbosa, J. C., & Oliveira, A. M. P. d. (201P)pr que a pesquisa de desenvolvimento
na Educacdo MatematicR?e r specti vas da E®b266486.- «0 Mat en

Behr, M. J., Khoury, H. A., Harel, G., Post, T., & Lesh, R. (1997). Conceptual Units
Analysis of Preservice Elementary School Teachers' Strategies on a Rational
NumberasOperator Task.Journal for Research in Mathematics Education,
28(1), 4869. d0i:10.2307/749663

Biesta, G. (2007). Bridging the gap between educational research and educational
practice: the need for critical distandéducational Research and Evaluation,
13(3), 295 301.

Boot h, J. L., & Newt on, K. J. (2012) . Frac
doorman? Contemporary Educational Psychology, (&) 247253.
doi:https://doi.org/10.1016/j.cedpsych.2012.07.001

Brown, A. L. (1992). Design experiments: Theoretical and methodological challenges
in creating complex interventions in classroom settingse Journal ofthe
Learning Sciences(2), 141178.

Brugelmann, H. (1975). Lost in the desert of innovation thd&twy mirage of
dissemination and implementatididucation for Teachin@8), 4360.

Campos, T. M. M., & Rodrigues, W. R. (200A. i d®i a de nshirdace da
conceito do nR/EnelE MARreaciset malEl et r 1 ni ca d e
Mat e m8§ @689, 2

Caraca, B. d. J. (1951 onceitos fundamentais da Matematit¢asboa: Tipografia
Matemaética.

Carpenter, T. P., Corbitt, M. K., Kepper, H. S., Lindquist, M. M., & Reys, R. E. (1980).
Results of the second NAEP mathematics assessment: Secondary school.
Mathematics Teacher, (&), 329338.

Clarke, D. M., Roche, A., Mitchell, A., & Sukenik, M. (2006)ssessing student
understanding of fractions using tdsésed interviews. In J. Novotna, H.
Moraova, M. Kratk4d, & N. a. Stehlikovd (EdsProceddings of the 30th
Conference of the international Group for the Psychology of Mathematics
Education(Vol. 2, pp. 33%344). Prague: Charles University.

Clawson, C. C. (1994/2003Fhe mathematical traveler: Exploring the grand history of
numbersCambrige, MA: Perseus.

Cobb, P., Confrey, J., diSessa, A., Lehrer, R., & Schauble, L. (2@&)ign
experiments in edwational researclieducational Researcher, @D, 9-13.

Collins, A. (1992). Toward a Design Sciencé¢
(Eds.), New Directions in Educational Technologgpp. 1522). Berlin,
Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg.

Confrey, J. (2005). The evolution of design studies as methodology. In R. K. Sawyer
(Ed.), The Cambridge Handbook of the Learning Scienggs. 135152).
Cambridge: Cambridge University Press.

52


https://doi.org/10.1016/j.jecp.2012.06.004
https://doi.org/10.1016/j.cedpsych.2012.07.001

EIEM 2018

Courant, R., & Robbins, H. (1941/1996)Vhat is mathematics?: An elentary
approach to ideas and methof(®nd revised by lan Steward, ed.). Oxford: New
York.

Davydov, V. V., & Tsvetkovich, Z. H. (1991a). The object sources of the concept of
fractions. In V. V. Davydov & L. P. Steffe (EdsJpviet studies in mathematics
education. Volume 6. Psychological abilities of primary school children in
learning mathematic§p. 86147). Reston, VA: National Council of Teachers of
Mathematics.

Davydov, V. V., & Tsvetkovich, Z. H. (1991b). On the objective origin of the concept
of fractions.Focus on Learning Problems in Mathematicg(1)313-64.

Dougherty, B. J., & Venenciano, L. C. H. (2007). Measure Up for Understanding.
Teaching Children Mathematics, (B3, 452-456.

Driscoll, M. (1982).Research within reach: Secondary school mathemaReston,
VA: National Council of Teachers of Mathematoics.

Easterday, M. W., Lewis, D. R., &erber, E. M. (2014). Desigmased research
process: Problems, phases, and applicati@@sning and becoming in practice:
The international conference of the learning sciences (ICLS) 20a4 1, pp.
317-324).

Fennell, F., & Karp, K. (2017). Fraction i&=: Foundational Understandingsurnal
of Learning Disabilities, 5®), 648650. doi:10.1177/0022219416662030

Flagg, G. (1983)Numbers: Their history and meanirigineola, NY: Dover.

Fullan, M., & Pomfret, A. (1977). Research on Curriculum and Instnct
Implementation. Review of Educational Research, (2 335397.
doi:10.2307/1170134

Gattegno, C. (1960/2009Ar i t hmet i c: A teacheroés- introd
Gattegno method of teaching arithmetidew York: Educational Solutions
Worldwide.

Gattgno, G. C., & Hoffman, M. R. (1976Handbook of activities for the teaching of
mathematics at the elementary schdtw York: Human Education.

Gravemeijer, K., & Cobb, P. (2006). Design research from a learning design
perspective. In J. van den Akker, &ravemeijer, S. McKenney, & N. Nieveen
(Eds.),Educational Design Resear¢hp. 1751). New York: Routledge.

Ifrah, G. (1981/1998).The universal history of numbers: From prehistory to the
invention of the comput€D. Bellos, E. F. Harding, S. Wood, &NMonk, Trans.).
London: Harvill.

Jordan, N. C., Resnick, I., Rodrigues, J., Hansen, N., & Dyson, N. (2017). Delaware
longitudinal study of fraction learning: Implications for helping children with
mathematics difficultieslournal of Learning Disabilitiesh0(6), 621630.

Kieren, T. E. (1976). On the mathematical, cognitive and instructional foundations of
rational number. In R. A. Lesh (EdMumber and measuremefp. 101144).
Columbus, Ohio: ERIC Clearinghouse for Science, Mathematics, and
Environmenal Education.

Kieren, T. E. (1980). The rational number constiteelements and mechanisms. In T.
E. Kieren (Ed.),Recent research on number learnifpp. 125150). Columbus,

53



EIEM 2018

Ohio: ERIC Clearinghouse for Science, Mathematics, and Environmental
Education

Kieren, T. E. (1980). The rational number construct: Its elements and mechanisms.
Recent research on number learninig@5149.

Kieren, T. E. (1988). Personal knowledge of rational numbers: Its intuitive and formal
development. In J. Heibert & M. J. Befitds.),Number concepts and operations
in the middle gradeop. 4984). Reston, VA: Lawrence Erlbaum.

Lamon, S. J. (2001). Presenting and representing: From fractions to rational numbers. In
A. Cuoco & F. Curcio (Eds.),The Roles of Representations Bchool
Mathematics- 2001 Yearbook(pp. 146168). Reston: National Council of
Teachers of Mathematics.

Lamon, S. J. (2005).eaching fractions and ratios for understanding: Essential content
knowledge and instructional strategies for teach€2mnd ed.). w York:
Lawrence Erlbaum Associates.

Lamon, S. J. (2007). Rational numbers and proportional reasoning: Toward a theoretical
framework for research. In J. F. K. Lester (E&¢cond handbook of research on
mathematics teaching and learning: A Project ok tNational Council of
Teachers of Mathemati¢pp. 629667). Charlotte, NC: Information Age.

Levin, B. (2004). Making Research Matter MoEalucation Policy Analysis Archives,
12(56).

Lewis, M. R., Matthews, P. M., & Hubbard, E. M. (2015). Neurocogndinahitectures
and the nonsymbolic foundations of fractions understanding. In D. B. Berch, D. C.
Geary, & K. M. Koepke (Eds.Development of mathematical cognition: Neural
substrates and genetic influengpp. 141 160). San Diego, CA: Academic Press.

Lin, C.-Y., Becker, J., Byun, MR., Yang, D-C., & Huang, T-W. (2013). Preservice

Teachers6 Conceptual and Procedur al Kno

Comparative Study of the United States and Taiw@ohool Science and
Mathematics, 113), 41-51. doi:dxdoi.org/10.1111/j.1948594.2012.00173.x

Ma, L. (1999). Knowing and teaching elementary mathematics: Teachers'
understanding of fundamental mathematics in China and the United .States
Mahwah: Lawrence Erlbaum.

Mack, N. K. (1990). Learning fractions withnderstanding: Building on informal
knowledge Journal for Research in Mathematics Education(12116-32.

Maher, C. A., & Yankelewitz, D. (Eds.). (201Q.hi | dr ends reasoning
fraction ideas Boston: Sense.

Matthews, P. G., Lewis, M. R., &ubbard, E. M. (2016). Individual differences in
nonsymbolic ratio processing predict symbolic math performadpsgchological
Science, 2(2), 192202. doi:10.1177/0956797615617799

McKenney, S., & Reeves, T. C. (2018onducting educational design researtNew
York: Routledge.

Morris, A. K. (2000). A teaching experiment: Introducing fourth graders to fractions

W

from the Vi ewpoi nt of measuring guanti

curriculum.Focus on Learning Problems in Mathematicg2)23283.

Y



EIEM 2018

Moses, R., Kamii, M., McAllister Swap, S., & Howard, J. (1989). The Algebra Project:
Organizing in the spirit of Ellddarvard Educational Review, §9), 423443.

Moses, R., West, M. M., &auvis, F. E. (2009). Culturally responsive mathematics
education in the Algebra Project. In B. Greer, S. Mukhopadhyay, A. B. Powell, &
S. NelsorBarber (Eds.)Culturally responsive mathematics educatigp. 239
256). New York: Routledge.

Moses, R. P. @94). Remarks on the struggle for citizenship and math/science literacy.
Journal of Mathematical Behavior, (ID7-111).

Moses, R. P., & Cobb, C. E., Jr. (200Radical equations: Math literacy and civil
rights. Boston: Beacon.

National Research Counc{R002).Scientific research in educatiokVashington, DC:
National Academy Press.

Newark Public Schools. (2016). District Summary. Retrieved from
http://www.nps.k12.nj.s/departments/dat@search/districsummary/

Ni, Y., & Zhou, Y -D. (2005). Teaching and learning fraction and rational numbers: The
origins and implications of whole number bi&sucational Psychologist, 40D),
27-52.

OECD. (2014). A profile of studemgerformance in mathematiddSA 2012 results:
What students know and candd8tudent performance in mathematics, reading,
and sciencgVol. 1, Revised edition, February 2014, pp-13¥). Paris: OECD
Publishing.

Powell, A. B. (2018). Reaching back to advan®owards a 21stentury approach to
fraction knowledge with the 4Anstructional Model Revista Perspectiva, 89),
399420.

Powell, A. B., & Ali, K. V. (2018). Design research in mathematics education:
Investigating a measuring approach to fractiorsedn J. F. Custddio, D. A. da
Costa, C. R. Flores, & R. C. Grando (Ed®)r o gr a maGrdaed uRa--sk 0 e m
Educa-«o0o Cient2fica e Tecnol  -gica (PPGEC
ensino( pp .-2422)1. S«o Paulo: Livraria da F2sic

Ritchie, S. J., & Bates, T. C. (201&nduring links from childhood mathematics and
reading achievement to adult socioeconomic stésigchological Science, €4,
1301-1308.

Roehrig, G. H., Kern, A., & Kruse, R. A. (2007). Teacher and school chasticteand
their influence on curriculum implementatiodournal of Research in Science
Teaching, 447), 883907. doi:10.1002/tea.20180

Roque, T. (2012)Histéria da matematica: Uma visdo critica, desfazendo mitos e
lendas Rio de Janeiro: Zahar.

Schmittau,J., & Morris, A. (2004). The development of algebra in the elementary
mathematics curriculum of V.V. DavydoVhe Mathematics Educator(X, 60
87.

Siegler, R., Carpenter, T., Fennell, F., Geary, D., Lewis, J., Okamoto, Y., ... Wray, J.
(2010). Develping Effective Fractions Instruction for Kindergarten through 8th
Grade. IES Practice Guide. NCEE 204@B9.What Works Clearinghouse

55


http://www.nps.k12.nj.us/departments/data-research/district-summary/

EIEM 2018

Siegler, R. S. (2016). Magnitude knowledge: the common core of numerical
developmentDevelopmental Science, (B9, 341361. doi:10.1111/desc.12395

Siegler, R. S., Duncan, G. J., DaWsan, P. E., Duckworth, K., Claessens, A., Engel,
M., . . . Chen, M. (2012). Early Predictors of High School Mathematics
Achievement. Psychological Science, 3, 691697.
doi:doi:10.1177/0896797612440101

Siegler, R. S., Fazio, L. K., Bailey, D. H., & Zhou, X. (201Byactions: the new
frontier for theories of numerical developmeiitends in Cognitive Sciences,
17(1), 1319. doihttps://doi.org/10.1016/].tics.2012.11.004

Siegler, R. S., Thompson, C. A., & Schneider, M. (2011). An integrated theory of whole
number and fractions developmerognitive Psychology, 62), 273296.
doi:doi:10.1016/j.cogpsych.2011.03.001

Silva, C. M., Moses, R. P., Rivers, J., & Johnson, P. (1990). The Algebra Project:
Making middle school mathematics coudburnal of Negro Education, $3),
375391.

Skemp, R. R. (1971).he psychology of learning mathematieenguin Books.

Skemp, R. R.(1976). Relational Understanding and Instrumental Understanding:
Mathematics Teaching.

State of New Jersey Department of Education. (2016). PARCC Spring State Summary
Report, Mathematics 03 SY 20PD16. Retrieved  from
http://www.state.nj.us/education/schools/achievement/index.html

Struik, D. J. (1948/1967)A concise history of mathemati¢3rd Revised ed.). New
York: Dover.

Tian, J., & Siegler, R. S. (2017). Fractions l@éagnin children with mathematics
difficulties. Journal of Learning Disabilities, §6), 614620.

Torbeyns, J., Schneider, M., Xin, Z., & Siegler, R. S. (2015). Bridging the gap: Fraction
understanding is central to mathematics achievement in studentsttirem
different continents.  Learning and Instruction, 37 513.
doi:http://dx.doi.org/10.1016/j.learninstruc.2014.03.002

Tucker, A. (2008). Fractions and units in everyday life. In BViadison & L. A. Steen
(Eds.), Calculation vs. context: Quantitative literacy and its implications for
teacher educatior(pp. 7586). Washington, DC: Mathematical Association of
America.

Tzur, R. (1999). An integrated study of children's construction pfoper fractions and
the teacher's role in promoting that learnibgurnal for Research in Mathematics
Education, 3(4), 390416.

Utley, J., & Reeder, S. (2012). Prospective Elementary Teachers' Development of
Fraction Number Sensmvestigations irMathematics Learning,(2), 1-13.

Vamvakoussi, X., & Vosniadou, S. (2004). Understanding the structure of the set of
rational numbers: a conceptual change apprdasdrning and Instruction, 18),
453467. doihttps://doi.org/10.1016/j.learninstruc.2004.06.013

van den Akker, J., Gravemeijer, K., McKenney, S., & Nieveen, N. (Eds.). (2006).
Educational Design ReseardNew York: Routledge.

56


https://doi.org/10.1016/j.tics.2012.11.004
http://www.state.nj.us/education/schools/achievement/index.html
http://dx.doi.org/10.1016/j.learninstruc.2014.03.002
https://doi.org/10.1016/j.learninstruc.2004.06.013

EIEM 2018

Wu, H-H. (2001). How to prepare students for algeBraerican Educator, 42), 1-7.

57



EIEM 2018

58



EIEM 2018

GRUPO DE DISCUSSAO 1

Investigando a aula

59



EIEM 2018

6C



EIEM 2018

GRUPO DE DISCUSSAO 1
INVESTIGANDO A AULA
Alexandra Rodrigues

Instituto deGouveial Escola Profissional &UIED
alexsofiarod@gmail.com

Susana Carreira

Faculdade de Ciénciaseecnologia, Universidade do Algarve & UIDEF, Instituto de
Educacao, Universidade de Lisboa

scarrei@ualg.pt

O estudo de registos e documentos do passado-mpsda recontextualizar o
significado das suas dinamicasdos seus tracos estruturantes e a projetar o que se
espera e defende para a educacao do século XXI. Matos (2018) refere que a Educacao
Matematica, a partir dos anos 60, desloca o centro de ateng¢do da resposta imediata a
problemas de pratica para a aulpassa a incorporar no seu trabalho uma vertente de
investigacdo. Esta perspetiva investigativa procura perceber que métodos de ensino
funcionam na aula, como se estimula e apoia a aprendizagem dos alunos e qual o papel
do professor na promoc¢édo dessa agpimagem, usando metodologias de pesquisa
adequadas para responder a tais questfes. As grandes questdes que se foram colocando
tém vindo a receber, ao longo dos anos, mdltiplas contribui¢cdes da investigacao, através
de abordagens diversas, seja de cunhaitieg ou sociocultural (e.g. Gellert, Knipping

& StraehlerPohl, 2018; Hérold, 2014; Lerman, 1994; Nickson, 1994; Presmeg, 2016).
Parece ser hoje relativamente claro que a aula de matematica € intensamente investigada
em todo o mundo. Sdo atualmente int@otes para a investigacdo os cenarios da aula

de matematica que correspondem a ambientes de aprendizagem efetiva e de
desenvolvimento de atitudes positivas relativamente a matematica. O estudo em torno
de tais cenarios remete, entre outros resultados, par criacdo de um espagco em que

os alunos sejam envolvidos em pensamento matematico; ii) a introducao de tarefas e
atividades ricas, que estimulem capacidades de nivel superior; iii) a constru¢cdo de um
ambiente de questionamento e investigacdo, emaquemunicacdo tem um papel
essencial; iv) a introdugcdo de materiais e recursos que estimulem a compreensao e
contribuam para desenvolver o raciocinio matematico; v) a criagdo de condicbes que
favorecam o berestar na aula de matematica, designadamentesagg@® de seguranca

e de pertenca a uma comunidade de aprendizagem.

A aula de matemética continua a ser, no presente, o contexto central do ensino e
aprendizagem da matematica escolar, ndo obstante a crescente percecao de que a sala de
aula ndo esgota amntextos de aprendizagem hoje ao nosso alcance (Barbeau, 2009).
Um dos objetivos principais de uma aula de matematica é o de que os alunos possam
dar sentido, relevancia e valor a sua atividade e a aprendizagem nesse contexto escolar.
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Mas outro, ndo menosnportante, € o de que os alunos vivam experiéncias de
aprendizagem que os levem a sesdircapazes de aprender matematica (Toh, Toh &
Kaur, 2014; Suurtamm, Quigley & Lazarus, 2015). Neste contexto, espa@ae 0s
professores coloquem tarefas que evemml e estimulem os alunos a estabelecer
conexfes mateméaticas e que se assumam como agentes da mudanca educativa,
valorizando, desde cedo, o desenvolvimento, nos seus alunos, de capacidades e
competéncias baseadas em conhecimentos matematicos (Vale, 2016).

A aprendizagem significativa dos alunos esta associada ndo apenas ao conhecimento
matematico, em si mesmo, mas a articulacéo e interligacdo entre diversos saberes, numa
perspetiva multidisciplinar que tenha por base a participacdo ativa do estudante em
projetos e situagbes desafiadoras. Assim, a investigagdo em Educagdo Matematica
revelanos, em certa medida, uma mudanca do paradigma da educacdo, com
experiéncias de ensino que privilegiam métodos distintos do passado, tais como a
utilizacdo da metodologiade projeto (Rangel & Goncalves, 2010), o ensino
experimental das ciéncias (Costa & Domingos, 2018), o modelo da aprendizagem
baseada em problemas (Problem Based Learning) (Rodrigues & Pimenta, 2018) ou a
integracdo das STEM (Science, Technology, Engingeramd Mathematics) na
educacao (Baioa & Carreira, 2018).

Ndo apenas os papéis dos alunos e dos professores requerem uma permanente e
renovada investigacdo, como 0s recursos, cada vez mais abundantes e acessiveis, trazem
implicacbes e desafios acresciqua a matematica que se aprende e compreende na
aula. As proprias fronteiras da aula tenderdo a t@manenos estanques, mercé da
necessidade de articulagbes entre areas do conhecimento, que se reconhecem
imprescindiveis para a abordagem de problemda gaz menos tipificados. Por isso,

na aula de matematica, as tarefas e as propostas de trabalho, bem como o ambiente da
sala de aula, as atitudes e as metodologias desempenham func¢des essenciais.

A prépria aula de matemética assume atualmente dinadifeasntes de acordo com os
individuos que as frequentam. A proliferacdo de Cursos de Educacao e Formacéo (CEF)
ou de Cursos Profissionais de nivel secundario nas escolas publicas assucteno
determinantes na mudanca dos modelos de ensino e de eduddgémas
investigacdes destacam que se deve privilegiar a aplicagcdo de metodologias de trabalho
de projeto e de trabalho de grupo, apostando na resolucdo de problemas, indo de
encontro ao desenvolvimento de competéncias que estao relacionadas condadmpaci

de trabalhar em equipa e de aprender a aprender (Rodrigues, 2018). Esta realidade é
reforcada com a publicacdo do Decrk# 55/2018 que introduz nas escolas o projeto

de flexibilizacéo curricular, onde podemos ler:

A realizagdo de aprendizagesignificativas e o desenvolvimento de competéncias mais
complexas pressupbem tempo para a consolidagdo e uma gestdo integrada do
conhecimento, valorizando os saberes disciplinares, mas também o trabalho
interdisciplinar, a diversificacdo de procedimentosinstrumentos de avaliagdo, a
promocao de capacidades de pesquisa, relacdo, analise, o dominio de técnicas de
exposicao e argumentacao, a capacidade de trabalhar cooperativamente e com autonomia.
(DL n° 5/2018, p. 2922929)

1 DecretalLei n.° 55/2018, Diario da Republica n.° 129/2018, Série | de-QD1%.
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A avaliagdo das aprendizageh®utra das mudancas que lentamente se vem refletindo

na aula de matematica (Black & William, 1998; Black, Harrison, Lee, Marshall &
Wiliam, 2004). Atualmente h& suficientes indicadores para defender praticas de
avaliacdo que mobilizem técnicas, instruneente procedimentos diversificados e
adequados, trazendo para primeiro plano a avaliagdo formativa como reguladora das
aprendizagens dos alunos e como parte integrante da construcdo de aprendizagens
significativas (Ferreira, 2015).

Neste grupo de discussae di cado ao tema fAlnvestigar
lugar oito comunicagdes orais e trés comunicagfes em poéster que apresentam multiplas
dimensdes em foco na investigacdo e no estudo da aula. Estes trabalhos foram
organizados em trés eixos fundamentgi as emocdes dos alunos e a avaliagdo como
ferramenta reguladora das aprendizagens; ii) 0s recursos utilizados na aula como meios
para a promogao da aprendizagem e iii) a cultura da aula e dos manuais escolares,
considerando a perspetiva do estudodhisb. Nestas onze contribuicdes, a investigacéo
sobre a aula € discutida em termos tedricos e de resultados empiricos e pretende
contribuir para a discusséo e reflexdo sobre as metodologias e os recursos utilizados, o
papel do professor, a aprendizagem dmnos e a importancia da avaliacéo, na aula de
matematica.

Na comunicagao apresentada por Alcantara, Amado e Carreira, as autoras refletem
sobre as emocbes dos alunos como fatores inibidores do sucesso na disciplina de
Matematica, reconhecendo a intgffa entre os aspetos afetivos e a aprendizagem. Esta
investigacdo envolve um conjunto de alunos com dificuldades na disciplina de
Matematica, que se encontram em risco de insucesso e que frequentam o ensino técnico
secundario no Brasil.

Por sua vez, Sant@sSantos, num estudo realizado num contexto colaborativaya$io

a conhecer a pratica de dois professores do 2.° ciclo para envolver os alunos em
estratégias avaliativas reguladoras, na sala de aula, recorrendo ao uso da tecnologia. Os
dados indicam quapesar de inicialmente os professores terem evidenciado algumas
dificuldades na dinamizacao de aulas mais interativas, com a organizagéo dos alunos em
pequenos grupos, estas foram esbatendo no decorrer da pratica, promovendo nos
alunos o desenvolvimentaa consciencializacdo das suas acbes como agentes
reguladores da aprendizagem.

Rangel e Santos analisam o acompanhamento e o apoio dos alunos que apesar de
estarem em risco de reprovar prosseguem para 0 ano letivo seguinte, numa escola
secundaria situadaos arredores de Lisboa. As conclusdes refletem que a professora
aplica algumas estratégias de diferenciacdo pedagodgica, em sintonia com as suas baixas
expetativas no que concerne a aprendizagem destes alunos, nomeadamente:
diferenciacdo de produtos, denteldos e de processos, que permitem a professora
simplificar as tarefas propostas, justificada pela necessidade de motivar e incentivar os
alunos.

No estudo de Baioa e Carreira é descrita uma experiéncia de ensino com duas turmas de
9.° ano do ensino b&s, baseada na integracdo de tarefas de modelacdo envolvendo
trabalho experimental, numa abordagem interdisciplinar de STEM. Os resultados
sugerem que a contextualizacdo das tarefas despertou o interesse dos alunos,
contribuindo para o desenvolvimento deetdsas capacidades, especialmente porque
que permite a atribuicdo de significado aos conceitos matematicos utilizados em
problemas da realidade.
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Por sua vez, Martins e Basso estudam o desenvolvimento do pensamento combinatorio
de estudantes do 4.° ano @uwsino basico, numa escola publica brasileira, recorrendo a

um objeto digital de aprendizagem. Este estudo valorizou a aprendizagem auténoma e
diferenciada, respeitando os ritmos de trabalho dos alunos. Os autores consideram que
0s problemas que surgemutdizacdo do objeto digital de aprendizagem fazem emergir

a necessidade de organizacdo e sistematizacdo das solucbes construidas, embora
nenhuma dupla de alunos tenha realizado a sistematizacéo total na resolugéo de todos os
problemas.

Mota e Ferreira pmuseram a uma turma de 12.° ano uma tarefa de contagem com o
objetivo de compreender de que modo os alunos utilizam os processos subjacentes ao
Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolu¢do de uma tarefa desafiante. Os
alunos puderam recorrer a i##cdo do sewsmartphonena pesquisa necessaria a
resolucdo da tarefa proposta. As autoras concluiram que a tarefa proposta permitiu que
os alunos se apercebessem dos processos subjacentes ao PFC e consideraram que 0s
smartphonegiveram um papel importa@tna resolucdo da tarefa, terso constituido

como verdadeiros recursos na resolucéo da atividade matematica.

J& Rodrigues e Matos apresentam uma iconografia da aula, recorrendo a gravuras e
fotografias encontradas em livros de texto ou no espélio deiaotelores desde a

época medieval até meados do século XX. Atravésirda visdo da histéria (em
particular da Educacdo Matematica) como uma busca de permanéncias e mudancas, 0s
autores concluem que as evidéncias do passado nos permitem refletir solsente pre
Neste caso, o aluno, o professor e o conteludo, enquanto categorias abstratas, séo
permanentes, mas tudo o resto muda: as relacbes que se estabelecem na aula, o
valorizado e o reprimido, os artefactos e o seu significado, a identidade sociala cultur
concreta dos alunos, dos professores e da prépria matematica.

O estudo apresentado por Ledantero, MazMachado, Madrid, Jiménezanjul e
Santiago apresenta uma andlise do tratamento matematico dado aos métodos de calculo
do perimetro da circunferénceada area do circulo nos livros de texto de geometria
publicados em Espanha no século XVIII. Entre os resultados obtidos, os autores
destacam que se encontra sempre 0 mesmo método para o célculo do perimetro da
circunferéncia, ao passo que para o caladoarea de um circulo surgem varios
métodos, dependendo de se tratar de livros didaticos sobre geometria ou topografia.

Correia apresenta um poster onde apresenta o Projeto LabMath, destinado a alunos do

1° ciclo, que baseia as suas praticas em atividddiésas com recurso a materiais

mani pul 8veoins a(cfitHavnidisi es 0) . Preliminarment e,
alunos inscritos no LabMath tém vindo a demonstrar uma melhor compreensédo do
conceito de fracdo e a sua identificagdo, em comparagcdo caomos nao inscritos.

No péster apresentado por Carvalho, a autora pretende compreender como é que 0s
alunos desenvolvem o seu raciocinio geométrico quando recorrem ao GeoGebra para
resolver tarefas de construgdo, exploragéo e investigagédo. Os resulthca® que o

recurso a tarefas de carater exploratorio e investigativo promove a formulagdo de
conjeturas e generalizagdes por parte dos alunos.

Por sua vez, Pimentel, apresenta um projeto de interdisciplinaridade no ensino
secundario, com duas turmas #0.° ano, envolvendo as disciplinas de Matematica,
Fisica e Quimica e Biologia, na investigacdo da salinidade no estuario do rio Lima, em
funcéo da profundidade, temperatura e distancia a foz. Apds o término do projeto alguns
alunos apresentaram os seusb#@lhos e conclusdes no Congresso Matematico da
escola, que pretende dar espaco aos estudantes para comunicarem ideias e descobertas
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matematicas, a resolucdo de problemas, bem como curiosidades, puzzles € quebra
cabecas.

A atividade deste grupo de discussiesenvolvese em quatro momentos, ao longo do
EIEM 2018, trés dos quais dedicados a apresentacdo de comunicacfes orais e um quarto
periodo de didlogo com os autores dos pOsteres. Pretendas sessfes de trabalho,
analisar e discutir as principais ide presentes nas comunicacfes propostas, visando a
ampliagdo do conhecimensmbre as metodologias e 0s recursos utilizados na aula de
matematica, o papel do professor e do aluno, a influéncia de aspetos afetivos na
aprendizagem dos alunos e a importadeiavaliagao.
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Resumo: Esta comunicacdo basesa nos resultados preliminares de um estudo
exploratdrio qualitativo sobre as emocdes dos alunos em relacdo as suas experiéncias de
insucesso escolar, particularmente no contexto da aula matematica. A pesquisa envolve
alunos em rise de insucesso em matematica que frequentam o ensino secundario
técnico no Brasil. Os dados foram obtidos através das vozes de quatro alunos, mediante
a sua participacdo numa entrevista fdeus groupe em entrevistas individuais
semiestruturadas. Como ablagem teérica, a teoria da atribuicdo € Hnédsicionada

com o desenvolvimento de abordagens tedricas ao estudo das emoc¢des em educacao
matematica. Ao considerar a hipotese de distinguir os fatores de insucesso em
facilitadores e inibidores, identificammas expressdes verbais dos estudantes varias
emocOes negativas que estdo vinculadas a objetos, agentes e eventos que abrangem: a
aula de matematica, as tarefas e a avaliacdo em matemaética.

Palavras-chave:emocdes, atribuigBes causais, ensino técnsoicesso escolar

1. Introducéo

No Brasil, os Institutos Federais (IFs) oferecem aos jovens uma formacdo com a
duracdo de trés anos, que tem a dupla funcéo de lhes permitir obter uma qualificacédo
profissional e, simultaneamente, concluir o ensino secundario e aceder ao ensino
superior. Amatriz curricular anual dos cursos técnicos é constituida, em média, por
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dezassete disciplinas, sendo doze da base nacional comum e cinco da base técnica,
totalizando, em média, 36 aulas semanais.

A disciplina de Matematica assume, desde o primeiro amopapel central, tanto

porque é uma componente da formacéo geral, como pela manifesta aplicacdo que tem
nas varias disciplinas técnicas. O elevado indice de insucesso que se regista nesta
disciplina tem como consequéncia uma alta incidéncia de evasaaemstde ensino.

Para combater o problema da evasdo, os IFs delinearam o Plano Estratégico de
Permanéncia e Exito com o objetivo de elevar os indices de permanéncia e sucesso dos
estudantes, por meio de um programa de acdes concretas. Neste sentdtizéaior

um diagndstico inicial que evidenciou a coexisténcia de fatores intrinsecos ao estudante
e de fatores internos e externos a instituicdo que contribuem para o abandono escolar. A
partir dos resultados desse diagnostico, € possivel perceber ageledés fatores

i nerentes ao i ndividuo, i sto ®, O quanto
determinantes para o insucesso do aluno. As medidas adotadas para fazer face a situacao
de insucesso diagnosticada assumem essencialmente que esta tem usea géne
cognitiva, ignorando os aspetos afetivos que séo parte integrante da situacédo. Por essa
razdo, a detecdo de um aluno em situacéo de risco deve contemplar a caracterizagao das
suas necessidades, ndo apenas no campo cognitivo mas também no afetivo. E
fundamental perceber como ele se sente, como pensa, 0 que valoriza, 0 que precisa, 0
gue deseja, o que fdzenfim, conhecdo enquanto estudante da Educacdo Técnica,
onde a matemética tem um papel fulcral. Dai a importancia de dar uma atencao especial
aos asptos afetivos, ja que alunos com dificuldades apresentam, regra geral, uma fraca
motivagédo para a aprendizagem e/ou sergenmcapazes para se envolver nas tarefas
escolares e para aprender matematica.

Desde h& varios anos, a investigacdo tem mostraglo insucesso escolar ndo se deve
apenas a aspetos cognitivos; pelo contrario, os aspetos afetivos desempenham
igualmente um papel muito relevante na aprendizagem da matematica (Evans, Morgan
& Tsatsaroni, 2006). Sendo reconhecida a importancia da dimafeti@ no estudo

do insucesso em matematica, teseanecessario um olhar mais dirigido para as
experiéncias individuais e para o0s percursos de insucesso vivenciados pelos alunos, algo
que requer abordagens particularistas em vez de estudos em larga A&ssen,
defendemos como fundamental ter acesso as experiéncias dos alunos através das suas
proprias vozes, nomeadamente acerca daquilo que tem impacto emocional positivo ou
negativo, do modo como eles descrevem a sua relacdo com a matematica eé@risua his
individual nesta disciplina. Em suma, pretendemos ouvir os alunos sobre o seu
insucesso em matematica, dando uma atencao especial a sua expressao emocional.

Esta comunicacdo tem por base um estudo qualitativo e interpretativo, de carater
preliminar eexploratorio, com o objetivo de compreender como é que os alunos do
ensino secundario de cursos técnicos vivenciam situacdes de insucesso e de
desempenho insatisfatorio em matematica, que os colocam em situacdo de risco de
retencdo e/ou de abandono. Oetibp da pesquisa consiste em perceber a relacdo entre

as emocoes reveladas pelos alunos em situacdo de insucesso e as causas que eles
atribuem a essa situacao.

2. Fundamentacdao teorica

O insucesso escolar pode ser analisado segundo variaveis mais rms me
deterministicas ou segundo acontecimentos e circunstancias individuais que sao mais
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dificeis de captar. falae entdo do insucesso visivel e do insucesso invisivel,
respetivamente (Mendoncga, 2006). O primeiro re$er@o insucesso escolar expresso
emtermos quantitativos, referente a reprovacoes, retencdes, e abandonos, ao passo que
0 segundo é traduzido em termos qualitativos, tais como frustracfes individuais,
preparacdo inadequada, e alienagdo da participacdo democratica. Cortesdo e Torres
(1990) fdam de um insucesso velado, ao abordar o processo de falhanco na escola,
referindese a esse tipo de sintomas que sao invisiveis e ndo quantificaveis, mas em
todo o caso constitutivos do insucesso escolar. Tais sintomas ocorrem em multiplos
comportamentog reacdes, incluindo, por exemplo: o aluno sente que ndo pertence a
escola, ndo gosta da escola, recusa a relacdo pedagdgica, € agressivo, desinteressado e
distanciase do ambiente escolar.

2.1. As dimensdes atribucionais da explicagéo dos alunos parasucesso

A teoria da atribuicdo de causalidade € uma das abordagens de destaque no estudo das
causas do insucesso escolar. Baseiaa obtencéo das percecdes individuais acerca dos
fatores que melhor explicam as situacdes que 0s proprios sujeitosiauea 0S

estados que atravessam. Os estudos dedicados a determinacao das atribuicbes causais do
insucesso escolar sdo abundantes, tanto no campo da psicologia cognitiva como em
varios dominios da investigacdo em educacédo (Almeida, Mirande & Guisandg,”R008
generalidade dos estudos conduzidos sob esta perspetiva assume que o0s alunos sao
capazes de produzir um quadro conceptual que Ihes permite explicar as causas dos seus
resultados e, em particular, dos seus fracassos na escola. Além disso, este sistema
explicativo implicito apresentse como uma composicdo de causas unitarias que se
organizam ao longo de um conjunto de dimensdes, as quais podem ser consideradas
como as causas criticas do desempenho académico. Segundo Neves e Faria (2004), uma
primeira fae de investigacdo sobre as causas percebidas pelos sujeitos para explicar os
resultados da sua realizacdo apontaram para quatro grandes tipos: capacidade, esforco,
sorte e dificuldade da tarefa. No entanto, no decorrer de trabalhos subsequentes
verificorse que a variedade de causas que 0S Ssujeitos invocavam para 0S Seus
resultados era muito maior do que a inicialmente proposta. Dai a necessidade que se
imp6s de criar alguma forma de categorizacdo da grande variabilidade e diversidade
causal.

A partir dostrabalhos sistematizadores de Weiner (1985), pareeseteimentado a

ideia de que as atribuicdes causais podem ser encaixadas em trés grandes categorias.
Tais categorias, que dao origem a designacdo de teoria tridimensional, consistem nas
seguintes: caas internas e externas (i.e. internas ou externas a pessoa), causas estaveis
e instaveis (i.e., que permanecem relativamente constantes ou variam ao longo do
tempo) e, por ultimo, causas controlaveis e incontrolaveis (i.e., que estdo sob o controlo
ou forado controlo da vontade da pessoa).

Num estudo recentef-orsyth, Story, Kelley eMcMillan (2009) reexaminaram e
reformularam muitos dos resultados de investigacdes anteriores, utilizando uma
abordagem fenomenologica na sua pesquisa. Os seus dados empiricos foram coligidos
ao inquirir alunos do ensino superior, logo apés estes receberemifecalzs obtida

num exame de uma disciplina, sobre os fatores que levaram a que tivessem obtido
aquela classificagdo. Os investigadores admitiram a hipotese de que as causas que
viriam a ser indicadas poderiam estruttsarem categorias com uma certa farm
hierarquica, mas admitiram igualmente, tal como outros estudos ja revelaram, que
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surgiriam eventualmente causas ndo mutuamente exclusivas. A metodologia que
adotaram baseese inicialmente na analise a#usterse posteriormente na analise
fatorial confirmatdéria. Os resultados que encontraram fizeram surgir uma nova proposta
tedrica que se mostra potencialmente interessante no ambito do desenvolvimento do
nosso estudo.

Uma das ideias centrais que emerge desspopta € a de que ha uma estrutura nas
causas atribuidas pelos sujeitos para a ocorréncia de insucesso que parece decorrer de
um pensamento de natureza pratica dos individuos e que pode fss@antuas grandes
categorias de fatores: facilitadores e iddyes de sucesso. Assim, aquilo que os
resultados indicaram foi que existe a possibilidade de colocar as causas do insucesso
predominantemente em termos unidimensionais, sendo que as polaridae®suonn
elevadefraco parecem enquadfrse no leque de viacdo formado por fatores
facilitadores e fatores inibidores. O esquema seguinte (Figura 1) ilustra esta forma de
condensacao das atribuicdes causais, além de indicar que as diversas atribuicbes nao
podem ser vistas como estando exclusivamente num dos peabalanca.

Causas Causas
facilitadoras inibidoras

Elevado esforco Elevada motivagéo Baixo esfor¢o Baixa motivagéo
Boa preparagédoBoa capacidade Fraca preparacaoFraca capacidade
Bom ensino Bom teste Bo material Mau ensino Mau teste Mau materia
Descontracéo Problemas pessoais

Figura 1i Modelo de atribuig6es causais (adaptado de Forsyth, Story, Kelley & McMillan,
2009)

Segundo os autores, hd uma diversidade de fatores que podem ser considerados como
causas facilitadoras ou inibidoras de sucesso, como acontece no caso de um aluno que
explica o seu fracasso no exame por ndo saber qual a matéria que deveria ter estudado e
por outros motivos que estéo ligados ao anterior, como seja, ter feito uma ma revisédo da
matéria e tese desleixado na sua preparacdo para o exame. Todas essas causas
unitarias estdo ligadas por uma dimensédo atribucional comum: fatores inibidores de
sucess.

No quadro da teoria atribucional, as atribuicbes causais tém um efeito muito direto
sobre a realizagéo futura dos individuos (Neves & Faria, 2004). De acordo com Weiner
(1985), had uma espécie de determinacdo psicologica, quer ao nivel cognitivo quer ao
nivel afetivo, das atribuicbes causais e da interpretacdo que o individuo lhes da segundo
as dimensdes decus estabilidade e controlabilidade. Por exemplo, afetos ligados a
autoestima, afetos dirigidos a si proprio, e afetos dirigidos aos outrosns&mgéncias

das atribuicbes causais de insucesso que, por sua vez, influenciam a agdo e o
comportamento dos individuos em vérios planos da sua realizacdo. Num artigo mais
recente, Weiner (2018) volta a considerar o dominio afetivo na investigacdo do
fendmeno do insucesso, oferecendo ai fortes argumentos que justificam a associagédo
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entre resultados, causas e emocOes, também alicercada nos critérios de locus,
estabilidade e controlabilidade das causas atribuidas.

O presente estudo, que se assume como exgiorat em fase preliminar, traz a visdo
tedrica das atribuicbes causais como pano de fundo e procura compiEntamauma
perspetiva tedrica da emocdo, segundo a qual as emog¢des ou estados emocionais sdo
expressos pelos individuos como formas de traisaoi$ outros a sua compreensao das
situacOes de insucesso que vivenciam.

2.2. As emocg0es nas interpretacdes dos alunos sobre o insucesso

Um dos reparos feitos por Weiner (2018) € o de que muitas e variadas emocdes tém
sido alvo de discussdo e analise, incluindo orgulho, esperanca, desespero, raiva e
compaixao; porém, ainda esta por criar uma teoria das emocdes sob a perspetiva das
atribuigées.

Apesar disso, varios pesquisadores no campo da educacdo matematica ja abracaram a
construcdo da emocado como um sistema dinamico, onde se assume que a emog¢ao nao
pode ser vista nem como a origem nem como o final de uma relacéo causal entre afeto e

deempenho. Nos seus trabalhos, GorGdacon (2003) discutiu a interacao entre afeto

e aprendizagem como um processo ciclico. De forma abreviada, podersedies,

por um lado, a experiéncia de aprender matematica provoca diferentes reacdes no aluno

e atuasobre as suas crengas; por outro lado, as crencas sustentadas tém uma

consequéncia direta na capacidade de aprender e no comportamento do aluno em

situacOes de aprendizagem.

Da mesma forma, na sua revisdo da investigacdo que relaciona emocodes e gprandiza

da matemética, Xolocotzin (2017) reconheceu um desenvolvimento ainda modesto de
estudos que admitem as emocdes, a0 mesmo tempo, como preditores e como
consequéncias. Os resultados encontrados no estudo de Ahmed, van der Werf, Kuyper e
Minnaert (2013) & de particular interesse para a nossa pesquisa, na medida em que
revelam uma associacao consistente entre mudancas nas emocdes de alunos de 7.° ano e
mudancas nas suas estratégias de autorregulacéo no decorrer de um ano letivo. Como os
autores afiimamsa suas conclus»es revelam que, al ®m
uma parte fundamental do sucesso na escol a

Di Martino e Zan (2011) consideraram uma forma de distinguir as emoc¢des em termos
de reacdes a: i) Objetos: uma classe de emoc@essgao ligadas a objetos (emocgdes de
atracdo) e que se referem a todas as variantes de reacfes afetivas de gostar e ndo gostar
(como amor e 6dio); ii) Eventos: uma classe de rea¢fes afetivas que se relacionam com
0 prazer e o desgosto, consistente compasequéncias percebidas de um evento que o
fazem ser desejavel ou indesejavel (como alegria, esperanca, medo), e iii) Agentes: uma
classe afetiva de reacOes de aprovacao e desaprovacao (como vergonha, admiracéo,
recriminacao). Esses trés tipos de emod¢aesém diferem em funcdo dos fatores que

as influenciam: as emocdes de atracdo sao influenciadas pelos gostos do sujeito; as
reacOes afetivas de estar satisfeito e insatisfeito séo influenciadas pelos objetivos do
sujeito; e as reagOes afetivas de aprawae desaprovacao sdo influenciadas pelas
crencas e valores do sujeito.

O modo como as emocgdes podem refletir o insucesso escolar e, ao mesmo tempo,
explicar esse insucesso parece ser um assunto ainda pouco explorado na investigacao
voltada para o contextta aula de matematica e das experiéncias que esse contexto traz
para o aluno. Tornae, assim, oportuno questionar como € que as emocdes e a sua
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expressdo, pelos alunos que vivem situagcfes de insucesso em matematica, se articulam
com atribuicdes causaisibidoras ou facilitadoras de sucesso.

3. Aspetos metodoldgicos

A investigacdo em educacdo matemética tem recorrido a diversas abordagens para o
estudo dos aspetos afetivos, em particular, para o estudo das emocdes. De acordo com
Di Martino e Zan (203) o estudo das emocdes requer O recurso a instrumentos
consistentes com uma abordagem interpretativa, capaz de captar as emoc¢des dos alunos,
dandalhes a possibilidade de, através das suas proprias palavras, relatarem experiéncias
relacionadas com situdgs de insucesso ou com as suas dificuldades, que os colocam
em risco de retengéo ou de evasao.

Atendendo a subjetividade propria das emocdes e optando por dar a palavra aos alunos
do ensino secundario técnico, o presente estudo, que decorre no Ifgdatal do

Mato Grosso (IFMT), contemplou, numa primeira fase, a realizacao decusigroup

a que se seguiu, numa segunda fase, a conducéo de entrevistas individuais a alunos.
Esse primeiro encontro foi conduzido pela primeira autora e teve a durag&ionapla

de uma hora. De acordo com Krueger e Casey (2000jocus groupé um ambiente

mais natural e facilitador da partilha de experiéncias, sendo esperado que o0s
participantes se sintam mais apoiados e incentivados a falar.

Para ofocus groupforam onvidados 16 alunos, participantes de aulas de recuperacéo

de matemética (aulas de nivelamento) e que se encontram em situacdo de risco no
IFMT. Compareceram voluntariamente 13 alunos, 7 raparigas e 6 rapazes, que
frequentam o 1.° ano do ensino secund&imico. O encontro realizeae apds as
atividades letivas de modo a ndo perturbar os compromissos escolares dos alunos. A
conversa com os alunos foi orientada por um guido previamente estabelecido em torno
de trés topicos principais: i) as raz6es queewarhm a optar pelos respetivos cursos
técnicos; ii) a relacdo com a matematica ao longo do seu percurso escolar e, em
particular, durante o seu 1.° ano no IFMT e, por fim, iii) as emoc¢des vividas no contexto
da aula de matematica. Deste primeiro momestiogiram pistas fundamentais que
orientaram a fase seguinte de recolha de dados com o uso de outros instrumentos,
designadamente: entrevistas semiestruturadas, narrativas e observagédo dos alunos em
sala de aula. A partir da leitura da transcricdo destaecsm foram elaborados guides
individuais para a primeira entrevista semiestruturada com o objetivo de
aprofundamento de aspetos afetivos e emocionais. As conversas foram gravadas em
audio e, posteriormente, transcritas na integra. Foi solicitada a aoefisgvia dos

alunos e respetivos encarregados de educacdo para a participacdo no estudo, incluindo o
consentimento para a gravagao de entrevistas e utilizagdo de testemunhos individuais,
mediante garantia de confidencialidade e anonimato dos participkotdgualmente

obtida a autorizacao formal da direcéo da instituicdo para a realizacdo do estudo.

4. Apresentacao e analise dos dados

Para esta comunicacgéo, selecionamos as vozes de quatro alunos cujos relatos permitem
uma reducéo suficiente dos dadosn vista a ilustrar as emocdes partilhadas pelo grupo
durante as conversas realizadasfocus group(FG) e na primeira entrevista (E1).
Tendo presentes as normas éticas de prote¢cdo do anonimato, foram atribuidos nomes
ficticios aos quatro alunos.
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A andise dos dados seguiu um processo indutivo, tendo por base duas tematicas
amplas: i) as experiéncias vividas na aula de matematica (envolvendo o ambiente e o
tipo de participacdo dos alunos) e ii) as tarefas e a avaliagdo em matematica
(envolvendo o desempko na disciplina). Foram identificados e confrontados, em cada
um dos temas, as emocdes emergentes e as atribuicbes causais de insucesso.

Ana tem 15 anos, € uma jovem bastante faladora, extrovertida e bastante popular entre
os colegas. Tem consciéncissdauas dificuldades em matemética e procura aproveitar
todas as ajudas que sao oferecidas pelo IFMT aos alunos com dificuldades. Nos dois
altimos bimestres, o seu esfor¢o tem resultado e tem vindo a recuperar na aprendizagem
da matematica. A opcdo por eftm no IFMT devese as recomendacdes de varios
familiares. Pretendia ingressar no curso de eletrotécnica, mas por lapso masecudou

curso de mecanica. Apesar desta troca, mgstraatisfeita com o0 curso que esta a
frequentar por q@equestemmemenecinicg gue €& mexer com motor,
mexer com | anternagemo. Ana pretende t
entusiasmada com mecéanica ira seguir o curso de engenharia mecanica, caso contrario,
ird optar pelo curso de psicologia.

Carlos em 17 anos, é um aluno muito timido e raramente interage com os restantes

colegas. Esta a repetir o 1.° ano, mas continua a ter insucesso na maioria das disciplinas.
O aluno parece revelar alguma fragilidade nos seus conhecimentos mateméaticos

prévios. Temacompanhamento da coordenacdo pedagogica do curso e frequenta as

aulas de recuperacao. Apesar de ter escolhido estudar no IFMT porque gosta da escola
e, em particular, do curso de eletromecéanica, ndo sabe se ir4 prosseguir estudos
superiores devido as difildades com que se tem deparado na maioria das disciplinas.

Amanda tem 15 anos e € uma aluna pouco comunicativa. Revela algumas dificuldades
e, como tal, esta indicada para o nivelamento, mas ndo é assidua. A aluna consegue
superar as dificuldades comgaim esforco. Na primeira aula fez questdo de dizer a
professora que a matematica € um terror na sua vida. Esta aluna optou pelo curso de
eletrotécnica, mas ndo sabe se ira concluir o curso nem sabe o que pretende fazer no
futuro.

Bruna tem 15 anos, € uma aluna muito timida, mas sempre com um sorriso. Devido as
suas dificuldades foi indicada para o nivelamento, mas tal como acontece nas aulas
regulares, também nao interage com o professor ou com os seus colegas nas aulas de
nivelamento. A sua opgéo pelo IFMT dese ao reconhecimento da qualidade do
ensino nos institutos federais e pelo facto de outros familiares estudarem nesta
instituicdo. O gosto pela eletromecénica é partilhado com o pai. Bruna acredita que o
seu futuro serd meath se fizer o secundério no IFMT.

4.1. Emocdes relacionadas com a experiéncia vivida na aula de matematica

A aula de matematica mostrge um espaco gerador de multiplas emocgdes. Os alunos
ouvidos mostram concordancia em relacéo a experiéncia vividalzasde mateméatica

que, na opinido geral, sdo monoétonas e aborrecidas. O ambiente de sala de aula é
descrito como desinteressante e propicio a distragdo. Os alunos reconhecem que
facilmente se desconcentram, que as aulas néo os atraem, que rapidanseatera80

se desvia do que o professor esta dizendo e que dificiimente as explicacdes do professor
fazem sentido e sdo entendidas. O tédio € uma das emocgdes mais retratadas nas palavras
dos alunos. Aparece relacionado com causas que se enquadram emirdimieres
comoensino aridg ambiente pobre confusao elevadaD tédio esta também ligado ao
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fracasso em acompanhar a aula e compreender a matéria e a sensagdo de disperséo.
Assim, a desesperanca € também uma emocdo que surge das suas palavrado O eleva
namero de alunos por turma e os ritmos de aprendizagem parecem criar um ambiente
gue nem sempre é favoravel aos alunos com mais dificuldades, provocando diversas
reacdes emocionais.

Ana: Aborrecidas! Sempre! Meio que monétonas. Ir para escola, sestartar o
professor falando, passar umas atividades, vocé tenta aprender e vé que ndo sabe
nada da matéria.... E como se voceé tivesse uma amnésia repentinamente. Vocé olha
para o quadro, entendeu... Vocé voltou o rosto... e sumiu. As vezes, é muito chato,
porque vocé cobra de si mesmo. Porque o pessoal consegue aprender e vocé nao.
A?z2 o] pessoal fica conversando, fica ri

inteligente. .. Ah! Voc*®° ® burro. .., voc

explicou algumas vezawas ninguém cala a boca. E vocé ndo consegue prestar
atencao! (FG)

Carlos: Tudo me distrai na aula de matematica. Eu estou prestando atencao, mas de
repente eu estou em outro lugar... A aula t@maaborrecida quando nés nédo
conseguimos entender nada. &w passado, no ano inteiro, eu ndo entendia nada.
Até a metade do ano, até este. (FG)

As palavras destes alunos revelam emocdes que sentem e vivenciam nas aulas de
matematica. O tédio parece ser uma emocdao frequente nas aulas de matematica destes
alunos.Este aborrecimento parece estar associado a dificuldade em compreender o que
o professor estd a explicar. Mas h& ainda outras emocdes relacionadas com esta
dificuldade em compreender o professor. A vergonha e a frustragcdo sdo também
emocodes vividas por &5 alunos. O ambiente de sala de aula parece nao ser favoravel
aos alunos com mais dificuldades; estes estudantes sentem receio e vergonha de expor
assuas fragilidades pois nem sempre 0s restantes colegas parecem ter uma atitude de
apoio e compreensao rpacom eles. Bruna relata que as aulas geram desprazer, que
sente medo de ser censurada e vergonha por ndo compreender a matéria quando 0s seus
colegas ja entenderam. Por esta razdo opta por ndo perguntar quando tem duvidas e

desiste de procurar apoio. Ams mantémse em siléncio e recorre as aulas de

recuperacdo para expor as suas dificuldades porque ha poucos alunos nessas aulas e, de
um modo geral, sdo todos alunos com dificuldades. A vergonha, a frustracdo e o medo

estdo ligados a fatores inibidoresnem a elevadacensurados colegas, a suaaca
capacidade e aeduzida protecasentida na sala de aula.

Bruna: Eu tenho vergonha de perguntar. Se eu ndo entendi, eu ndo pergunto. Porque tem

pessoas do meu | ado que sabéssorreccuo nNn«o S
entendi 0. A2 eles ficam ol hando para ti €
como ® que voc?° nN«o entendeu?6 Eu n«o pe
professor ests§ ali explicando, el e pergu
ON«o,ennt«weondi 0. Ma s eu fal o: OEntendi |, pr

perguntar. (FG)

E apenas no ambiente das aulas de recuperacdo que Bruna e os outros alunos com
dificuldades esclarecem algumas das suas dudvidas sem o receio de serem censurados
pelos colegs.
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Bruna: No apoio, mais do que na sala de aula, eu me sinto com mais liberdade de
perguntar para o professor o que eu ndo entendi. Eu tenho pavor de muita gente
perto de mim, ai eu ja tenho vergonha, ai todo mundo fica olhando para mim e
vendo que eu méentendi uma coisa que pode ser facil. Mas quando eu estou no
apoio eu pergunto, ele me explica e quem esta ali comigo sdo pessoas que tém
dificuldade como eu. Entao, quando eu pergunto, eu tiro a divida do meu colega e
a minha davida também. Entao, nm&pé muito mais facil do que na propria aula.

(FG)

Ana: Eu tenho vergonha. Eu falo que ndo entendi a matéria e as pessoas ja tinham
entendido e a2 fazem aquelas piadinhas: o]
professor ja explicou dez vezes! Ah, vo@resta prestando atengéo; vocé nao
serve para ¢c¢§, vai para a Log2stica que @

fica constrangida. (FG)

Carlos: Em casa eu penso que quando eu chegar na sala eu vou aprender mas quando eu
chego aqui, eu desanimo, 8@ entrar na sala eu desanimo. E porque eu ndo
aprendo, tento prestar atencdo e ndo consigo. Ai, no dia seguinte, eu venho e nem
presto atencao porque eu ja sei que ndo vou aprender na sala. (E1)

Os comentarios dos colegas provocam reacfes de vergomeaatgins dos alunos.

Estes revelam claramente a sua magoa porque sentem que 0s seus colegas ndo entendem
as suas dificuldades. Os comentéarios de alguns alunos geram humilhacéo e fazem com
gue os colegas se inibam de exprimir as suas duvidas e dificuldadasla. O
desanimo é outra reacado emocional nestes jovens. Por vezes, quando ha mudanca de um
conteudo na aula, surge a esperanca de o entender, mas rapidamente vem a dececao por
ndo conseguirem resolver adequadamente a tarefa que € proposta. Em resumo,
vergonha, frustracdo, medo e desanimo sdo emocdes vividas por estes alunos na aula de
matematica, que andam de maos dadas fcata segurancamas também corfraca
capacidadeem lidar com tarefas novas.

4.2. Emocdes associadas com as tarefas e a avaliam@ianatematica

Em relacdo a resolucdo das tarefas matematicas na sala de aula e das atividades para
casa, 0s alunos expressam emocdes negativas como desanimo, impoténcia, vergonha e
raiva. Sentense desanimados porque por mais que se esforceosondeguem avancar

nas resolucées sem a ajuda do professor ou dos colegas. -Serdegim incapazes e,

as vezes, envergonhados, porque precisam de ajuda mas preferiam nao tetade pedi
Essa condicdo gera sensacdes negativas como a falta de capacrdade a0 mau

estar consigo mesmo.

Ana: Quando eu consigo fazer, eu me sinto legal; quando eu n&o consigo, eu fico um

pouco reprimida, mei o de | ado, mai o cabi s
VOu para a monitoria e ndo consigo ficar muito tengmrgue eu meio que me
autor ebai xo e f al o: 6 Ah, euU nN«kO VOU consegu

Amanda: D4 um desanimo porque vocé esta |4 prestando atencédo na aula e o professor
est8&8 explicando 6de boad e pergunt a: 6ent
gue ele explicowocé acha que entendeu, né? Ai vai fazer a tarefa, tenta aplicar o
gue o professor explicou, mas ai vocé vé que ndo era 0 que o professor explicou,
gue eu entendi de outra maneira. Ai a tarefa esta errada, ai da uma tristeza porque
VvOCcé Vé que ndo conseguentender, entdo eu fico com raiva de mim mesma. (E1)

77



EIEM 2018

Bruna: Eu fico um pouco mal e com vergonha, né? Porque eu tinha que ter entendido e eu
ndo entendi. E eu ainda tenho que pedir ajuda de novo, e ai € ruim. [...] eu queria
ter entendido na hora em quemfessor explicou. Quando eu ndo entendo, eu fico
mais mal ainda porque além de eu pedir ajuda eu ndo entendi a explicacdo da
pessoa que me ajudou. (E1)

Os momentos que envolvem a avaliacdo, em particular, os testes de avaliacdo parecem
desencadear vas emocgdes negativas, como nervosismo, tensdo e desespero.

Amanda: Todas as vezes que eu vou fazer qualquer prova eu fico muito nervosa e isso
acaba atrapalhando... Isso prejudica bastante porque inibe a gente de lembrar do
gue a gente estudou, a gentel@até aprender, mas no momento da prova parece
que da um branco, assim... e este ano parece que esta piorando porque é muito
nervosismo, € aquela pressdo de que se ndo conseguir agora, tem recuperacao, e se

voc° n«o conseguir nad.r.e.culpFeG)a- «o, voc?®
Ana: No primeiro bimestre eu fui mui t o mal e
j 8 estava pensando: 6vou estudar par a

Tipo, assim, eu ndo vou conseguir. S6 que ai eu fui na monitoria, no apoio da
professora. E no dia antes da prova de recuperacgéo, eu fui no apoio e a professora

me aj udou; ela viu que eu tinha aprendid
problema ® que voc®° fica nervosa na hor a

aquelas coisasani s f 8cei s O6de mais e menosao. N a
crianga. (FG)

Como revelam as palavras destes alunos, tanto as tarefas propostas nas aulas como 0s
testes de matematica surgem como agentes e eventos que desencadeiam fortes emocdes
negativas. O teste é visto como uma situacdo em que aquilo que os alunos pensam ter
aprendido parece desaparecer. Esse € um momento que gera tanto nervosismo que 0s
torna incapazes de revelarem os seus conhecimentos. Os estudantes descrevem que se
sentem desnorteados e prestes a perder sua identidade e racionalidade. Além disso, 0s
estudanteseferemse a um objeto especifico, o teste, como a oportunidade ultima que
lhes é concedida para mostrarem o que sabem e que ndo podem falhar. O medo de
fracassar parece domi@s, impedindeos de ser racionais, e levard® mesmo a

i s en{se cri@nqas . Enfi m, o medo, O nervosi smo
envolvidos em experiéncias geande pressagrande ameaca em percecoes deaca
capacidadeque constituem obviamente uma ameaga ao Seu sucesso escolar.

4.3. As emog0es e as atribui¢cbes caisdo insucesso na matematica

Para finalizar, trazemos alguns fatores ou motivos que os alunos apontam como
causadores do seu insucesso em matematica. Eles atribuem o seu insucesso a falta de
bases, a falta de concentracdo, a falta de empenho e a aédoilegmplexidade dos
conteudos. Também demonstram alguns fatores emocionais (i.e., esforco, motivacao,
nervosismo e vergonha) que sédo influentes tanto na inibicdo como na facilitacdo do
sucesso.

Amanda: Eu acho que o fator principal foi a questdo deéieuer tido uma base tdo boa
assim. Porgue por mais que eu ndo goste de matematica, se tivesse tido aulas eu
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conseguiria aprender, mas como eu nao tive, o fator principal foi eu néo ter uma
base tdo boa assim. (E1)

Ana: Vocé esta estudando um conteudoja @ém outro conteudo. [...] Se eu tivesse um
pouco mais de concentracao, prestasse mais atencdo, ndo me deixasse atrapalhar e
me esforcasse mais, eu acho que conseguiria. [...] Estudar, estudar, prestar atencéo
na aula, tentar fazer atividades e preatancdo, porque se nao prestar atencdo néo
tem como. (E1)

Bruna: As vezes eu sei fazer, mas como estou nervosa eu ndo consigo fazer. Eu coloco na
minha cabeca que ndo sei fazer... porque estou nervosa. Mesmo sem eu ter tentado,
eu olho e ndo consigo fazaj eu ndo faco. Também a vergonha, eu preciso
aprender, mas eu hao consigo perguntar ao professor a parte que eu ndo entendi, ai
eu nao entendo o resto todo. (E1)

Carlos: Precisa ter vontade de estudar. Eu tenho vontade de terminar os estudos, mas nao
tenho vontade de estudar. (E1)

As emoc0Oes partilhadas por estes quatro alunos estdo, naturalmente, associadas as
dificuldades que vivenciam no contexto da disciplina. Amanda atribui 0 seu insucesso a
falta de bases, mas alega que mesmo néo gostandoeaieatiea poderia ter resultados

mais positivos. Nesse caso, a emoc¢ao negativa (ndo gostar) parece nao ser, para ela, a
causa central do seu insucesso. Para Ana, além da acumulacdo de contetdos e da sua
complexidade, ela considera a falta de concentracde engpenho, também, como
causas do seu insucesso. Ja para Bruna as sensa¢fes emocionais, Como nervosismo e
vergonha, sdo as principais causas do seu insucesso. Ela tem a convic¢cdo de que se
conseguisse contrelas, os seus resultados seriam diferentedo€#m consciéncia

da necessidade de estudar mas, diferentemente de outros colegas, damonstra
totalmente desmotivado e parece revelar a sua percecdo de uma fraca capacidade para
aprender.

De forma genérica, ha por parte destes jovens uma tentativaltrdpassar as
dificuldades que os leva a desenvolver alguns esforcos que nem sempre resultam em
sucesso e que, por isso, conduzem ao desanimo. Assim, o desagrado, 0 nervosismo e a
desmotivacdo sdo emocdes relacionadas cfvaca preparacépafraca capaaade a

fraca motivacdae com aelevada dificuldadea disciplina.

5. Comentarios finais

O estudo do insucesso recai frequentemente sobre os aspetos cognitivos, esquecendo 0s
aspetos afetivos e os socioculturais. Como é referido na literatura, o damsoadpetos

afetivos poderem estar ocultos e ndo serem quantificaveis desencorajam o seu estudo.
Segundo os pressupostos tedricos adotados neste estudo, as emogdes sdo vistas como
reacdes a diferentes situacdes que os estudantes vivenciam na sua ldda esco

Como fatores inibidores do sucesso destes alunos, destacamos: i) a aula de matematica,
marcada por um ensino monotono e um ambiente pouco favoravel; ii) as tarefas e a
avaliacdo em matematica, marcadas por uma grande pressdo sobre os alunos. Estes
fatores inibidores ligarse claramente a um conjunto de emocdes negativas, a saber:
tédio, desespero, vergonha, frustracdo, medo, desagrado, tensao, irritacdo, nervosismo.

Tal como outros estudos indicaram, reconhecemos a interacao entre os aspetos afetivos
e a aprendizagem como um processo ciclico. Além disso, os resultados preliminares
deste estudo indicam que as emocOes e 0 insucesso se alimentam e reforcam
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mutuamente. Nesse sentido, mudancas em diversos aspetos das praticas de sala de aula
e das normas sculturais podem representar fatores facilitadores do sucesso e gerar
emocdes positivas. Também € provavel que um alivio do peso da retencdo baseada
estritamente nos resultados dos testes de avaliacdo contribua para emocdes mais
positivas relativas ao atexto da aula de matematica. Os proximos passos desta
investigacdo terdo como objetivo analisar a relacdo existente entre as emocdes e
determinados eventos criticos promotores de insucesso, através da realizacdo de
entrevista de aprofundamento e da regald narrativas pessoais centradas nas emocdes
sentidas pelos alunos no contexto da disciplina de matematica.
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Resumo:Com este texto pretende dar a conhecarprética de professores do 2.° ciclo

para envolver os alunos na estratégia avaliativa reguladora, na sala de aula de
matematica, com tecnologia. O estudo é de natureza interpretativa e segue o design de
estudo de casoNum contexto de trabalho colaboratjva investigadora e dois
professores de Matemética, a lecionar o 5.° ano de escolaridade, conceberam estratégias
avaliativas concretizadas em sala de aula, procurando integrar as informacdes recolhidas
na planificagdo seguint@s dados apresentados foresnolhidos por observacdo, com
registo audio, da entrevista final e registo audio e video do trabalho realizado em duas
aulas em cada uma das trés estratégias avaliativas dos professores caso, Jodo e Ana. Os
resultados apontam para que a atuacdo dosspmBs alterna entre momentos de
transmissdo de informacdes essenciais a progressao das atividades com a tecnologia ou
aos critérios de avaliacdo e momentos de questionamento oral aberto para apoiar o
raciocinio matematico dos alunos, tornando a atuac@o piofessores exiga)
complexa e dificil.

Palavraschave: Avaliacdo reguladora, Critérios de avaliacdo, Tecnologia,
Questionamento oral, O papel do professor.

Introducao

No sentido de contribuir para uma aprendizagem efetiva, de qualidade e parastodos o
alunos, a avaliacdo deve ser sistematica na sala de aula em vez de aparecer como uma
interrupcao da atividade letiva (Storeygard, Hamm, & Fosnot, 2010; Black & Wiliam,
2009). Os professores devem procurar evidéncias em diversas fontes de modo a garantir
a convergéncia dessas evidéncias no sentido de que cada aluno possa mostrar o que sabe
e 0 que consegue fazer de diferentes maneiras mostrando, assim, 0s seus pontos fortes
(NCTM, 2007). Para que tal aconteca, existe a necessidade de proporcionar amaluno
maior envolvimento e por isso toA@ mais ativo na sua propria aprendizagem
(Nunziatti, 1990).

Do mesmo modo, a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas no ensino permitem ao aluno
uma participagdo mais ativa na sua aprendizagem. Arrastar um elemehagr@ona,
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através da acdo do rato, observar as relacdes geométricasansadasndi¢cdes para a
elaboracédo de conjeturas que s6 é possivel pelo potencial de interacdo oferecida pelos
ambientes de geometria dinami¢AGD). Assim, estas ferramentas aprasen
condicOes para o professor ouvir os alunos e, através da sua acdo, conhecer 0s seus
pontos fortes (Laborde, Kynigos, Hollebran@&rasser 2006). BaccagliniFrank e

Mariotti (2011) mencionam que quando 0s intervenientes sdo convidados a explorar um
problema aberto, com AGD, e a formular conjeturas, sobre um determinado objeto
matematico, observam propriedades que se mantém constantes e tentam ligar um ou
mais invariantes geométricos, durante o processo de arrastar de um ponto, para dar
origem a uma ip6tese explicativaContudo, ndo se pense que esta pratica esta liberta

de desafios para o professor, pois existem dificuldades no que respeita a utilizacdo da
tecnologia no ensino da Matematica ja que os aprendentes precisam de saber lidar com a
sintaxee a semantica denftwareo que, por vezes, é considerado como uma sobrecarga
para a aprendizagem (Hoyles & Noss, 2003).

A investigacao realizada em Portugal aponta para a existéncia de poucos estudos no
dominio da avaliacédo e é, por isso, consensual guamecessidade da existéncia de
uma agenda de avaliagdo tanto nos educadores como nos investigadores matematicos
(Santos, 2004; Fernandes, 2009). Deste modo, aste@necessidade de contribuir
para um melhor conhecimento de praticas profissionais ddizag¢éo de avaliacdo
reguladora, tentando caracterizar o trabalho dos professores na forma como constroem
tarefas, como recolhem informagéo sobre a aprendizagem dos alunos e como integram
essa informacdo na sua planificagdo de modo a regular o seu dasiviatematica.
Assim,com este texto pretende dar a conhecear pratica de professores do 2.° ciclo

para envolver os alunos na estratégia avaliativa reguladora, na sala de aula de
matematica, com tecnologia.

Avaliacao reguladora

A acdo reguladora davaliacdo s6 existe se se seguir o tratamento da informacéo
recolhida, assim como a adaptagdo das atividades de ensino e de aprendizagem de
acordo com a interpretacdo desenvolvida (Pinto & Santos, 2006). A intervencao de
natureza reguladora pode incidired ar i fi ca-«o da rel a-«o0 exi s
da aprendizagem e as tarefas a utilizar; sobre a explicitacdo e negociacao de critérios de
avaliacdo para uma eficaz apropriacdo por parte dos alunos; ou ainda sobre a
sistematizacao, interpretacacmentada de consciéncia dos erros cometidos na realizacéo

de uma dada tarefao (Santos, 2008, p. 4). /
a ter uma funcdo de ajuda no processo ndo sendo, no entanto, o seu principal papel.

Mais do que assegurar a antecdo entre as caracteristicas dos alunos e o processo de

ensino pretende, essencialmente, femama acdo do aluno como principal agente
regulador da sua aprendizagem (Pinto & Santos, 2006).

Os erros cometidos pelos alunos estdo presentes, diariamansala de aula e na
perspectiva da avaliagédo reguladora o erro €, por isso, natural e inerente ao processo de
aprendizagem. Ao usar o erro cometido pelo aluno como uma fonte de informacéo a que
tem acesso, o0 professor acede a légica que o aluno tem dertonsaber e a sua
compreensao pode constituir um modo de o professor pensar em formas especificas e
adequadas de ajudar o aluno a reorientar a sua representacdo, mas também a refletir
sobre a sua pratica, repensando a adequacao dos contextos de @@engip@ostos
(Santos & Cai, 2016; Santos et al., 2010).
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Explicitar os critérios de avaliacdo € clarificar o modelo didatico de referéncia, a
avaliacdo para aprender passa a fazer parte do conteudo e das estratégias de ensino
como modelo de referéncia pamlos, sendo a aprendizagem colocada em termos da
l6gica do aprendente e do acesso a autonomia (Nunziati, 1990). Os critérios de
avaliagdo enunciam o que € importante em cada momento e s&o, por iSso, uma
ferramenta de dialogo entre avaliadores e avali@diaé, 2001), constituind@e como

lentes para analisar o trabalho desenvolvido (Santos & Cai, 2016).

Ouvir os alunos € uma tarefa dificil. Para conseguir dar sentido as suas intervencoes é
importante ter presente as diversas vias de desenvolvimentdada &prendizagem e

dos objetivos matematicos da atividade em curso. O professor deve identificar os pontos
fortes dos alunos, ndo s6 para contribuir para o desenvolvimento da autoconfianca, mas
também para ajudi@s a construir o seu préprio conhecimef@toreygard et al., 2010).

A utilizacdo do feedback, como um didlogo para ajudar os alunos a ultrapassar as
dificuldades, podera contribuir para a constru¢do do conhecimento por parte dos alunos
se estes adaptarem e integrarem as informacdes reconssabwles (Santos & Cai,

2016; Santos & Semana, 2015).

Contudo, os professores tém tendéncia para lancar questdes para a turma no sentido de
manter os alunos focados na tarefa, mas é menos frequente trocarem algumas questdes
com o0 mesmo aluno provocando uuiacussdo de ideias mais prolongada sobre um
determinado tema (Wiliam, 1999). Contudo, é de salientar que, quando incentivados e
apoiados, os professores mudam as suas praticas (Black & Wiliam, 2003; 2006). Uma
consequéncia destas mudancas € que os prodesaprendem a conhecer melhor os
alunos e os seus erros, de modo a orientar a sua acdo para as suas verdadeiras
necessidades. No entanto, o desenvolvimento de um estilo mais interativo relativamente
ao didlogo com a turma pode requerer uma mudanca Iraicestilo de ensino do
professor. Num projeto desenvolvido por Black e Wiliam (2006), os professores de
inicio sentiam que estavam a perder o controlo, mas ao fim de um ano foi possivel
verificar mudancas neste sentido.

Deste modo, 0 questionamento os&ndo uma préatica muito frequente em sala de aula,

s6 podera constituse como um contexto potencialmente regulador se for realizado de

forma intencional por parte do professor, sem constrangimentos de tempo e formado
essencialmente por perguntas de tgierto (Santos, 2008). O questionamento oral

podera realizase entre profess@uno, mas também entre profeskoma, ou ainda,

entre alunealunoerevelda e como fiexcel entes oportuni dadcé
de uma comunicagéo reflexiva e instrate, mais geralmente, para a aprendizagem em

Mat em8ticado mas de grande exig°ncia para o
308).

Num estudo realizado, num contexto col abor
aprofundar o conhecimento sobre as foramsituacdo do professor de Matematica em

sala de aula os tipos de experiéncias matematicas que favorecem o desenvolvimento da
autorregulacédo da aprendizagem matematica, e 0s constrangimentos que o0s professores

de Matematica enfrentam aquando da implementa¢ dessas pr 8ticaso
Santos, 2012, p. 229) é referido que o professor em estudo reorientou os alunos
remetendens para os seus produtos de modo a que identificassem os proprios erros,

bem como a razoabilidade das suas respostas apelando antesfetgos de
representacdo de objetos matematicos promovendo, assim, a autorregulacdo da
aprendizagem matematica.
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Pratica de ensino

A construcdo de um modelo da acéo do professor € de grande complexidade e, por isso,
tornase importante observar 0s gestdos professores no seu contexto profissional.
Sendo os gestos a manifestacdo de uma intencdo, uma manifestacdo concreta do desejo,
implica uma leitura a diversos niveis (Jorro, 19@8).gestos profissionais dos docentes
dependem da forma como se da apgdcdo e a interacdo com o contexto. Existem
quatro dimensdes que caracterizam o0s gestos profissionais, sé#olédesdade de agir

versus sentido de postura profissiorat que o professor revela a sua capacidade de se
dar a uma situagéo e integra rsesIS gestos uma percep¢ao mais ampla do que a que
existe na programacao escoldY;intuicdo que permite ao professor reconhecer o
momento de intervir e em que a sua criatividade resulta da amepd®svisagcaonum
determinado instante; gentido de alteriddeque se caracteriza pelo reconhecimento e
aceitacao do outro, um gesto que € um convite a compreensao ¢ & afdona como

0 gesto se apresenta aos outjagjue € através do gesto que se faz a transmissao de
valores educativos atraves da sua disdenemocional e simbdlica dando a conhecer a

sua medida ou a sua contencéao (Jorro, 2006ye&®s linguisticopermitem analisar a
comunicacao do professor perante a turma. Estes gestos, que permitem perceber se o
professor apresenta uma linguagem esgigaida ou comum, s&o visiveis no inicio ou

na transicdo de atividades, na introducdo dos saberes, ao revisitar um conceito, na
clarificacdo de uma nocédo ou na regulacdo de regras ou normas que estado prescritas. Os
gestos de colocar em prética o sabeoloca o professor em contacto com a atividade
intelectual dos alunos durante a realizacédo das tarefas e constituem a atividade de fundo
do professor desenvolvendo a construgdo do pensamento abstrato e a manipulagcéo dos
conceitos. Ogestos de ajustar a acd@osituacdorevelam a capacidade do professor de
intervir sobre o ritmo da ag&o, modificando ou criando uma nova estratégia, durante o
desenvolvimento da atividade. @sstos de éticdo professor estdo patentes no tipo de
relacdes existentes entre alunasm@ofessor que podem contribuir tanto para incentivar

o aluno a participar nas atividades como a criar relacdes de dominio. Estas relacdes
estdo de acordo com o formato da comunicacéo que se estabelece e da avaliacéo escolar
gue se coloca em pratica (dmr2006).

Opcdes metodolbgicas e contexto

O estudo é de natureza interpretativa, numa modalidade de estudo destmestudo é
informado por uma abordagem colaborativa pois é feito com pessoas que, em
colaboracdo com outras, partilham das mesmas ypagQdes e interesses, examinam
cuidadosamente a sua propria experiéncia e acéo, entrelacando a acdo com a reflexao
(Heron & Reason, 2006).

Ao longo do ano letivo de 2014/15, num contexto de trabalho colaborativo entre
investigadora, primeira autora, e dgmwofessores de Matematica (Jodo e Ana)
conceberam estratégias avaliativas, concretizadas em sala de aula, em trabalho de grupo
com utilizacdo de tecnologia, e procuraram integrar as informacdes recolhidas na
planificacdo seguinte. Na primeira estratégialiativa os alunos usaram um aplicativo
disponivel na NetAlien) com o objetivo de estudar pares de angulos suplementares e
complementares e reformularam as suas produc¢des tendo em consideracao o feedback
do professor e os critérios de avaliacdo, quesgram a fazer parte do processo de
ensino e aprendizagem (EA1); Na segunda estratégia estudaram a classificagdo de
triangulos quanto aos lados e quanto aos angulos, através de um aplicativo construido
em GeoGebra e reformularam as suas producdes tendonsideracao o feedback do
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professor (EA2); Na terceira estratégia (EA3) os alunos construiram poligonos no
GeoGebra e estudaram a area do paralelogramo, reformularam as suas producdes tendo
em consideracao o feedback produzido pelos colegas (coavaliagdo).

Jodo e Ana sao professores do 2.° ciclo do ensino basico, com licenciaturas em variante
MatematicaCiéncias, de Escolas Superiores de Educac¢do Portuguedasane
selecionados por reconhecerem importancia a utilizacdo da avaliagdo formativa no
processo efso e aprendizagem e possuirem familiaridade com a utilizacdo das
tecnologias.

A recolha de dados apresentados foi feita através da observacdo, com registo audio e
video, de duas aulas (Al e A2) em cada uma das trés estratégias avaliativas, e entrevista

final (E2) dos professores caso também registada em audio. A andlise de dados seguiu a
analise de conteudo (Bardin, 2011). As categorias de andlise foram constituidas
tomando por foco de aten-«o0 a di mens«o AENv
deal a de aul ao consi-dimensbesdloansaisr o qué & poeod;i vas
Apoiar o raciocinio matematico dos alunos; Incentivar a autonomia (Jorro, 2006); e,
ARefletir sobre as dificuldades sentidaso (

Envolver os alunos nas estratfias avaliativas de sala de aula

Transmitir o qué e como. No inicio dos trabalhos de sala de aula os professores
informam os alunos acerca da tarefae vao desenvolver, de forma sucinta tal como
refere Jo«o: AAbrem o comput BABAL) ow segue
acrescentando a previsdo do tempo para a sua realizacao:

O que vamos fazer hoje é uma atividade que esta dividida em duas partes. A primeira
parte da atividade o que é pretendido é que vocés terminem assim que tocar para a
segunda hora, ok? &ida estiverem a escrever alguma coisa, terminam. Mas para vocés
terem tempo de terminar a atividade toda, esta vai ser a vossa meta. (Jodo, EA2_Al)

Mas, também, usamamlaboracédo dos alungsara focar a atencéo no que se pretende e
nas instrucdes gerais relativassaftware como faz Ana:

Prof2; Susana Ié 14, qual é a nossa tarefa hoje?

Susana:Tarefa: O GeoGebra e a classificacédo de triangulos. Para classificar os tridngulos
quanto ao comprimento dos lados e quanto a amplitude dos angulos vamos utilizar o
softwareGeoGebra.

Profd: O Geogebra é usoftwareindicado para estudar contetdos que ¢é ver com a
Geometria e como nds estamos, neste momento, nessa parte da Matematica, vamos usar
estesoftware Tém |4 todos os passinhos que tém que fazer. (EA2_A1l)

Quando iniciam o trabalho com os critérios de avaliacdo os professores esclarecem
significados no sentido da apropriagdo dos mesmos. &sptora os diferentes
indicadores e respetivos descritoregie projetou, para que os alunos percebam o que
significa e 0o que se espera del es, como po
conhecimentoe st udados 0:

Prof.: As informacgfes tém a ver com 0 que vocés leem para organizar a tarefa que eu dou
e que vocés devem seguir. E os conhecimentos tém a ver com aquilo que vocés ja sabem,
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gque ja conhecem, antes de comecarem a fazer essa atividade. O &apreaderam
antes. Se vocés nado recordam, ndo utilizam as vossas informa¢des ou conhecimentos vao

estar no nivel?
Ricardo: Zero. (EA1_A2)

De forma distinta Ana introduz os critérios de avaliacdo percorrendo as varias questdes
da tarefa, em didlogo coas alunos, sobre como seria possivel recolher informacao das
suas producdes, sendo os descritores apresentados como um elevador que se vai
deslocando a medida que a producao fica mais completa:

Se eu ndo tiver apresentado nenhuma estratégia € como se elevedor estivesse
ficado no réslochdo, mas a medida que eu vou apresentando situagcdes o meu
desempenho vai melhorando. Ndo é nem nivel nem pontos, mas € para dizer que
atingimos um determinado patamar porque a resposta estd muito bem. (Ana, EA1_A2)

No inicio do trabalho de coavaliacdo, Ana ajuddeacodificar o significado de pista
dando um exemplo especifico de como fazer com que os seus colegas se lembrem que
devem usar instrumentos de desenho para tracar figuras geométricas:

Se quisessem dar urpésta ndo diziam: Facam os desenhos com a régua. Mas podiam
dizer que o desenho esta pouco rigoroso. E os outros tinham que pensar: Pouco rigoroso,
porqué? Porque ndo usaram a régua. Vocés nao podem dizer, ndo podem dar a resposta.
(Ana, EA3_A2)

Também gando os alunos fazem constru¢des geométricas com GeoGebra é necessario
acompanhar o trabalhpor forma a ultrapassar dificuldades especificas de utilizacdo do
software Os professores acompanham o trabalho dos alunos de modo que selecionem
as ferramentasdaquadas e selecionem 0s pontos necessarios a construcao:

Vocés selecionaram o poligono? E que nfo esta |4, entdo carrega la em poligono. Ah,
agora é que estao l4, estédo a ver? (Ana, EA3_A1)

Vocés tém mesmo que comecar nos pontinhos azuis porquensenda. Faz 1a, vés? Ja
fechou, tém que ir aos quatro vértices, sendo nao fecha, esta bom? (Jodo, EA3_Al)

No final das estratégias avaliativas os professores organimamentos de sintessom
a participacdo dos alunos e transmitem informacdes que ajademmplementar a
aprendizagem dos alunos, como nha estratégia avaliativa sobre angulos suplementares:

Prof.. Como é que fazias aqui Sara?

Sara: Nés tinhamos uma regra que era se fosse maior que 90 usavamos o de 180. Ali ja
era proximo de 180 iamos depasluzindo até a medida pedida.

Prof.: O que vocés estao a pensar é que tenho um angulo de 180 e vou tirar um pedacinho
do angulo para ficar 158. Quanto é que eu ia tirar aqui?

Sara: 22 graus.
Prof.: Porque 158 mais 22 €?
Sara: 180.
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Prof.: Ok! Estes dois angulos juntos, em Matematica, chas@éangulos suplementares.
(EA1_A2)

Na estratégia avaliativa sobre a area do paralelogramo Ana, para além do momento
sintesetransmite a nova nomenclaturalativa aos elementos do paralelogramo:

Prof2; Vamos s6 mudar a linguagem relativamente a formula de calcular a area do
paralelogramo. No paralelogramo em vez de a este segmento de reta chamar
comprimento, como chamamos no retangulo, vamos chamar base, que funciona
exatamente como o comprimento. &gdizer que peguei neste triangulo e passei para ali
tenho que dar um nome a esta linha a tracejado.

Paulo: Pode ser altura?

Prof2; Pode ser altura, muito bem. Em vez de ser a tal largura passa a ser uma altura.
(EA3_A2)

Fazer cumprir normas e regras dmndutaé outro dos aspetos que os professores
tamb®m sentem necessidade de transmitir ao:
j 8 acabaram param com o barul ho, para os ou

Apoiar o raciocinio matematico dos alunosDurarte a atividade com o aplicativo

Alien, Ana descobre que um dos grupos utiliza os dedos para ter uma ideia da abertura
do angulo pretendido. A professora desvia a atencdo dos alunos dessa estratégia
colocando uma questdo como uma alternativa para um n@iociaio

Profé: Como € a vossa estratégia?

Bruno: Pomos aqui o dedo para dizer que é mais ou menos 10°, depois fazemos outra vez
que da 20 e assim.

Profd: Mas o que vocés tém que fazer é pensar numa forma sem os dedos, para ajudar a
colocar no local mais perto possivel. O que existe nesseqaer&os pode ajudar?
(EA1_AL)

A mobilizacdo de conhecimentdas uma preocupacdo dos professores que fazem
referénca a necessidade dos alunos ndo esquecerem gue tém conhecimentos anteriores
que devem utilizar:

Vocés lembranse 0 que € um paralelogramo? (Jodo, EA3_A1l)

Entdo o que é que esta a acontecer aos angulos? Vocés ja conhecem a classificacdo dos
angulos quant@ sua amplitude. Entdo vamos usar 0os conhecimentos e as informacdes.
(Ana, EA2_A1)

Depois dos alunos se familiarizarem corsaftware desenvolvem as suas conjeturas
sobre a relacdo entre a area do retangulo e a area do paralelogramo. Ana apoia o
desenvalimento do raciocinio mateméatico ajudandoirderligar as descobertas
realizadaspelos alunos:
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Paulo: Aumentamos e diminuimos a largura e o comprimento do paralelogramo com o
painel de controlo.

Prof2: E verificaram?

Paulo: Que o comprimento e a largura do paralelogramo foi mudando.
Prof2; Foi mudando? Mas ...

Paulo: Os comprimentos e as larguras variavam mas eram iguais nos dois.

Profé:. Afinal havia um mas. Os comprimentos e as larguras iam variando mas o que é
que afinal mnca variava, em cada um das situacfes?

Susana:A area. (EA3_A1)

Ana pretende que os alunos generalizem e fagam surgir a formula da &rea do retangulo,
ja conhecida dos alunos, pelo que tenta que os ahdiwose limitem apenas a um unico
raciocinio, isto € deixem de ver a estratégia geométrica de transformacdo de um
poligono noutro como o Unico processo para calcular a area de qualquer paralelogramo:

Paulo: Para a estratégia podemos fazer um retangulo dentro do paralelogramo, fazer os
quadradinhos geomatamente iguais e ver que podemos tirar este pedaco e p6r aqui, e
depois é s6 contar os quadradinhos?

Prof2; Pode ser uma estratégia. Mas no fundo o que é que vocés retiram de um lado e
acrescentam do outro?

Paulo: Um tridngulo.

Prof2; Cortam um triangulo de um lado e colam do outro, € o que vocés tém ai, nao é?
Mas eu ndo posso estar sempre a cortar, pois nao? Agora vamos la pensar se transformo o
paralelogramo no retangulo significa que para calcular a area do paralelogramo vou
utilizar que estratégia?

Paulo: A do retangulo.
Susana Porque eles sdo os dois equivalentes.
Prof2; Entdo toca a escrever isso que é para nédo fugir a ideia. (EA3_A1)

Incentivar a autonomia. Ao longo do desenvolvimento da tarefa, € possivel perceber
que os professord@scentivam a participacdo de todos os alumggambém, respeitam

os diferentes processos de participacdo dos alunos, como é possivel ver pelo extrato
seguinte:

Prof.: Vocés tén que falar entre vocés. O que tu estas a pensar tens que falar no grupo,
estd bem?

Andreia: Mas eu estou a escrever primeiro.
Prof.: Ah, gostas de escrever primeiro e depois é que gostas de falar com os teus colegas?

Andreia: E que sem escrever ndo coosjgnsar. (EA1L_A2)

Ana incentiva ainda os alunosdarem valor a forma como podem contribysara o
trabalho do grupo, através da sua area mais forte:
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Anténio: Eu posso fazer o desenho?

Prof* Tu podes fazer o desenho e os outros elementos do grupm jiizEr o que
fizeram. H& pessoas que tém mais facilidade em escrever e outras em desenhar. E por isso
€ que esta aqui um grupo, para cada um dar as suas contribuicées. (EA3_A1)

Durante a reformulacéo das producdes um dos grupos ndo concorda com @epista q
colegas registaram no seu trabalho argumentando que foi usado um critério que nao
constava do documento dos critérios de avaliacdo. A professora, sem fazer juizos de
valor, respeita a autonomia e o trabalho dos dois grupos

Paulo: Eu acho que estd bom, a frase tem tudo. Por que € que eles puseram dois?
Prof2; Entdo vejam la no 3, as vezes é uma coisinha pequenina.
Paulo: E explica na totalidade. Esta tudo aqui.

Susana:Mais completo ndo podia estar. Deraos um 2 porque repetimos as palavras,
mas aquilo ndo é um critério.

Prof¢: Entao escrevam isso, na pergunta que tem essa observagdo, que usaram um critério
gue nao esta la. (EA3_A2)

Refletir sobre as dificuldades setidas

Jodo considera que a sua maior dificuldade foi trabalhar com os alunos em grupo.
Afirma que no inicio sentiu que estava a perder o controlo da aula, mas depois percebeu
que os alunos trabalhavam, s6 que de maneira diferente do habitual, por s30,apas

dar a si préprio mais tempo para estar com 0S grupos 4osuvi

N«o foi f8ci l ao in2cio (é) Mas foi uma apr €
uma falta de controlo, depois quando percebi que eles estavam a trabalhar e que
realmente funcicmv a f ui descontraindo. Tent ei estar

tentar perceber o que estavam a fazer e depois entdo ir para outro. (Jodo, E2)

Ja Ana refere que a sua maior dificuldade foi colocar questdes de modo a contribuir
para que os alunos consgsem a sua aprendizagem:

Fazer perguntas ndo é facil e eu tinha sempre receio que a pergunta que eu fosse fazer
direcionasse logo para a resposta e ndo para eles refletirem sobre aquilo que tinham ja
escrito ou pensado. Eu pelo menos tertenscientemente, ter esse cuidado de que a
minha intervencédo junto dos grupos fosse para eles poderem refletir sobre aquilo que ja
tinham feito, se estaria de acordo com o0 que era pedido, se estava o mais completo
possivel, se a resposta seria adequadeetatque estavam a fazer. (Ana, E2)

Discussao e conclusdes

A forma como os professores envolvem os alunos nas estratégias avaliativas revela que
a aula inicia e termina com momentos de intervengcdo dos professores para-o grupo
turma, com a participacdo si@lunos. Ao analisar 0 que os professores transmitem e
como o fazem, os resultados revelam que no inicio da aula os professores focam a sua
intervencdo na transmissdo de aspetos relativos a gestdo da aula interagindo com o
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grupcturma. No final da estragéa avaliativa os professores interagem, novamente,
com o grupeturma elaborando sinteses que levem a generalizacdo do topico
matematico em estudo e/ou informam aspetos da matematica que complementam a
aprendizagem (Semana & Santos, 2012).

O modo de expl@cao do professor remete para a organizagéo do trabalho em pequenos
grupos, por oposicdo a uma aula centrada no professor. Assim, quando o centro da aula
se desloca para os grupos, os professores continuam a transmitir procedimentos mas
relativos a sintaxe semantica dgoftware no sentido de apoiar o inicio do trabalho

com a tecnologia (Hoyles & Noss, 2003). Nesta fase, o professor-skrigé a cada

grupo dando resposta as questbes que o trabalho suscita fazendo, também, cumprir
regras e normas patestea tarefa em suporte papel, ao ritmo de cada grupo.

Também quando os alunos se apropriam dos critérios de avaliacdo a atuacdo dos
professores volta a caracteriz@® por momentos em que transmitem informagéo
relativa aos critérios de avaliacdo assim camaspetos da gestdo da aula relativos a
atividade de coavaliacdo. A atuacdo do professor €, assim, caracterizada por esclarecer
os alunos sobre significados e o0 que é importante no momento, contribuindo para a
apropriacdo dos critérios (Nunziatti, 1990al2001; Santos & Cai, 2016).

Fora destas janelas de oportunidade para ajudarem os alunos com informacdes cruciais
para 0 avanco das estratégias avaliativas, os professores intervém junto dos grupos
apoiando o desenvolvimento do raciocinio matematicer gtravés da elaboracédo de
registos relativos as suas exploracdes, quer da elaboracéo de hipéteses explicativas e de
conclusdes BaccagliniFrank & Mariotti, 2011),questionando, sempre, 0s alunos no
sentido de contribuir para a regulacdo do seu trabathm, intervencdes na forma de
guestdes ou apresentacdes sem incluir respostas. Durante a atividade de coavaliagdo em
que elaboram pistas, para dar feedback, ou durante a reformulacdo das producdes, 0s
professores voltam a fazer os alunos refletir sobngedf@agem ou pensam remeterao

para os seus produtos de modo a identificarem os proprios erros (Santos & Cai, 2016;
Santos & Semana, 2015; Semana & Santos, 2012; Dias, P. & Santos, 2012).

Assim a atuacgdo do professor, ao longo do desenvolvimento davaukfernando

entre a transmissado de informacgdes, quer a nivel do-tmupa, quer a nivel do grupo,

ou apoiando o raciocinio mateméatico dos alunos com intervenc¢des na forma de questdes
sem incluir as respostas as questées colocadas decidindo, inteneideaa que dar

mais atencdo, como € possivel ver na figura 1 em que se apresenta a atuacdo do
professor de forma esquematica.
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Incentivar a autonomia

Figurali Esquema da atuacado dos professores

Ao longo da aula os professores revelam uma atuacdo de incentivo a autonomia na
participagdo dos alunos na atividade cartecnologia, na elaboragdo dos registos ou

discussdo de opinides no sentido de elaborarem producfes que sejam efetivamente de
todos e com a participagéo de todos.

Os dados revelam, ainda, que os professores, de inicio, sentiram dificuldades em alterar
a sua pratica na sala de aula desenvolvendo um estilo mais interativo e que essas
dificuldades se prenderam com a sensacdo de falta de controlo por requerer uma
mudanca no estilo de ensino do professor (Black & Wiliam, 2006). Esta mudanca de
estilo de ensinalos professores pretendia fos& na acdo do aluno, como principal
agente regulador da sua aprendizagem, formulando questbes para levar os alunos a
pensar e desenvolver a sua aprendizagem (Pinto & Santos, 2006), reselando
portanto, de grande exigéagara os professores (Semana & Santos, 2012).
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Resuma Esta comunicacdo refese a parte de urestudo que tem por objetivo
compreender como uma escola secundaria localizada nos arredores de Lisboa realiza o
acompanhamento de alunos que, apesar de estarem em condicBes para reprovar,
prosseguem para o0 ano | etivo isoeguiPnatrea, aitnisn
esse objetivo, dois alunos foram selecionados e acompanhados durante um ano letivo,
bem como a professora de Matematica da turma, a professora Liz. -Seguioa
abordagem interpretativa e qualitativa. Foram observadas aulas na turmal dss g
alunos fazem parte e realizadas entrevistas a professora Liz. Percebemos que a
professora pratica diferenciacdo pedagodgica atendendo aos alunos que progrediram sem
aproveitamento a Matematica. Partindo da mesma tarefa, simplifipger reduzindo o
namero de questdes ou focarak) quer o numero de dados. Nos momentos formais de
avaliacdo atribui pesos diferentes as questdes dos testes.

Palavraschave Aprendizagem matematica, diferenciacdo pedagdgica, pratica de
ensino, tarefas matematicas.

Introducao

Estudar Matematica costuma ser uma tarefa cercada de questionamentos por parte dos
alunos, dos seus responsaveis e de outros membros da comunidade escolar. Além disso,

uma disciplina de dificil aprendizagem e acessivel a poucos. Apesar disso, parece nao
haver davidas quanto a importancia da sua aprendizagem. Afirmar que a Matemética é
uma disciplina para poucos, pode remeies para a ideia da inteligéncia como uma
unidade estavel, fixa, ndo evolutiva no tempo. Em moldes gerais, essa ideia estaria
relacionada com a velha escola da psicologia que deu origem aos testes de coeficiente
intelectual (Dweck, 1989). Esta seria a ideologia do dom. Em contrapartida, h& outra
concepcao de inteligéncia que considera poder ser desenvolvida ao longo do percurso de
vida. O individuo pode desenvolver qualquer conjunto de estratégias cognitivas em
qualguer idade. Esta concegdo esta mais relacionada com a psicologia cognitiva
contempaoanea.
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Sendo a Matematica uma disciplina importante no curriculo escolar e sageqde

varios fatores podem interferir em sua aprendizagem, o que fazer quando se verifica que
o aluno ndo atingiu os objetivos esperadds§imples facto de reprova garaite que

este irA recuperar a aprendizagem matematica perdida? Ou teremos alunos com
expetativas, autoestima e competéncias cada vez mais baixas? Mas, se um aluno ndo
consegue atingir a aprendizagem necessaria para a sSua aprovacao escolar em
Matemética, comdeixdl o prosseguir? E ainda, como fic
nessa situacdo? Refletindo sobre estas questfes, parece facil perceber que criar um
acompanhamento efetivo das aprendizagens matematicas dos alunos no decorrer do ano
seria 0 caminho maieficaz para a conjugacdo AprendizagdatematicaAprovacao.

Mas de que forma esta recuperacao pode ser realizada para que realmente constitua um
processo produtivo? Que estratégias utilizar?

Foi tendo em conta todas estas questfes que NOS PropusemMaosemi®p como se

realiza o acompanhamento de alunos que, apesar de estarem em condi¢cdes para
reprovar, prosseguem para o ano | etivo seg
Nesta comunicacdo focarmms em particular nas seguintes questbes: Como se
caraceriza a préatica de ensino da professora na sala de ua®% as estratégias de
recuperacdo que usa ao longo do ano com estes alunos em Matematica? Em que se
diferenciam das usadas com os outros alunos?

Recuperacéo e reprovacdo em Matematica

As justificativas normalmente apresentadas pelos professores sobre os motivos para a
retencdo de alunos sdo: maturidade, atitude face ao trabalho, carater ou estado
psicolégico, comportamento na classe ou ainda capacidade para seguir os colegas de
classe ou o ritmoas docentes (Smith, 1990). Defensores de politicas que incentivam a
repeti-«o de ano &escol ar acreditam que es
oportunidade para amadurecerem e dominarem matérias e conteidos que nao foram
devidamente aprendidos, antt® t erem de confrontar temas n
Reis, & Seabra, 2016, p. 10). Porém, os alunos retidos podem ser prejudicados pela
Afestigmati za- «o, redu-«o das expetativas s
dos professores e pais, auto peroed@ reduzida competéncia e baixo potencial e ainda

pel os desafios de adapta-«0 a um novo gr uj
2016, p. 10). Estes fatores, além de eliminar quaisquer beneficios adquiridos com a
reprovacao, aumentam a ansiedade doocakim seu distanciamento da escola o que

resulta em mau comportamento e abandono escolar.

Pelas implicacbes negativas que a reprovacao pode trazer, somos levados a equacionar a
recuperacdo escolar. A recuperacdo escolar de que tratamos aqui, ndo éracgecupe

da fAnot ao, mas sim a recupera-«o da aprendi
essa se va repercutir na nota, esta ndo € a sua finalidade principal. A propdésito desta

ideia, podemos ainda acrescentar que a fundamentagdo epistemoldgica dag&eupera

est8 no reconhecimento de que o fAconheci mel
ouvindo, mas por aproximac¢des sucessivas e num processo ativo, de interacéo [...] ha
necessidade, simultaneament e, de novas i n
(Vascot el | o s, 2002, p . 109) . Afinal, A® enqua
se desenvolve que faz sentido procurar adémuss caracteristicas dos diferentes

i ntervenientes da comuni dade de aprendi zage
Contribuise dessa form@ambém para o desenvolvimento de um autoconceito positivo

pelo aluno, para que este se sinta capaz, ainda que num maior periodo de tempo, de
atingir as aprendizagens esperadas e perceber onde chegmeber que ter
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dificuldades é parte do processo daeadizagem da Matematica e passar essa
mensagem para os alunos, dando tempo para que eles trabalhem as suas duvidas, € um
fator que precisa ser internalizado pelo professor (NCTM, 2014).

Mas ndo € sO o fator tempo que deve ser levado em conta quandosisieraon
recuperacdo de alunos, mas também as formas de pensar e estabelecer relagbes entre o0

gue sabemos e 0o que aprendemos. Neste sent.i
se como uma resposta orientada pelo principio do direito de todos a agemdiza
essenci al para dar resposta © heterogenei d:

(Santos, 2009, p. 1). Para criar uma aprendizagem real é importante que, além do
professor conhecer os seus alunos e saber o que ja sabem e conseguem fazer em
deteminado momento, os ajude também a aproprisgerdas suas aprendizagens. Para

isso, é essencial que: seja criado um ambiente de confianca em que o aluno perceba que
0 professor acredita nele e o apoia; o professor tenha a certeza de que a aprendizagem
proposta se adapta aos alunos; o professor apoie e encoraje os alunos no sentido de se
expressar e os estimule a ter consciéncia das suas aprendizagens (Tomlinson, 2008).

A diferenciacdo pedagodgica pode estar centrada nos conteldos, nos processos e nos
produtes. E, apesar de ndo ser replicavel em diversas turmas e requerer conhecimento
dos alunos por parte dos professores é um processo que vai melhorando através de
tentativa e erro e que deve ser bem planeado em relacdo ao momento, ao tipo e a
finalidade (Sants, 2009).

Tarefas matematicas e a comunicacdo na sala de aula

O planeamento de uma aula, seja ela de apoio ou ndo, deve envolver componentes
fundamentais para o alcance do objetivo proposto (Estes, McDuffiat& 2014),

como sejam: oS objetivos de aprendizagem que se pretendem atingir nessa aula; a
progressao do conteudo, isto €, o que ja foi visto e 0 que sera visto a seguir; as
necessidades individuais dos alunos e a selecéo das tarefas. Os autorepalartam
importancia de selecionar uma tarefa que incorpore as trés ideias anteriores de forma a
dar coeréncia a aula.

Ponte (2005) define quatro tipos de tarefa, os quais serdo usados no desenvolvimento
deste trabalho: exercicio, problema, investigac&amoracdo. Cada tarefa possui um

papel especifico na aprendizagem matematica e por isso € importante propor uma
variedade delas. A tabela 1 indica o papel das tarefas no que se refere a aprendizagem.

Tabelal i Papel das tarefam aprendizagem (Adaptado de Ponte, 2005)

Exercicio | Problema | Investigagdo | Exploracéo

Desenvolvimento do raciocini X X X
matematico

Desenvolvimento da autoconfiang X X
Efetiva experiéncia matematica X X
Desenvolvimento da autonomia X X

da capacidade de lidar col
situacbes mais complexas

As tarefas podem ainda ser categorizadas de acordo com o nivel de exigéncia cognitiva
(Stein e Smith, 1998). Desta forma, as tarefas com {mdizad de exigéncia cognitiva
dividemse em tarefas de memorizacédo ou de procedimentos sem conexdes e as tarefas
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de alto nivel de exigéncia cognitiva sdo divididas em tarefas de procedimentos com
conexdes e fazer Matematica.

Vale a pena ressaltar que o modo como as tarefas sdo trabalhadas em sala de aula sera
determinante no processo de aprendizagem dos alunos ,(RP@it8). Assim, é
importante: (i) fazer acompanhar a apresentacdo da tarefa com um momento em que
professor e alunos fazem em conjunto a sua interpretacdo, (ii) proporcionar momentos
significativos de trabalho autbnomo por parte dos alunos, e (iii) condiszussdes
coletivas participativas e aprofundadas (Ponte, Quaresma & Branco, 2011).

A comunicagdo matematica em sala de aula traz a possibilidade do aluno articular,
clarificar, organizar e consolidar o pensamenima boa comunicacdo sustenta a
aprendtagem e o desenvolvimento do conhecimento matematico ao estabelecer
ligacbes entre conhecimentos isolados do aluno (Jirotkova & Littler, 2003). O
significado de expressbes € encontrado quando o aluno utiliza a nova linguagem e a
integra no seu discurso (Wo & Lafayette, 2000)Quanto ao professor, este formula
guestbes que podem ser agrupadas em trés grupos: de focalizagéo, que ajuda o aluno a
seguir um raciocinio ultrapassando um obstaculo; de confirmacdo, que tem como
finalidade obter confirmacdo do cadimento do aluno e de inquiricdo, para obter
esclarecimentos sobre esse conhecimento (Mason, 2000). Através destas perguntas e da
selecao de boas tarefas, o professor podera encorajar o aluno {evamdsenvolver
também a sua capacidade argumentativa.

Metodologia

Este estudo assenta no paradigma interpretativo através de uma abordagem qualitativa
(Creswell, 2012). O estudo teve como base o acompanhamento das estratégias de
recuperacdo aplicadas a dois alunos do 7.° ano (2016/2017) que nao tiveram
aproveitamento totalmente satisfatorio em Matematica, mas que progrediram para o 8.°
ano (2017/2018). A selecao destes dois alunos foi feita tendo como critérios principais a
disponibilidade para o estudo e o facto de pertencerem a uma turma cujo professor
também estava disponivel a participar. Os alunos selecionados passardo a ser chamados
Manuela e Nuno; nomes ficticios, por si escolhidésbos tém 13 anos e nunca
reprovaram. A professora titular da turma, Liz, tem 13 anos de magistério e trabalha na
es®la desde 2016 como professora contratada. A professora esta com esta turma desde
0 ano letivo anterior.

A recolha de dados foi feita através da observacdo de 14 aulas, com registo audio e
notas de campo; de 3 entrevistas (E) a Liz, sempre apés os conselhos de turma; e de
recolha documental, com registo fotografico das tarefas propostas aos alunos e de suas
respetivas resolucdes. A recolha de dados decorreu entre Maio de 2017 a Marco de
2018.

ApoOs a transcricdo dos registos audio, proceste@ analise de dados que seguiu a
analise de conteudo e usou categorias definidas a posteriori moldadas contudo pelo
quadro teodrico de referéncia. Foi enviada a professora Liz a analise dos dados realizada
para a comentar, 0 que veio a ser por si reconhecida sem restri¢coes.
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Analise de dados
A percecéo da professora Liz face a reprovacéao

Nos seus 13 anos de pratica msidnal, a professora Liz diz ter mudado de opinido
diversas vezes quanto a questao da reprovacao ou nao de alunos com desempenho final
aquém das expectativas. Assim, apds perceber que a retencdo acabava por ser vista
como um castigo, em que os alunos gaguno ano seguinte desmotivados, trabalhando
menos, sentindee deslocados devido a diferenca de idades com os colegas, passou a
posicionasse a favor da aprovacéao, apesar do desempenho insuficiente demonstrado:

A conclusé@o a que cheguei é que nao bejreficios. (...) nunca assisti a uma situacdo em

que chegasse ao final do ano e dissesse as:¢
coisa por ter repetido de anoo (...) Not o (
prejudicar a [nova] turma exatamerder causa das idades. Porque acaba por ser um

aluno mais velho, com outra experiéncia de vida ja, com outros focos, com outras
vontades, e acabam por influenciar as outras turmas dos mais novos. Portanto,
atualmente, estou do lado em que, se acompanhaoyrogride na mesma. (12 E)

Entretanto destaca que para que a situacdo se modifique é necessario que haja empenho
dos alunos em fazer diferente:

Claro que tem que fazer um trabalho com afinco [...] Se teve negativa num ano, no ano
seguinte tem que tbalhar um bocadinho mais e isso as vezes nao se verifica e a negativa
mantémse. Mas eles conseguem recuperar coisas que nao apanharam no ano anterior. (12
E)

Ao apreciar a escola como um todo, a professora reflete que os professores das

disciplinas em g& os alunos possuem negativas ndo se sentem desconfortaveis com a

aprovacao pois as classificagcbes negativas que atribuiram sao mantidas e permanecem
nas fichas dos alunos:

Os alunos nesta escola passam com 6, 7 ou 8 negativas. Mas as negativas aparecem |
Qualquer pessoa sabe que aquele aluno passou com aquelas negativas. Portanto, 0 nosso
trabal ho, a nossa avalia-«0 n«o ®eguesta em c
aluno progrediu para acompanhar a turma. N&o se viu beneficios de ele setlek)

As classificagOes negativas nas fichas dos alunos, segundo Liz, tanto podem constituir
um fator de motivacédo ou ndo, dependendo do aluno:

Para os alunos, eu acho que h& pelo menos dois grupos. Aguele aluno que olha e pensa

assi m: i Bolmass, tpeanshsoe oi t o negativas na paut e
com ele pr-prio. E h8 aquele aluno que sab
negativas mas vou passar na mesmao e para el
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Apesar da sua posicao a favor da transi¢cdo dos alunos com classificacbes negativas, Liz
nao deixa de indicar também dois fatores dificultadores que sente como professora
titular a oferecer uma maior ajuda na aplicacdo do Projeto de Apoio proposto pela
escda: a extensado do curriculo e o nimero de alunos por turma:

A ideia era haver uma maior atencdo, uma coisa mais especifica, para estes tipos de
alunos que progridemomnegativas a Matemética. No entanto, acaba por ser um bocado
dificil fazer grandes dimc¢des devido ao tamanho dos programas, as matérias que nds
temos que lecionar, que sdo muito grandes, muito extensas. As vezes ndo ha muito tempo
para a gente parar e considerar da forma que a gente quisesse e por outro lado com turmas
muito grandes, 3@lunos, é muito complicado a gente ir especificamente a cada aluno
ajudar. No entanto, eu acho que a gente acaba por conseguiloajudé E)

Um facto importante observado nas palavras de Liz é 0 uso constante da expressao: 0s

alunos fAprognr«odeifnapceosmaor edas o0 negativas a
ratifica a visdo da professora de uma aprovacgéo transparente em que as classificacoes

negativas dos alunos ndo sao alteradas.

A pratica de ensino na sala de aula de Liz

A comunicacgado As aulas de Lizestruturarrse em geral nos seguintes momentos: a
professora explica a matéria e, de seguida, os alunos resolvem exerdi@sos
interacbes de Liz com os alunos, as perguntas de focalizacdo e de confirmacdo estao
muito mais presentes.

Durante acorrecao @s tarefas por exemplo, observese que Liz, normalmente, faz

uso dequestdes de focalizac&ale confirmacda@om o objetivo de captar a atencédo dos
alunos, seguir um determinado percurso e ao mesmo tempo ir testando 0s seus
conhecimentos. Assim, a resgéio vai sendo guiada e os proprios alunos, juntamente
com a professora, podem chegar a resposta correta. Vejamos, por exemplo, o caso em
gue a aluna Manuela estava a resolver uma questédo relacionada com o Teorema de
Pitdgoras no quadro:

Prof2.: Vamos Manela, estamos a fazer o teorema de Pitagoras. O que diz o teorema de
Pitagoras?

[Siléncio]

Profd.: Se eu te perguntar qual é a hipotenusa do triangulo, sabes@?rzer
[Manuela responde corretamente.]

Prof2.: Entdo pde l4... A hipotenusa igual....

[Manuelacompleta no quadro]

Profé.: Quais séo os catetos?

[Aluna escreve a soma dos catetos, porém néo os eleva ao quadrado]
Prof2.: O que falta Ia? Esté certo o teorema de Pitagoras assim?

[Aluna fica em siléncio]
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Grupo de alunos da turma: Os quadrados.

Prof2.; Isso, os quadrados onde?

Grupo de alunos da turma: Em todos.

Profd.: Hipotenusa ao quadrado é igual ao cateto ao quadrado mais o cateto ao quadrado.
[Manuela segue resolvendo]

Paraesclarecer duvidad.iz usa mais frequentememerguntas ddocalizacao Dessa

forma, vai direcionando o raciocinio dos alunos até que estes cheguem a forma correta
de resolucdo. Esse fato pode ser percebido no exemplo abaixo em que Manuela esti
com duvidas sobre como desenhar o gréafico da funcéo y=2x:

Profé.. Sea funcao € linear, ela tem que passar onde?

Manuela: Na origem.

Profd.: Entdo em que ponto é que ela passa?

Manuela: (0,0)

Prof2.: De quantos pontos precisas para marcares a reta?
Manuela: Dois.

[Pausa]

Profd.: Ja encontrastes os pontos? Ja fizestedjeaesa]. Posso escolher o zero?
[Siléncio]

Prof2.: Nao, j& ca esta. Entdo se o x for 1, quanto é que da o y?
Manuela: 2

Prof.: Entdo encontramos aqui que ponto?

Manuela: (1,2)

Prof2.; Entdo agora marca la.

Ainda no sentido deesclarecer duvidasdos alunos, verificose que, muito
frequentemente, Liz utiliza como estratégiaeferéncia a exercicios anteriormente

feitoscuja forma de resolugéo seja similar. Por exemplo, em uma aula sobre vetores, a

aluna Manuela chama a professora e diz que mdenédeu uma dada questdo. A
professora ap-s olhar a quest<o ©Oésvpohge.
ainda quando o aluno Nuno coloca uma quest«
essa. o0 A professora abr e uwnaquastéo pateciddeo Nuno
aluno comeca a fazer.

Apesar das perguntas de inquiricdo ndo serem usadas com tanta frequéncia por Liz,
observouse que a professora usa a estratégia de questionar diferentes formas de
resolucdo para uma mesma questao, tal comstraldo no exemplo abaixo, em que o0s
alunos precisavam de calcular o comprimento de uma escada apoiada a um beliche:

Prof2.: Como acham que podemos calcular o comprimento da escada?
Jodo: Teorema de Pitagoras.
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Profé.:Alguém sugere algum outro método?

[Siléncio]

Pedro: Professora, eu usei aquela diagonal assim [diagonal espacial].
Prof.: Muito bem, Jodo. Entenderam o que o Jodo fez?

Cabe ressaltar aqui que a resolucdo de questbes no quadro pelos alunos € um pratica
frequentemente observada nas aulasL& que afirma, inclusive, que esta é uma
estratégia que usa para avaliar as aprendizagens dos alunos, como se verifica na grelha
abaixo, produzida pela professora:

GV\Q(((‘Q cbobaam)SSC’ & 24I/5]13

| Galha b hedicel l‘*é\sq\guqsﬂm.
@Kﬁ e e / ‘ \ \th.uls '/\‘/\ v\ v
Bl e e «/\ _\\ \\

B e o e [T A LU L

Enms (o | ) 28

Tarefas mateméticasverificou-se no decorrer das aulas observadas de Liz que a maior
parte das tarefas propostas para toda a turma, seja em aula, seja para trabalho de casa ou
em teste, € de natureza fechada, como ilustramos, de seguida (figuras 1, 2 e 3).

Figura 1i Exercicio proposto para resolver na aula
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Simplifica as i : #
: 54. i Seguintes expresses e indica, em cada caso, se obténs numeros racio
g nNais ou numeros irracionais,

oy ; e (V7-VE)(VE+V7)
A e T W

. (V2+V3)% g_%_g_
i (]

Figura 2i Exercicio proposto para resolver em casa

1. Qual das expressoes seguintes é equivalente a (x=1 -x°?

- 1
-1 (B)-2x -1 (e R

2. Calcula, utilizando os casos notaveis da multiplicagdo:

a) (x-1) = b) (3x-1)3x+1)=

Figura 3i Questdo de aula / Casos Notaveis da Multiplicagédo

Por vezes, Liz prop8e uma tarefa contextualizada na vida real, com caracteristicas de
problema (figura 4).

10. 0 Dinis quer pedir :
pinteiro que con:
che da figura, mas
algumas medidas. (
figura e tenta
a.Qual é
escada?

Figura 4i Problema propostpara resolver na aula
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Praticas de diferenciacdoA ideia de observar as tarefas propostas e realizadas pelos
alunos da turma, teve como obijetivo principal verificar a existéncia de algum tipo de
diferenciacdo em relacdo as tarefas propostas aos alunapoim Nesse sentido,
observouse que a diferenciacdo pedagodgica se traduziu na reducdo do numero de
guestbes para resolver, na colocacéo de questdes mais simples, no aumento de tarefas
fechadas em detrimento de outro tipo de tarefas e nas cotacOescdiftas das
perguntas para classificagao.

A atribuicdo de ummenor numero de questdes, retirando as mais complesess,
tarefas direcionadas aos alunos do apoio é vista por Liz como uma etapa no
desenvolvimento das suas aprendizagens. Assim, embon&fas faropostas sejam as
mesmas para toda a turma, os alunos do projeto de apoio recebem instrucdes diferentes
sobre as questdes a resolver:

Enquanto s vezes eu digo aos outros dAfa-am
ol ha, esqueocatme omaBi se mMosY.ouft r os. 0 Porgue ac
demasiados complicados, enquanto eles nao tiverem aquelas bases nao vale a pena. (12 E)

Por exemplo, na tarefa abaixo, a professora solicitou os exercicios 28, 29 e 30 do
manual para todos agunos (figura 5). Entretanto, para os alunos do apoio tirou o
exercicio 30, uma vez que este, para além do produto, solicita a adicdo, o que torna a
questdo mais trabalhosa além de exigir mais conhecimento. Do exercicio 28, Liz retirou
a alinea j) devidamo expoente dois da poténcia que cria uma maior dificuldade ao
escrever o quadrado, e a alinea k) por envolver fracoes.

Figura 51 Exemplos de tarefas que foram simplificadas para os alunos de apoio
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A fim de tornar uma questdo mais simplész, muitas vezes, diminui a quantidade de
dados no enunciado das questdes ou direciona as alineas:

Os contetdos sdo 0s mesmos, mas se estivermos, por exemplo a falar do numero
irracional, enquanto que para 0s outros eu passo, por exemplo 8 ndmeros em um
conjunto, para eles ponho sé 4. Para eles poderem distinguir. Outras vezes, em questbes
gue sdo de problemas, o que eu faco é direcionar as alineas. Enquanto numa pergunta
para os outros alunos eu faco a pergunta aberta, neles eu fago mais direcionada. (12 E)

A figura 6 mostra um exemplo de tarefa com duas versdes (A e B) em que a segunda
tem menor numero de dados:

1) Considera o seguinte conjunto de nimeros reais:
3 4
A= [1.2; V5; 5 V25 —1; —V7; 54 0; 6}
Ordena, por ordem crescente, os elementos deste conjunto de numeros reais.

1) Considera o seguinte conjunto de nimeros reals:
A={1,2 =05 V100; --10; 0; 6}
Ordena, por ordem crescente, os clomentos deste conjunto de nameros reais.

Figura 6/ TarefaAe B

A figura 7 mostra um exemplo darefa mais aberta ndo propostamicialmente, aos
alunos do apoio:

u)&mm: a5 seguintes (ragles QUO NEErESeNtnm OF NUMESS rACONS
L —
X 5x7

A x5 - ¢

Nus expressies spresontadas, k. p © N representam numenos naturs

& 0 nenero A’ 0008 ser fepresantdo por uma dizima Seta? E o rumer
Justifica & tua resposta

b, Podemos afirmar gue 0 numero C pode ser representisco por unma G
Jsstifica a tui resposta.

Figura 71 Tarefa ndo proposta aos alunos do apoio

Nos critérios de classificagdo de trabalhos considerados para avaliagdo sumhéiva
diferencas. Todos valem o mesmo, isto €, ndo possuem peso diferenciado, como ratifica
Liz. AN«o h8 nem sea@auear nanpePmentnageém [sSco]
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de promover a diferenciagdo para os alunos do Projeto de Apoio, Liz atribui uma
cotacao diferenciada nas questdes de uma mesma avaliacao:

Geralmente quando o professor faz uma versdo normal [de uma avaliacdo$ tem
exercicios de célculo e depois tem um problema. Geralmente o problema vale um
bocadinho mais, porque exige mais. Nas deles, geralmente faco o contrario. Como séo
mais dificeis, os alunos serdo mais penalizados por ndo conseguirem resolver. (22 E)

Paraliz, trabalhar com essas diferenciacdes é uma forma de motivar mais os alunos,
gue aos poucos vae empenhando e evoluindo até que sejam avaliados de forma igual
aturma:

Pronto, eles acabam por ser mais motivados porgue conseguem tirar alguns resultados
positivos e acabam por se motivar para a disciplina, acabam por estudar um bocadinho
mais e vao evoluindo. Quando eu sinto que eles estdo a progredir comeco-lasavalia
mesmo nivel dos outros e depois vou ajustando. (12 E)

Perspetiva de Liz face a esducdo dos alunos Manuela e Nuno

A avaliacao feita por Liz quanto a aprendizagem matematica de Manuela foi positiva no
primeiro e segundo periodos do ano letivo. Liz acredita que isto se deve ao facto da
aluna estar fimais apliamadapaesdsadoano( db Hu.e
periodo, principalmente, a professora diz notar claramente a evolu¢cdo de Manuela em
relacéo ao ano letivo anterior:

Eu noto algum progresso [no 2.° periodo]. Depende muito das matérias. Relativamente ao
ano passado eu nogincipalmente na Manuela. Noto mais evolugdo. Nao consigo
apontar o dedo para um motivo. S&o tantos os fatores, a maneira de eu trabalhar é a
mesma do ano passado. N&o sei. As vezes o sitio da matéria. Ali eles conseguem perceber
melhor aquela matéria dgue outra e naquela fase conseguem evoluir um bocadinho
mais. Depois as vezes faz com que eles se sintam mais motivados e acabem por trabalhar
um bocadinho mais. (32 E)

Entretanto, ao fazer um balanc¢o no final do ano letivo, Liz avalia que, de forrha gera
Manuela n«o teve uma fAigrande evolu-«o00 em r

Diferentemente do que aconteceu com Manuela, Liz afirmou notar evolugdo na
aprendizagem mateméatica de Nuno apenas no 2.° periodo do ano letivo. No 1.° periodo,
afirma inclsive ter havido regresséo na sua aprendizagem:

Tem que ter alguém ali ao lado, porque perdenma brincadeira. No Nuno netea
perfeitamente. Sempre foi um aluno muito agitado, pouco concentrado e este ano
consegue estar pior do que estava no ano gassd E)
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A indisciplina, a imaturidade e a falta de habitos de estudo foram os fatores apontados
pela professora como o0s principais motivos para explicar a falta de evolugcédo dos dois
alunos:

Como ndo tém habitos de trabalho fora da sala de aula agadraméo conseguir
consolidar a matéria. Ouvem, mas depois ndo conseguem reproduzir. Mesmo em sala de
aula o trabalho € muito fraco (...) [Sobre o desempenho do] Nuno eu acho exatamente o
contrario [do desempenho de Manuela]. Percebo o Nuno muito maessdispa aula.

Acho que ele esta menos aplicado este ano. A dificuldade aumenta e eles estdo no geral
todos muito mais indisciplinados. O 8.° ano é terrivel em termos de maturidade. (32 E)

Entretanto, Liz € de opinido que no 9.° ano a situagido tende a mudafii No 9. U an
geralmente verificae que os alunos ficam mais calmos. Nao ficam mais trabalhadores,
n«o se v°, mas ficam menos mal comportadoso?o

Conclusodes

Observouse ao longo deste trabalho que durante a pratica de ensino com todos o0s
alunos, grofessora Liz proporciona momentos de trabalho autbnomo apds a explicacédo
da matéria feita por si; usa sobretudo perguntas de focalizacdo e de confirmacao
(Mason, 2000) durante a corregao das resolugdes dos alunos e no esclarecimento de
davidas; e mais @sionalmente perguntas de inquiricAo quando procura chamar a
atencdo para diferentes estratégias ou caminhos de resolucdo de uma tarefa. E ainda de
salientar que seja qual for o seu tipo de questionamento existe uma constante
preocupagdo em nao forneceresposta final e em envolver os alunos em discussdes
coletivas (Ponte, Quaresma & Branco, 2011). Em relacédo as tarefas, ves#ficmue

sdo na sua grande maioria fechadas com baixo nivel de exigéncia cognitiva (Smith &
Stein, 1998), tendo o seu grau déicdidade ligeiramente aumentado a medida que
envolvem simultaneamente diferentes conceitos.

Apesar das tarefas propostas aos alunos do Projeto de Apoio serem basicamente as
mesmas dos restantes alunos da turma, sdo desenvolvidas algumas estratégias de
diferenciacdo pedagogica. Estas estratégias seguem quatro formas distintas,
correspondendo a diversos tipos de diferenciacao (Santos, 2009): diferenca no niumero
de questdes propostas (diferenciacdo de produtos), questdes mais simples (diferenciacao
de conteulds), maior nimero de questbes fechadas que abertas (diferenciacdo de
processos) e cotacdo diferenciada das questdes (diferenciacdo de produtos) que se
justifica pela necessidade de motivar e incentivar os alunos (Tomlinson, 2008).
Contudo, as trés primeBaestratégias seguem uma orientacdo comum, o0 da
simplificacédo, associada as baixas expetativas de Liz quanto a capacidade dos alunos
conseguirem realizar com sucesso as tarefas que propde aos restantes alunos da turma.
Fica a questdo de saber até onde agsiamplicacdes para a aprendizagem dos alunos
desta pratica assente em expetativas reduzidas (NCTM, 2000). A dltima estratégia
parece garantir a coeréncia da pratica avaliativa da professora (NCTM, 2014). Se o foco
dos contextos de aprendizagem proporalosaa estes alunos € o do reduzido nivel de
complexidade, as tarefas a realizar em momentos formais de avaliacdo terdo de ser do
mesmo nivel.

Embora o balanco que Liz faz face a evolugédo da aprendizagem matematica dos alunos
integrados no Projeto de Apoitdo seja muito positivo, o desenvolvimento dessa
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atitude positiva associada a uma maturidade etéria traz uma perspetiva muito mais
positiva em relacédo as suas aprendizagens futuras. Esse facto incentiva a continuacao de
estudos no sentido do aqui apresgota
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Resuma Neste artigo iremos abordar um possivel recurso para a aula de matemaética,
que podera promover a capacidade da aplicacdo da matemética em contextos
matematicos e ndo matematicos, mais concretamente num contexto de tecnologia,
engenharia e matematica. Tra@de uma experiéncia de ensino, em duas turmas de 9.°
ano do ensino béasico. A metodologia, de natureza qualitativa, € suportada pela
investigacdo baseada a@lasign Os resultados mostram que os alunos conseguem fazer

a ligacao entre conceitos matematieasdo matematicos, deparargicom obstaculos
genuinos que nem sempre surgem noutro tipo de problemas e recorrem aos seus
préprios conhecimentos e conceitos intuitivos para alcancar formas de estabelecer a
relacdo entre a matematica e a realidade. Ayiatgio de tarefas de modelacdo, num
contexto STEM, apresente como um fator importante para a atribuicdo de sentido a
matematica e ao mundo real, promovendo a aquisicdo de um conjunto de capacidades
como parte integrante doqmesso de modelacdo materwahti

Palavraschave Modelacdo matemética; STEM; Interdisciplinaridade; Conhecimentos;
Capacidades

Introducao

E cada vez mais consensual a importancia de preparar os alunos para que sejam capazes
de identificar e entender o papel da matematica no mundguerwivemos e de fazer
julgamentos matematicos fundamentados, no sentido de se tornarem, na sua vida futura,
cidadaos reflexivos, interessados e construtivos (Alsina, 2002), qualquer que seja a area
de conhecimento e de experiéncia em que a matematiozeimtte.

Esta preocupacéo é veiculada por varios autores que, no ambito dos seus estudos, tém
mostrado a relevancia das capacidades que os alunos desenvolvem através da resolucao
de problemas ou projetos centrados em situacdes reais, em que a matereaté@a,int
ajudandenos a compreender o mundo em que vivemd&stél, 1993; Skovsmose,

1995; Bassanezi, 2002; Blomhgj & Kjeldsen, 2006; Mousoulides, Chrysostomou,
Pittalis & Christou, 2010).
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Desde sempre, a mateméatica tem sido chamada a resolver problemssrggra

noutras areas do conhecimento, designadamente nas ciéncias experimentais, e a explicar
situagBes ou fendmenos do mundo real. Em muitos dos casos, sdo elaborados modelos
matematicos para resolver o problema colocado ou para perceber e atuar sobre
determinada situacéo. Aatureza dos problemas do mundo atual, nomeadamente pela
sua complexidade e pela importancia da conjugacéo de diversos saberes cientificos para
a sua resolucao, torna essencial que os alunos tenham contacto com diversas questdes
reladgonadas com a modelacdo matematica, tornaedomportante, desde cedo,
capacitdos da utilizacdo da matematica em contextos mateméaticos e ndo matematicos
(DGE, 2018).

Argumentos e recomendagfes como a anterior contribuem para justificar a inclusdo da
modelacdo matematica no ensino e nos curriculos de matematica (Blum & Niss, 1991,
Meyer, Caldeira & Malheiros, 2011). Mas para se conseguir estabelecer o didlogo entre
diversas ciéncias e obter contributos decisivos da matematica na resolucéo de problemas
€ recessario nao apenas saber conceitos e métodos mateméaticos, mas também ser capaz
de efetuar a sua aplicacdo em situacbes que envolvem outras ciéncias ou outros
dominios de conhecimento. Essa intencdo comecou, primordialmente, no ensino
universitario, passo depois para 0 ensino secundario e progressivamentsetem
estendido ao ensino béasico (Araujo, 2010).

S&do varios os investigadores que propdéem o uso de uma abordagem de ensino da
matematica baseada em resolu¢cdo de problemas interdisciplinares que esgelham
principios da modelacdo matematica (Haines, Galbraith, Blum & Khan, 2007; Lesh &
Doerr, 2003; Michelsen, 2006, 2015; Meyer, Caldeira & Malheiros, 2011; Leung,
2018). Mais recentemente tem sido internacionalmente proposta e explorada uma
abordagem de simo baseada em resolucdo de problemas que integrem as areas da
Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica (designada abreviadamente por STEM)
(Leung, 2018; Kelley & Knowles, 2016; Baker & Gallanti, 2017)

O Processo de Modelacdo matematica

E razoavel omecar por admitir que a especificidade da modelacdo matematica a nivel
profissional seja diferente da especificidade da modelacdo matematica a nivel escolar,
pois 0s objetivos a atingir sdo diferentes, os conhecimentos dos alunos estédo longe dos
conhecimatos dos mateméaticos que se dedicam a modelacdo em situagcdes mais
complexas, os contornos dos problemas a tratar séo distintos, a dindmica do trabalho e a
natureza das discussdes matematicas sdo muito dispares (Matos & Carreira, 1996; Lesh
& Zawojewski, 20@7; Olley, 2015). Além disso, ha que ter em linha de conta o tipo de
interacdo que é prépria do ambiente de sala de aula, 0s conceitos e a sequéncia com que
séo abordados no curriculo escolar (Biembengut & Hein, 2003).

Por ser uma atividade que valorizatdude investigativa e a natureza exploratoria dos
problemas e da sua interpretagdo, em termos de conceitos matematicos, a modelacao
matematica permite a organizacdo e (re)organizacdo de conceitos de forma mais
contundente (Bueno & Reis, 2007); os alutém ai um campo de trabalho muito mais

amplo, seja porque precisam de recolher dados reais, desenvolver um modelo real, ou

tratar dados e interpretar resultados obtidos por meio de matematizacdo. Dessa forma,
esperase que 0s conceitos da matematica sentee m mai s significat:i
conhecimento explorado é de natureza interdisciplinar, permitindo a compreensao e

i nterpreta-«o da realidade vividao (Bar bosa
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Uma das formas de conceber a intervencdo da matematica na resolucdo de pdablemas
mundo real € considerar a execucdo do chamado processo de modelacdo matematica.
Esse processo defhs® sumariamente pelas seguintes etapas e representa
habitualmente por meio de um esquema ciclico (Figura 1):

i) identificacdo de um problema ou de usitaacdo real e das suas variaveis,

i) passagem dos dados e condi¢cdes do mundo real para a matemética, através da
matematizacao,

iii) construcdo de um modelo matematico e a sua aplicagdo na procura de
solucbes matematicas que posteriormente sdo traduzidasfieadas no
mundo real,

iv) revisdo do modelo e possivel refinamento, regressando a anélise do problema
real.

Usualmente este processo € concebido através de iteracdes ciclicas que visam a procura

de um modelo que melhor responda ao problema ou melhoresldduacao inicial,

onde Ao resto do mundod corresponde a sit
exemplo, situagbes do dgdia, incluindo problemas colocados em contextos
profissionai s, sociais ou da vida aeal e
disciplinar da matematica (Blum & Niss, 1991; Ferri, 2006; Blum & Leif3, 2007).

Modelo 1 Compreensaoda
Mod St /z\omatemético tarefa

f) 2 Simplificagdo/
Z@A_‘ Situagdo a

Estruturacao
S real‘ =% . 3 Matematizagdo
4 4 Trabalhando
6 matematicamente
Resultados 5 Interpretacdo
Resultados z matematicos g validacso
reais 7 Apresentagdodos
resultados
O resto do mundo Matematica

Realidade

Figura 1i Ciclo de modelagcao matematica (Blum & Re2007)

A modelacdo matematica permite, em particular, estabelecer conexdes com outros
campos da ciéncia, além de coas novos conhecimentos e capacitar os alunos para a
aplicacdo da matematica em contextos matematicos e ndo matematicos. Em ambas as
situacbes, o professor tem um papel fundamental de orientador do processo, pois
acompanha, esclarece e coloca questbespgavocam a reflexdo dos alunos sobre
estratégias e decisdes tomadas.

Ha ainda que considerar tendéncias atuais quando se associa a modelagdo matematica
ao trabalho com outros dominios e areas das ciéncias, designadamente no contexto
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escolar. Por exempld¢lurd (2002, citado por Kfouri, 2006, p. 2) chama a atencéo para a
necessidade de uma nova postura em rel a- «:i
ciéncias do século XXl deve ser organizado em termos de problemas, projetos,
investigacdes e ensaios relasvaos assuntos da sua prépria cultura, de forma que os
estudantes participem na tomada de decisdo, formando julgamentos, e escolhendo acdes

que envolvem elementos de risco, incerteza, valores e ética; fazendo uso de
conhecimentos cientificos e tecnologitas

AO uso da model a- «0o matem8tica no ensino d
uma forma de trazer questfes a alunos e professores, despertando a reflexdo e o espirito
critico tAo necessarios para ter educacdo cientifica ao invés de treinamento para
resolu-«o de probl emas padroni zadoso (Cur
matematica, na perspetiva da interdisciplinaridade, deve ser vista como uma das
finalidades do ensino da Matematica que, em Portugal, esteve presente em programas
curriculares doensino basico anteriores e que que agora € reforcada no documento
referente as Aprendizagens Essenciais de Matemética em articulagdo com o Perfil do

aluno a saida da escolaridade obrigatéria, designadamente quando se propde
explicitamente

Promover aaquisi¢cdo e desenvolvimento de conhecimento e experiéncia em Matemética
e a capacidade da sua aplicagdo em contextos matematicos e ndo matematicos.
(Aprendizagens Essenciais 7.° ano de Matematica, DGE, 2028

Assim, o0 objetivo deste estudo é promovetesenvolvimento de capacidades inerentes

a atividade de modelacdo matematica, tais como, compreender, analisar, interpretar,
comunicar ideias, procedimentos, raciocinios e resultados através da realizacdo de
tarefas de modelacdo matematica em contekKEMB

Modelagcdo matematica e interdisciplinaridade

Vérios investigadores propdem uma abordagem didatica para o ensino da matemética
que se baseia em experiéncias de resolucdo de problemas interdisciplinares que
espelham os principios da modelagdatematica (Haines, Galbraith, Blum, & Khan,
2007; Lesh & Doerr, 2003). Especificamente, propdéem a introducdo de tarefas de
modelacdo em contexto interdisciplinar contemplando a matematica e as ciéncias
(Mousoulides & English, 2011).

O ensino interdisciptiar € frequentemente visto como uma forma de resolver alguns
dos problemas recorrentes em educacédo, tais como a fragmentacdo de matérias e o
ensino isolado de disciplinas e contetidos. E visto como uma forma de apoiar a
transferéncia de conhecimentos, deim@r os alunos a pensar e raciocinar, oferecendo

um curriculo mais relevante para os alunos (Marzano, 1991), ao enfatizar o
estabelecimento de ligacdes entre diferentes areas de conhecimento.

As abordagens de enstaprendizagem que integram areas culai@s diversas tém

ganho o apoio da ciéncia cognitiva, onde investigadores sugerem que a aprendizagem
de grandes ideias e quadros conceptuais € mais poderosa do que a aprendizagem de
unidades ou de ideias fragmentadas (Caine & Caine, 1993; Donovan & dBdansf
2005). O ensino interdisciplinar incentiva conexdes entre as disciplinas para ajudar os
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alunos a construirem conhecimento de forma mais consistente, menos fragmentada e
isolada e mais interligada. Uma dessas abordagens € a educacédo STEM integrada.

As tarefas em contexto STEM, pela sua natureza, levam os alunos a feseasm
conexdes e interelacdes entre conteudos, de tal modo que o conhecimento novo €
construido a partir de conhecimentos anteriores, organizado a volta de grandes ideias,
conceitosou temas, desenvolvido de forma a envolver interacdes entre conceitos e
processos, situado num contexto especifico ou numa situagéo concreta; o conhecimento
€ fundamentalmente construido através de um discurso que se vai produzindo
socialmente ao longo dempo (Berlin & White, 1995).

A educacao STEM representa um esfor¢co para combinar ciéncia, tecnologia, engenharia
e mateméatica num mesmo contexto e ambiente de trabalho, assentando nas relacdes que
se podem gerar entre conteudos cientificos e problemadalaeal, em que as quatro

areas do conhecimento poderdo ser relevantes, ainda que ndo tenham que estar
obrigatoriamente presentes ao mesmo tempo (Moore, 2008; Zawojewski, 2010;
Michelsen, 2006; Kelley & Knowles, 2016). Uma possivel forma de entender a
edrutura combinada e interdependente das varias competéncias e habilidades
envolvidas na integracdo de STEM é proposta por Kelley & Knowles (2016) num
esquema elucidativo (Figura 2). O esquema sugere um aparelho de roldanas que conecta
a aprendizagem situadle STEM, os produtos de engenhaianvestigacao cientifica,

a literacia tecnoldgica e o pensamento matematico como um sistema integrado. Cada
roldana no sistema conecta praticas comuns dentro das quatro disciplinas de STEM e
esta vinculada a corda d@@munidade de pratica. Um relacionamento complexo do
sistema de roldanas deve funcionar em harmonia para garantir a integridade de todo o
sistema. E claro que ndo se determina que todos os quatro dominios de STEM
integrados tenham de funcionar durante tadeperiéncia, mas antes salies¢aque é
necessaria uma clara compreensao do relacionamento que pode ser estabelecido entre os
diversos dominios e que isso envolvera a constituicdo de uma comunidade de pratica

Investigagdo cientifica

Literacia
tecnoldgica
Pensamento
matematico

Produtos de
Engenharia

Comunidade de prética

Aprendizagem
situada
de STEM

Figura 2i Esquema conceptual dprendizagem interdisciplinar em contexto STEM (Kelley &
Knowles, 2016)
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Existem estudos em que as atividades desenvolvidas combinam apenas a engenharia e a
matematica e onde o ciclo de modelacdo matematica é utilizado como o referencial de
organizagdo e reentagdo do trabalho a desenvolver pelos alunos (Mousoulides &
English, 2008, 2011; Gallegos, 2018), visando, em espeaiahprendizagem e
exploragdo de novos aspetos envolvidos num sistema real. Nesse tipo de tarefas e
problemas sédo claramente colocadss primeiro plano: a capacidade de utilizar
conceitos, técnicas, procedimentos, propriedades matematicas para analisar, resolver e
interpretar a situacdo problematica, a capacidade de abstracdo e generalizacdo, a
capacidade de compreender, elaborar réuios I6gicos e comunicar matematicamente,

a capacidade de resolver problemas de modelacdo matematica, de descrever, explicar e
justificar, oralmente e por escrito as suas ideias, procedimentos e raciocinios, bem como
os resultados e as conclusfes obt{@SE, 2018).

hY

Neste texto, damos especial atencdo a combinagdo entre tecnologia, engenharia e
matematica, em tarefas que promovem a geracdo de modelos conceptuais, tendo por
base a utilizacdo de modelos fisicos de uma situacdo real; este contexto propoe,
especificamente, a resolucdo de problemas da realidade que envolvem a simulacédo de
uma situacdo e a modelacdo matematica de uma parte da realidade em estudo, com a
intencdo de construcdo de um protétipo conceptual ou fisico. A utilizagdo de modelos
fisicos, simulaces e protétipogromove a atividade de modelacdo matematica sob
condicBes que revelam um paralelismo evidente com problemas reais, para os quais se
buscam solucdes reais (Carreira & Baioa, 2009, 2015).

Questdes de investigacao

Ainda ha muito pareexplorar e aprender sobre o trabalho interdisciplinar, mais
concretamente em STEM, onde a modelacdo matematica tenha um papel central, ndo
existindo ainda teorias que suportem esta metodologia de ensino, mas sim pequenos
estudos e abordagens propostds;dmo o0 ensino integrado em STEM.

Assim, neste artigo pretende contribuir para uma maior compreensdo de como 0s
alunos desenvolvem a sua atividade na aula de matemética a partir de situacdes que
envolvem varias areas do conhecimento, em torno da ae@lizde tarefas de
modelagdo matemética de caréater interdisciplinar em contexto STEM. Pseclem
especial, perceber aspetos dessa atividade que contribuem para desenvolver nos alunos
capacidades que Ihes permitam interligar diferentes areas do coati@cima resolucéo

de problemas. Todo designda experiéncia de ensino desenvolvida assentou na
formulacdo da seguinte conjetura:

A realizacdo de tarefas de modelagdo matematica em contexto STEM contribui para a
promoc¢do de trabalho interdisciplinar e par desenvolvimento de capacidades tais
como, compreender, analisar, interpretar, comunicar ideias, procedimentos, raciocinios e
resultados.

O estudo desenvolvese em torno da implementagéo de um conjunto de tarefas em sala
de aula e a obtencéo de daflmwsconduzida por forma a promover respostas a seguinte
guestdo orientadora do estudo: como se desenvolve e o que advém da atividade dos
alunos, em termos de capacidades, no decurso da realizacdo de tarefas de modelacéo
matematica em contexto STEM?
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Metodologia

Neste estudo foram utilizados modelos fisicos na forma de estruturas (ou aparatos) em
tarefas que envolveram a resolucéo de problemas reais, inspirados no cenario hipotético
de uma solicitacdo de um cliente, um utilizador ou um consumidor. Todasetest
envolveram algum tipo de simulacdo, realizada na sala de aula, com recurso a um
aparato fisico e a diversos materiais, numa logica de experiéncia pratica. As situacoes
reais consideradas foram escolhidas de modo a envolverem ideias e conceitos de
maematica que os alunos ja possuiam, integrados com métodos e praticas da
engenharia e de outras ciéncias De acordo com estudos que partiiham elementos
similares foi adotada uma investigacdo de caracter qualitativo, baseadasgmn

(Cobb, 2000; Kelly, Bae Lesh & BannarRitland, 2008). O estudo contemplou até ao
momento dois ciclos de implementacédo: o primeiro em trés turmas do 7.° ano de
escolaridade, e um segundo ciclo em duas turmas de 9.° ano, consideradas turmas com
aproveitamento global médio, nasais foram realizadas cinco intervencdes em sala de
aula.

Neste artigo iremos apresentar a segunda tarefa, de uma série de cinco, aplicadas nas
duas turmas envolvidas no segundo ciclo de investigacdo, de uma escola basica do
Algarve. As turmas compreendemo seu conjunto 46 alunos, com idades
compreendidas entre 13 e 15 anos. As tarefas foram implementadas durante o0 2.°e 0 3.°
periodo escolares no ano letivo 2L 7.

Os alunos organizarase em grupos de trabalho de 4 ou 5 elementos e, em todas as
aulas conduzidas no ambito do estudo, receberam conjuntos idénticos de materiais e
modelos fisicos para o desenvolvimento de simulacdes. Os dados empiricos
selecionados pamste artigo foram recolhidos através de captacéo de video e audio dos
grupos de trabalho, bem como de fotografias de detalhes. Foram captados registos video
e audio em 3 grupos, por turma, e foi feita a gravacéo apenas em audio de 2 grupos, por
turma.

Cadn tarefa de modelacdo foi desenhada segundo uma estrutura que envolve quatro
partes:

(1) Introdugéo da tarefa (momento em que a situacdo e os varios elementos séo
apresentados e clarificados);

(2) Trabalho pratico com os modelos fisicos, envolvendo recoldadies;

(3) Representacéo, andlise dos dados recolhidos e construgcdo de um protétipo
(produto final);

(4) Elaboracao de um relatério escrito e partilha e discusséo dos produtos obtidos.

A tarefa remete para a criacdo de um sistema de calibracdo de tomatesnocedesco

como a relacdo entre diametro e area do circulo, semelhanca de triangulos,
proporcionalidade, proporgdo, intervalos numéricos, entre outros, estdo implicitos. Os
alunos tinham a sua disposi¢éo um trilho em madeira em forma de V, uma amostra de
tomaes, divisérias em cartéo, fita métrica e-fitda (Figura 3). O objetivo era a criacdo

de um sistema de calibragéo dos frutos, tendo por referéncia o diametro dos tomates de
forma a responder a necessidade de criar um equipamento com o qual um pequeno
agicultor pudesse fazer a calibracdo e seriacdo dos tomates colhidos, de modo rapido e
eficiente. Depois de ter sido criado um protétipo de um tal sistema de calibracdo, com
recurso a experimentacdo e a simulacéo realizadas com o trilho em V, cada grupo
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voltou a passar a sua amostra de tomates pelo trilho, para o teste e validacdo do
respetivo prototipo.

Figura 3i Aparato fisico usado para simular um trilho em V para calibragéo de frutos

As categorias de analise dos dados obtidos com a implementagdiefdale calibracdo

de tomates refererse ao propdsito geral de perceber como os alunos desenvolvem a
sua atividade, considerando especialmente as capacidades que sdo promovidas e postas
em acdo durante essa atividade. Assim, as categorias sao defmidasnes de:
compreensdo do problema, relagdo entre conceitos matematicos e ndo matematicos,
raciocinio matematico e comunicacao.

Apresentacédo e discussao de resultados

A apresentacdo de resultados sera referente apenas a um grupo de alunos, pois a sua
analise revelowse suficiente para extrair resultados e sustentar conclusdes relativas a
questao colocada, isto €, compreender de que forma a atividade dos alunos na tarefa
promove e pbe em acdo um conjunto de capacidades fundamentais diretamente
envolvida na resolucéo de uma tarefa que diz respeito a uma situacdo do mundo real.
Os alunos estéao identificados pelas letras R e M e a professora pela letra P.

1.2 parte da tarefa

O enunciado da tarefa (Figura 4) foi lido pelos alunos e foram esclarecidagdss du
necessarias para poderem avancar para a fase seguinte. A compreenséo do problema ndo
revelou grandes dificuldades por parte dos alunos.

Um pequeno produtor de tomates esta a terminar a sua primeira colheita do ano. A colheita dos|
est4 a serdita de forma continua e os tomates estéo a ser armazenadas em caixas.

O seu objetivo é a venda dos tomates a uma empresa distribuidora que pretende a entrega dos
em caixas segundo diferentes calibres. A calibracdo de frutos pode ser feita seguindocyitérios
(cor, peso, tamanho), sendo o tamanho o mais frequente e mais simples.

O agricultor contactou uma firma de equipamentos agricolas, solicitando aconselhamento par
forma eficiente e rapida de calibragdo de tomates por tamanho.

Os técnios estao agora analisar o pedido do agricultor e a ensaiar um prot6tipo para a calibrag
tomates, como se segue.
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- Amostra de tomates retirados de 5 caixas sem critério

- Andlise dgamanhos e defini¢céo de calibres

- Separacgéo pelo sistema em forma de V

- Definicdo de modelo de separacdo para operagcdo do mecanismo

5 SELISNAsyYyOALl X
Tens a tua disposicdo uma amostra de tomates, tesoura, fita métrica@fda

Utiliza o trilho formad por duas barras ligadas numa extremidade, que devem ser colocadas em
inclinado e com um angulo de abertura conveniente. Tens cartéo rigido para colocar verticalme
baixo do trilho de modo a formar divisorias. Os tomates, ao rolarem no ulifiver&o cair na divisa
certa de acordo com o seu calibre.

X2 Y2RSf 2

Define as classes de calibre dos tomates, usando os diametros
Regula as separag¢fes a colocar no mecanismo em forma de V phré:
que os tomates, ao deslizarem sobre os trilhos, caiam negwahs ~-
corretas e fiqguem separados por calibres.

Figura4iEnunci ado da tarefa fAnCalibra-«o

2.2 parte da tarefa

Os alunos comecaram por analisar a amostra de tomates e cotoocaram fila por
tamanho (Figura 5).

Figura 51 Tomatedispostos organizadamente por ordem de tamanho

Construiram as divisoérias, colocaramas debaixo da calha de forma a obterem zonas de
abertura onde cairiam tomates do mesmo calibre. Comecaram a fazer deslizar os
tomates, um a um, e a perceber se as digs@stavam colocadas no sitio pretendido,
medindo as distancias desde o inicio da calha até ao sitio onde o tomate tinha caido
(Figuras 6 e 7).0s alunos realizaram varias experiéncias de acordo com a simulacdo

organizada (Compreensao do problema).

Figura 6i Tomate a deslizar pela calha antes de cair entre o trilho
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Figura 71 Medicdo do comprimento da calha até ao ponto onde o tomate cai

O dialogo seguinte mostra a capacidade dos alunos em construir intervalos adequados
aos varios tamanhos dmsnates (Raciocinio matematico).

R: Este agora aqui tem que ser separado.
M:Dei xa ver (padivigdtiag entr aé
R: Entrou!

M:Esperaé Deixa medir.

E registaram os dados na sua folha (Figura 8).
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Figura 8i Extrato do relatério com os dados daedicdes efetuadas
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3.2 parte da tarefa

Para continuarem o trabalho, os alunos tiveram que descobrir o diametro dos tomates
para a construcdo dos intervalos para a calibragdo. Esse diametro foi calculado atravées

da medigcédo do perimetro do tomate e da férmula do perimetro de uma circunferéncia
(Raciocinio matematico) (Figura 9).
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Figura 9i Extrato do relatério: calculo do diametro do maior tomate

Uma das ideias do grupo foi repetir o calculo para todos os tomates, mas a professora
desafiodos a tentar arranjar uma outra alternativa (Comuamac

P: Ser4 que ndo conseguem calcular os diametros sem estarem a medir o perimetro de
todos os tomates? Com o0s conhecimentos matematicos que tém, como poderiam
arranjar uma alternativa?

M: Proporcionalidade direta?

é

R: Temos varios triangulos. E aquite que um tem um tamanho e o outro tem outro
proporcionalmente.

Depois de algum tempo de discusséo entre o grupo e a professora chegaram a concluséo
de que podiam utilizar a semelhanca de triangulos e a proporcionalidade direta ou a
nocéo de proporcéo ea as dimensdes dos triangulos e o diametro das circunferéncias.
Dito de outra forma, construiram uma relacdo entre as dimensdes da calha e o diametro
dos tomates (Relacdo entre conceitos matematicos e ndo matematicos/Raciocinio
matematico) (Figuras 101d).
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Figura 10i Extrato do relatériocalculo dos diametros
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Figura 117 Extrato do relatério: indicacdo do didmetro correspondente a cada tomate

Para terminar, escreveram uma tabela onde colocaram a categoria para cada separacao
de tomates com @alibragem correspondente (Comunicacao) (Figura 12).
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Figura 12 Extrato do relatério

3.2 parte da tarefa

Os alunos descreveram muito sucintamente o processo realizado, sem explicitarem
todas as hipéteses colocadas e 0s varios passos percatotsaram, no entanto, no

seu relatério todos os calculos efetuados, relacionando os calculos matematicos e os
resultados obtidos com a situagédo em estudo (Comunicacao).

Tendo em conta estes resultados, podemos estabelecer o seguinte mapeamento, tendo

porbase as categorias elencadas acima (Tabela 1).
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Tabela I Quadro resumo das categorias e sua correspondéncia com a atividade dos alunos

Categoria Atividade dos alunos
Compreenséo do Leitura e esclarecimento de duvidas. Primeiras analis
problema dosmateriais e da situacao proposta. Organizacdo do

trabalho de simulacdo. Realizacdo de experiéncias.

Relacéo entre conceitos| Estabelecimento de ligacdes entre o formato do toma
matematicos e nao da calha e das divisorias e diversas figuraementos
matematicos geomeétricos: esfera, circulo maximo e triangulos
isésceles, respetivamente.

Ligacdes entre os calibres dos tomates e intervalos d¢
medida (diametro dos tomates).

Raciocinio matematico | A utilizagdo da proporcionalidade direta no calculo do
diametros, tendo por base a semelhanca de triangulog

Utilizacao da férmula do perimetro de uma circunferé
para o calculo do diametrBelacdo entre diametro e rai

Construcao de intervalos.

Comunicacéo Discussao entre os elementos do grupo e/ou agsat
Elaboracao do relatorio escrito da atividade.

Sintese e conclusao

Os resultados deste estudo mostram que a integracao de tarefas de modelagdo com
trabalho experimental, numa abordagem interdisciplinar de STEM, permitiu aos alunos
desenvolverem ativarem capacidades necessarias para a resolucdo de problemas que
envolvem mais do que uma area do saber, tais como compreender e interpretar um
problema, analisar dados recolhidos, generalizar ideias, comunicar oralmente e por
escrito e encontrar uma 8gBo para um problema real.

Assim, salientsse que estas tarefas podem promover a experimentacdo, 0 ensaio, 0
aperfeicoamento de ideias e estratégias onde os alunos vao melhorando e refinando os
Seus processos e vao conseguindo encontrar métodos massegpaalerosos para 0s

guais a matematica surge como uma importante ferramenta. Na selecdo das producdes
apresentadas e nos episédios transcritos, peseebeimportancia do estabelecimento

de ligacBes entre conceitos matematicos e ndo matematmasvezque, na maioria

dos casos, a solucdo geral em linguagem matematica foi obtida por meio da andlise da
estrutura das expressdes numéricas usadas no estudo de casos particulares.

A contextualizacdo das tarefasneste caso concreto, a construgdo de um sastim
calibracdo de tomatés despertou o interesse dos alunos, induzosl@ partilha de
experiéncias e saberes, uma vez que tiveram oportunidade de vivenciar uma possivel
realidade, ou seja, a simulacdo de uma experiéncia de engenharia e de desemwolvimen
de um prototipo. A familiaridade do contexto contribuiu para o desenvolvimento de
diversas capacidades, na medida em que os alunos atribuiram significado aos conceitos
matematicos que utilizaram, aplicaram e reconheceram como Uteis para a
matematizacée obtencéo de resultados para o problema.

Importa ainda acrescentar que a qualidade das capacidades desenvolvidas pelos alunos,
no ambito da intervencéo didatica proposta, pode constituir motivo de reflexdo acerca
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de aspetos inerentes a gestdo curricllameadamente no que respeita ao tipo de
tarefas apresentadas aos alunos e a consequente necessidade e vantagem em criar e usar
materiais, designadamente artefactos experimentais, que potenciem a procura de
solucdes reais para problemas reais.
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Resumo:Este trabalho traz parte da pesquisa de doutoramento na Universidade Federal
do Rio Grande do Sul, Brasil. A investigacdo@xecucao estuda o desenvolvimento do
pensamento combinatdrio de estudantes do quarto ano da Educacdo Béasica de uma
escola publica brasileira fazendo uso de um Objeto Digital de Aprendizagem (ODA). O
ODA foi desenvolvido especificamente para a pesquisar&sea nove problemas
envolvendo situagcdes de combinacdo, arranjo e permutacdo. Os problemas foram
resolvidos parcial ou completamente pelos alunos e as solucfes apresentadas por eles
sdo analisadas. Sdo citadas outras pesquisas sobre a tematicagque fraportancia

deste topico ser trabalhado desde os primeiros anos de escolariza¢do, corroborando com
a ideia proposta pela investigacdo. Este trabalho apresenta a dindmica da aula com a
utilizacdo do ODA, tornando o tempo da escola mais personalizadspeitando o

ritmo de trabalho dos alunos. Os dados analisados aqui sintetizam as mudancas na
maneira de resolver os problemas, que sao percebidas através das solucbes apresentadas
pelos participantes. O uso de processos sistematizados na construgélagies méo

foi imediato, mas apareceu ao longo dos problemas e, de maneira mais evidente, nos
problemas que envolviam respostas maiores que 20.

Palavras-chave: Objeto Digital de Aprendizagem, Pensamento Combinatério, Escola
Priméaria

Introducao

O presentetrabalho expbe a dinamica da aula implementada em processo de
investigacao relacionado com pesquisa de doutoramento em Informatica na Educacao,
na Universidade Federal do Rio Grande do &uBrasil. A pesquisa, da qual esse
trabalho faz parte, busca corapnder o desenvolvimento do pensamento combinatoério

dos estudantes do quarto ano da escola primaria e realizou a producdo de dados em uma
escola publica brasileira durante as aulas de Matematica. Além da dindmica da aula, o
Objeto Digital de Aprendizagen®DA) utilizado, desenvolvido especificamente para a
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pesquisa, é apresentado. As solucdes para 0os problemas propostos, apresentadas em
capturas de ecrd, sdo analisadas na busca por compreender como os alunos solucionam
esse tipo de problema. A investigagdgautada nos principios do Método Clinico
Piagetiano e as analises, bem como a proposicao e formato do ODA, sdo fundamentados
na teoria da construcéo do conhecimento, de Jean Piaget. Trabalhos sobre a tematica do
Pensamento Combinatorio infantil vém sengimduzidos pelo grupo GERACAO
(Grupo de Estudos em Raciocinio Combinatorio) da Universidade Federal de
Pernambuc@® Brasil. As pesquisas apontam para a importancia desse tema iniciar sua
abordagem desde os primeiros anos de escolarizacdo. Os documetatadones do
curriculo no Brasil, como os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1997) e a Base
Nacional Comum Curricular (Brasil, 2017) trazem elementos especificos de Andlise
Combinatéria para o curriculo dos primeiros anos de escolarizacdo. O dézume
orientador do curriculo de Portugal ndo apresenta tal tema de forma especifica. Porém, o
trabalho com dados discretos e as estratégias de resolucdo de problemas podem
contemplar esse tema. Ao longo da educacdo Basica, principalmente nos primeiros
anos,os professores necessitam envolver os alunos em problemas que facam sentido e
gue por eles possam ser resolvidos. A busca por diferentes estratégias que utilizem
argumentos, representacées ou mesmo caminhos diferentes é imprescindivel para que se
desenvola o0 conhecimento matematico e também o0 gosto por essa area do
conhecimento. Os problemas de analise combinatéria podem contribuir nesses aspectos
e despertar interesse, busca e exploracéo de diferentes solucdes ou estratégias e tratar de
situacBes ndo nessariamente matematicas, mas que exijam raciocinio matematico.

Fundamentacao tedrica

A teoria piagetiana propde que para haver aprendizagem é preciso ter acdo. E
necessario, entdo, que as criancas ajam sobre os problemas de Analise Combinat6ria,
gue se rvolvam com situagOes deste tipo e que possam modificar e transformar tais
problemas. Durante essas acdes, que podem ser modificacdes ou transformacdes, o
conhecimento acerca do problema vai se construindo e levando o sujeito envolvido a
compreensao dos wmeeitos. Experimentos e possibilidades de agir sobre objetos
especificos é o que faz pensar sobre certas relacées, conceitos, padrdes, etc.

Nessa linha de argumentagdo, o raciocinio combinatorio se desenvolve da mesma
maneir a: com a- «oda Ncor ilainv-rao "fi Da- gli-cgai cdao ado
Piaget (1976) propdem problemas de raciocinio combinatorio a criancas e jovens entre 7

e 15 anos. Sédo trés situacdes envolvendo combinagdo, permutacdo e arranjo. Ao
analisarem as respostas, obse®ajue 0s

sujeitos ndo descobriram e ndo conhecem as formulas matematicas do calculo das
combinacfes. Encontraram um processo operatorio que, praticamente, equivale a
aplicacdo da formula, mas que constitui um simples método de acdo, e ndo um
conhecimento refletide que possa ser explicitadtmhelder & Piaget, 1976, p. 233)

Eles constataram que apenas a partir deg514nos os sujeitos foram capazes de
explicitar verbalmente uma explicagdo equivalente as formulas utilizadas. Mas, antes
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disso, a partir dos-8 anos, as criancas conseguiam resolver os problemas e dar
respostas utilizando o material do experimento. Os argumentos usados por agueles que
responderam correctamente envolvem justificativas operatérias baseadas na agdo sobre
0s objetos disponiveis. Ou agmesmo nao formulando uma generalizacdo, essa acéo
sobre esse tipo de questdo pode auxiliar na formacdo de esquemas para serem usados
posteriormente. Considerando que a constru¢cdo de conhecimento € integrativa e que o
que é estruturado em um patamar sate esquema e de instrumento para ser usado nas
situagbes seguintes, quanto mais envolvimento com problemas combinatorios as
criancas tiverem, maior sera seu repertorio de esquemas disponiveis quando estiverem
aptos a construir relacdes logicas e gernmafies de forma unicamente proposicional.

A partir disso, pesquisas vém investigando esse tema. O grupo de Pesquisa GERACAO,
da UFPEBrasil, vem investigando o raciocinio combinatorio infantil e apresentando
resultados que corroboram a abordagem desse tE®de o0s primeiros anos da
Educacao Basica.

A tese de doutoramento de Cristiane Azevedo dos Santos Pessoa (Pessoa & Borba,
2009), investigou o desenvolvimento do raciocinio combinatério do 2° ano até o 12° ano
da Educacéo Basica. Para a pesquisa, fordicadps testes com oito questdes (duas de
arranjo, duas de combinacao, duas de permutacao e duas de plano cartesiano) sendo que
quatro tratavam de pequeno numero de possibilidades e quatro envolviam valores
maiores. Os mesmos problemas foram propostosirosldo 2° ano ao 12° ano da
Educacdo Basica de duas escolas publicas e duas escolas da rede privada de Recife,
nordeste do Brasil. As conclusfes foram de que ndo houve diferenca significativa entre
percentual de acertos por género. Porém, houve difersiggeficativa entre o
percentual de acerto por tipo de escola, sendo que os alunos de escola privada obtiveram
resultados significativamente melhores. Diferencas significativas também apareceram a
cada transicdo de ciclo. Os acertos foram crescentes gd#oamm a escolaridade),

mas com saltos maiores do 5° para o 6° ano e do 8° para o 9°. Mesmo o fato de ser
trabalhado de forma especifica os problemas de combinatéria no 11° ano ndo trouxe
diferencas significativas no desempenho dos alunos deste ano.

J& otrabalho de Barreto e Borba (2010) apresenta como 0s problemas que envolvem
raciocinio combinatério aparecem nos manuais escolares do ensino primario. Tal
trabalho conclui que, de modo geral, h4 uma variacdo dos tipos de representactes
simbdlicas tanto n@ue diz respeito as representacdes apresentadas pelos problemas
guanto as propostas pelos autores como exemplos de resolucdo, incentivando dessa
forma o aluno a representar os problemas de formas diversificadas. Foram reconhecidas
as seguintes represeriias: desenho, apenas enunciado, algoritmo, manipulativo,
tabela, arvore de possibilidades, célculo mental, outras (fotografia, jogo, etc.). A
presenca desse tipo de problema € obrigatoria nos manuais escolares, uma vez que
contetdos especificos sobre a &ioca constam no curriculo proposto pelo Ministério

da Educacdo. A anadlise realizada conclui que os mesmos aparecem sob diferentes
representacdes e incentivam a resolucao por diferentes caminhos e usando de diferentes
estratégias.

Uma pesquisa realizada em Portugal apresenta as diferentes resolu¢des de alunos do 9°
ano (Correia & Fernandes, 2009) para problemas de combinatéria. O trabalho analisa as
diferentes representacbes e o desempenho dos alunos ao resolver problemas de
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combingdo, arranjo simples, arranjo com repeticdo e permutacdo. O conjunto de
problemas propostos continha questdes especificas sobre generalizacdes. As
representacdes e estratégias usadas pelos alunos demonstram que

a utilizacdo de modelos sistematicos denegmacdo, de forma completa, revekai

central na resolucéo correcta dos problemas de combinatéria propostos, ja que a falta de
sistematizacdo e a dificuldade em repetir procedimentos sisteméticos de enumeracao
conduziram ao esquecimento ou a repeticacatdiguracdes. (Correia & Fernandes,
2009, p. 16)

Em Portugal, cabe ressaltar, o curriculo proposto para os quatro primeiros anos da
Educacao Basica ndo contempla contetudos especificos de combinatéria. Os objetivos de
Matematica que apresentam relatreéacdo com o tema sdo os que dizem respeito a
resolucdo de problemas e a expresséo de diferentes raciocinios. Um dos objetivos, que
aparece elencado para os quatro primeiros anos da Educacdo Basica, na parte de
Mat em8ti ca ® f Conc enaeesolugio de prbblemas comengntenosat ® g i
naturais, em contextos matematicos e ndo matematicos, e avaliar a plausibilidade dos
resultados. 0o (DGE, 2018a, p . 8 ; DGE, 201¢8
explicitamente raciocinio combinatério, mas problemassd tipo podem se encaixar
perfeitamente nessa proposta. Também é proposto para 0s quatro anos um objetivo que
trata de AExprimir, oral mente e por escrit
procedi ment os e concl us »&8b,p.ad). Dabedna fortn@ 1 8 a , [
que o anterior, esse objetivo pode contemplar ideias, raciocinios e procedimentos que
versem sobre o tema de combinatéria. Para o 3° e o0 4° ano surge um objetivo especifico

de probabilidade: i R e ¢ o0 nrheatosecertosee inh@ssiveig x e mp | ¢
e acontecimentos poss?2veis (provs8veis e pol
2018d, p. 10) O trabalho com casos possiveis tem estreita relagdo com o raciocinio
combinatoério. Muitas vezes é entendido como uma ferramemta @ trabalho com
probabilidade e seu estudo se justifica por tal razdo. Portanto, no 3° e no 4° ano as
discussbes que cercam esse tema devem fazer parte das aulas de Matematica.

Essas pesquisas relatadas apresentam maneiras de trabalhar e percetfegenaos
problemas combinatorios desde a Educacédo Basica. As duas primeiras pesquisas usam a
teoria de Gerard Vergnaud para analisar seus dados. Vergnaud foi aluno de Piaget e sua
teoria tem estreita relacdo com a teoria utilizada na pesquisa realidaaderteira
pesquisa utiliza também os estudos de Inhelder e Piaget para analisar os dados
produzidos. Nenhuma das propostas contempla o uso das Tecnologias Digitais de
Informacao e Comunicacéo (TDIC) como recurso que pode potencializar tal trabalho. O
desenvolvimento de material digital especifico é um dos diferenciais da pesquisa
relatada. O uso desse tipo de recurso prevé um envolvimento diferente com os
problemas e uma organizacdo do tempo na escola mais individualizado. O uso das
TDIC pretende promovemudancas no papel do professor e do tipo de tarefa a ser
resolvida. Mais do que resolver os problemas de forma autbnoma e usar o tempo da aula
conforme sua necessidade, os alunos sédo chamados a agir e a pedir ajuda. Nao é imposta
pela dindmica da aulaleora do professor falar e a hora das perguntas dos alunos. A
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autonomia para concluir, salvar e iniciar a proxima tarefa, traz uma responsabilidade
para com seu rendimento.

Metodologia

A pesquisa de doutoramento pretesdequalitativa e exploratéria, méasz uso de
estatistica descritiva para caracterizar os sujeitos e analisar dados como as solu¢fes dos
problemas. Conta com a participacado de alunos do quarto ano do Ensino Fundamental
de uma escola publica brasileira situada na cidade de Porto Alegreold &sa na

regido suburbana da capital do estado do Rio Grande do Sul e atende alunos desde o
primeiro até o nono ano do Ensino Fundamental (equivalente ao ensino Bésico e
Secundario em Portugal). As turmas envolvidas na pesquisa possuiam uma professora
referéncia, que abordava questdes relativas a Lingua Portuguesa, Matematica, Estudos
Sociais e Ciéncias; mas também contavam com o atendimento de professores
especialistas em Educacéo Fisica, Espanhol e Artes. A profeesoasadora, com
formacdo em Mamatica, complementava as atividades de Matematica realizadas pela
professora referéncia e propunha o trabalho com temas pouco explorados na escola
como Analise Combinatéria, Geometria e Graficos e tabelas. Durante o periodo da
investigacdo as aulas com paofessorgpesquisadora ocorreram no Laboratério de
Informatica da escola. Este laboratorio esta equipado com 17 computadores de mesa,
todos conectados a internet, e conta com o apoio de uma professora que auxilia nos
trabalhos durantes as aulas. A produgé dados durou quatro encontros de 45 minutos

e registrase que nem todos os participantes frequentaram os quatro encontros. Os
participantes eram de trés turmas diferentes e foram realizados quatro encontros com
cada turma, tendo cerca de 70 participargnvolvidos. Os encontros foram gravados

em video por trés pesquisadores diferentes que se fizeram presentes nos encontros.
Além dos videos, as solucdes finais foram registradas com capturas de ecrd e um
questionario sobre acesso a internet e uso de wadgr foi realizado com os
envolvidos para que 0s sujeitos pudessem ser caracterizados também a partir dessas
informacdes. No presente texto, as analises das solu¢des sdo apresentadas; este trabalho
traz as primeiras conclusdes parciais do estudo e dsesnd@los videos dardo
seguimento ao estudo e serao publicadas posteriormente.

A dindmica da aula

Trés turmas participaram do estudo, sendo que cada uma delas foi atendida em horario
diferente. A turma atendida dirigs®e para o Laboratério de Informatieaorganizados

em duplas, resolviam os problemas propostos no Objeto Digital de Aprendizagem
(ODA) desenvolvido para a pesquisa. A sequéncia dos problemas era proposta pela
professorgpesquisadora e o tempo dedicado a cada problema variou bastantelpara ca
dupla. Para a realizacdo do primeiro problema foi feita a leitura, pela professora
pesquisadora, do problema e explicado o funcionamento do ODA. Foi acordado que
guando obtivessem a solugéo final deveriam fazer uma captura do ecréd (Print Screen) e
salva a imagem para que ela fosse analisada posteriormente. Na continuidade do
presente trabalho essas imagens sao usadas para ilustrar o tipo de solucéo apresentada.
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O uso do ODA permitiu que, em um mesmo ambiente e a0 mesmo tempo, alunos de
uma mesma turmaabalhassem em problemas diferentes. O ritmo de trabalho de cada
um era respeitado, oferecendo desafios aos mais rapidos e com maior compreensao dos
conceitos e também deixando explorar e se questionando por um tempo maior aqueles
gue demonstravam incompresdes. Num primeiro encontro algumas duplas realizaram
apenas um problema, enquanto outras realizaram trés. A familiaridade com o
computador torna o tempo de compreenséao do funcionamento do ODA maior ou menor
ja no primeiro encontro. O uso do rato e amés de apagar, arrastar, clicar ndo eram

do conhecimento de alguns dos participantes.

O papel da professoqesquisadora e dos outros dois pesquisadores presentes era de
auxiliar com questdes técnicas e duvidas na interpretacdo dos problemas. Porém, o
trabalho de forma autbnoma envolvendo realizar, salvar, abrir o proximo, ler e resolver
para finalizar a solucéo, os tornou protagonistas do seu proprio percurso. Nao houve
comparacdes quanto ao desempenho, pois a correcéo era feita através do feedback do
préoprio objeto, ndo expondo 0s erros e tampouco exaltando os éxitos. A acdo de cada
um era primordial. Construir 0s casos possiveis era agir sobre o problema.

O Objeto Digital de Aprendizagem

O ODA! proposto contempla nove problemas envolvendo combinacdo, arranjo e
permutacdo. Cada problema é apresentado em uma tela diferente, a partir de um menu
inicial, e permite a construcdo da solucéo fazendo uso de imagens. O formato do objeto
se assemelha a ujngo. O objetivo € resolver cada problema apresentado e, para
encontrar a solucdo, o usuario pode manipular objetos (que sdo o0s elementos
apresentados no problema) e construir as possibilidades. Para informar a resposta
encontrada o usuario preenche umiaale texto, onde deve inserir a resposta
numérica. Dependendo da resposta dada o objeto apresenta uma resposta (feedback) que

pode ser a mensagem de éxito ou uma indicacdo de que algo esté incorreto.

O uso do ODA é simples, néo exigindo conhecimentacie®u técnico de computacao

para utilizélo. E certo que o dominio do uso do rato e de algumas fun¢des como o

zoom out ou zoom in tornam seu uso ainda mais facil. O rato deve ser usado para clicar

e arrastar os icones até a area de casos possiveidmientey aparecem cerca de 10

espacos (variando de acordo com o problema), mas podem ser acrescidos outros para a
construcdo da solucdo. E possivel apagar casos construidos de forma repetida ou que

nao estejam de acordo com os requisitos do problema. Esdadtar que esses casos

repetidos ou que ndo se encaixam nos requisitos do problema devem ser percebidos pelo
usuario, pois o ODA ndo emite tal tipo de informacdo. Quando o usuario d4 uma
resposta menor que a correta, gaevenficausagem (
todas as possibilidades??o0; guando a respost
feedbak apresentado questiona se AN«o <co0me
Depois de informar a resposta errada duas vezes, o ODA apresenta aima décum

exemplo sobre como se constroem 0s casos possiveis no problema. Por exemplo,

! O ODA ainda se encontra em fase de desenvolvimento e estd disponivel no endereco
http:odin.mat.ufrgs.br/combinatéria. Deve sofrer alteragdes a partir das analises dos dados e sua verséo final deve ser
publicada no primeiro semestre de 2019.
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quando se pergunta sobre a quantidade de emoticons que podem ser construidas no
problema 1, o feedbak retorna com a segui ni
pardeol hos e uma boca. Monte o0 maior n¥Ymer o
de n«o apresentar apenas ficertoo ou fAerrad:
pergunta e os requisitos do problema.

Problemas e exemplos de solu¢des apresentadas

As captuas de ecréd com a solucao final de cada problema foram analisadas e permitem
perceber que j4 nessa etapa escolar o uso de processos sistematicos de construcao de
casos possiveis esti presente. As solucbes foram classificadas segundo dois critérios:
compleds ou ndo e com evidéncia ou ndo de sistematizagdo, mesmo que parcial.
Combinando essas duas classificacbes realizamos uma categorizacio éroasigo
diferentes: incompleta sem evidéncia de sistematizacdo; incompleta com evidéncia de
sistematizacdo; copteta sem evidéncia de sistematizacdo; completa com evidéncia de
sistematizacdo parcial e completa com evidéncia de sistematizaco total. E importante
dizer que a evidéncia de sistematizacdo se deve a organizacdo espacial das
possibilidades construidas, @eja, sdo identificados ou ndo elementos fixos em
determinadas posi¢cdes. Nem todos os problemas contém exemplos das cinco categorias
de solucbes e os exemplos apresentados a seguir sdo de todas as categorias presentes nas
solucbes do problema em questBmstacase que essa € uma primeira analise dos
dados e representa uma parte da pesquisa. Posteriormente, com a analise dos videos,
sera possivel observar a maneira como 0s casos possiveis foram construidos e podera
ser confirmada a sistematizacéo evidetaiau nao.

Problema 1: Um designer resolveu criar emoticons novos para um aplical
comunicacao. Ele inventou 3 tipos diferentes de olhos e desenhou 3 bocas.
emoticons podem ser formados combinando essas bocas com esses olhos?

Quantosmoticons estdo de lingua de fora?

Quantos emoticons estao de olhos abertos?

Para o problema 1 foram entregues 37 solucfes. Destas, 5,4% estavam incompletas e
94,6% estavam completas. Dentre as completas, 89,2% do total de solu¢des nao
evidenciam, pela rganizacdo espacial da solucdo, nenhuma sistematizacdo. Porém,
2,7% do total ja evidencia, pela organizacdo da solucdo apresentada, uma
sistematizacao.

Desconsidess e a situa-«o fiter solu-»es incomgeletas com sisteme
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Figura 1i Incompleta sem evidéncia de sistematizacao (auséncia de um caso possivel de
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Figura 2i Solug&o completa, mas sem evidéncia de sistematizacao
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Figura 3i Solugdo completa com evidéncia de sistematizacdo parcial, pois apresenta duas
sequéncias de trés emoticons com olhos iguais
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Figura 4i Solucdo completa e com evidénciastitematizacao total, pois constroi todas as
possibilidades com cada tipo de olhos disponiveis

Problema 2: Em uma loja de brinquedos existem quatro op¢des de anin
pellucia: elefante, girafa, ledo e zebra.

De quantas maneiras posso escolheraluimais diferentes?

Em quantas opc¢des o elefante € escolhido como um dos animais?

Quantas opc¢des ndo escolhem a zebra?

Para esse problema foram entregues 40 soluc¢des. Porém, cinco delas estavam cortadas e
nao puderam ser aproveitadas. Esse fato retrdificaldade dos alunos desta etapa
escolar em realizar um APrint Screeno, tare
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foram consideradas validas, 8,6% estavam incompletas, podendo faltar casos possiveis
ou conter repeticoes, e 91,4% estavam compéetgeesentavam as seis possibilidades

de escolha. Poege observar que, dentre as completas, 17,14% do total evidenciaram o
emprego de alguma sistematizacao na construcéo das possibilidades.

E3

[

3

Figura 5i Solucdo incompleta sem evidéncia de sistematizagite exemplo falta a
opcdo GIRAFA+LEAO
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Figura 6 Exemplo de solucdo completa, mas a organizagdo espacial da solucéo ndo indica
0 emprego de alguma sistematizacao

Figura 7i Solug&o completa e com evidéncia de sistematizagéo total

Problema 3Palhacos usam roupas coloridas e, por isso, ndo precisam us
meias iguais. Um palhaco tem a sua disposi¢cao meias amarelas, vermelhas e ¢

1) Quantos diferentes pares de meias ele pode formar?

2) Em quantos desses pares as maias sao iguais?

3) Emquantos desses pares as meias sao diferentes?
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4) E se aparecerem meias verdes para o proximo espetaculo, quantos nov
ele pode formar?

Para esse problema foram apresentadas 39 solu¢fes diferentes, mas uma estava cortada;
foram consideradas 38 sofies vélidas. Dentre as solucdes apresentadas, 31,6% das
vélidas ndo conseguiram representar os seis pares diferentes relativos a primeira
pergunta. Ainda houve 7,9% das solucdes validas que acertaram essa primeira parte,
mas nao tentaram responder as denperguntas. Das solucdes que apresentam
respostas para as demais perguntas, 7,9% das solu¢Bes validas ndo conseguiram
completar corretamente o restante dos pares de meias, enquanto 68,4% das respostas
construiram as 10 possibilidades corretamente. Otsses que entre as solucdes
completas, 44,7% das solucbes validas ndo evidenciam o emprego de alguma
sistematizacdo e 7,9% das solucdes vélidas evidencia, pela organizacdo espacial, o

emprego de alguma sistematizacao.
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Figura 10i Solug@o completa com evidéncia de sistematizagéo
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Problema 4: A bandeira da Coldombia é azul, vermelha e amarela com um
Para os uniformedo time de vdlei a equipe do vestuério tem a disposi¢do cam
vermelhas, amarelas e azuis. Da mesma forma, os cal¢cfes disponiveis sao |
cores azul, vermelha ou amarela. Sabendo disso, tente responder:

1) Quantos uniformes diferentes (camasealcdo) podem ser formados c
essas opcoes de camiseta e calgcao?

2) Em guantas dessas opc¢des o uniforme fica de uma cor s6?

3) Em quantas dessas opcdes o uniforme tem alguma peca azul?

4) Em quantas dessas opc¢des o uniforme ndo possui nenhuma pet?amar

Esse problema teve retorno de 36 solucdes. Destas, 30,6% estavam incompletas e
69,4% estavam completas. Pé&deobservar que 19,4% das solu¢cbes evidenciam o0 uso
de alguma sistematizacao para a construcdo da solucao.

ET ERE
R RR R

Figura 117 Solug&o incompletaem evidéncia de sistematizagao

T
'é |
E

Figura 127 Solugéo completa, mas sem evidéncia de sistematizagéo. Apesar de ter
construido primeiro as op¢des com uma cor sO e depois 0s uniformes com duas cores
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Figura 13i Solucdo completa e com evidéncia de sistem@géo total, pois construiu todas
as opcdes com cada camiseta
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Problema 5: Um clube de ténis tem 9 alunas: Alice, Bruna, Camila, E
Flavia, Gabriela, Helena e Isis. Para o campeonato municipal, apenas duas po

inscrever.
Quantas dupladiferentes podem ser formadas com essas nove meninas?

Para esse problema foram apresentadas 31 solu¢des, sendo 93,5% incompletas e apenas
6,5% completas. O problema exigia um certo grau maior de sistematizacdo, pois a
resposta completa era formada poiop4des de duplas diferentes. Mesmo apresentando
respostas incompletas, muitas solucdes, 48,4% delas, evidenciam o0 uso de
sistematizacdo, mas empregada de maneira parcial.
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Figura 14i Solug&o incompleta e sem evidéncia de sistematizagéo
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Figura 15 Solugdo incompleta, mas com evidéncia de sistematiza¢@o que foi empregada
de maneira parcial
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Figura 16/ Solugdo completa, com evidéncia de uso de sistematizacao total

Problema 6: Em um restaurante, o cliente monta p seu prato a partir das
do cadapio. O restaurante oferece dois tipos de carne: coxa de frango ou bife
opcOes de acompanhamento: arroz, batata cozida e massa. Para montar o
preciso escolher um tipo de carne e dois acompanhamentos diferentes.

Quantos pedidos diferentefospossiveis de serem montados com esse cardi

Esse problema teve 30 solucdes diferentes, sendo que 30% estavam incompletas e 70%
estavam completas. O uso da sistematizacéo para a construgéo das possibilidades ficou
evidente em 26,7% das solucbes apntadas. Chamou a atencdo que 16,7% das
solucbes apresentam a resposta numérica correta (seis), mas apresentam pratos
montados de forma equivocada, pois ndo contém dois acompanhamentos diferentes.
Considerase que um ajuste no ODA possa apresentar unbdekdde que ha pratos
montados de maneira incorreta para que 0s USUarios possam superar esse obstaculo e vir
a construir a solugéo de forma correta.

Figura 171 Solugdo incompleta e sem evidéncia de sistematizagéo. Essa solugéo apresenta
pratos que nafmram montados corretamente
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Figura 18’ Solucdo completa, mas ndo evidencia o uso de sistematizagéo

x] B3 %) X 3|

Figura 19" Solugdo completa com evidéncia de sistematiza¢@o na construcao das
possibilidades

Problema 7: Marcelo, Vitor, Rafael e Pedro resolveagmstar uma corrida. C
quatro se esforcaram muito para ser rapidos, mas apenas trés deles subiram a

De guantas maneiras podem se colocar nesse podio, sendo que o lugar i
chegou em primeiro, em segundo ou em terceiro lugar?

Em quantas opc&eMarcelo é o primeiro colocado?

Em quantas organizacdes de pdodio Vitor aparece?

Foram apresentadas 34 solugcdes para este problema. Destas, 94,6% estavam
incompletas e apenas 5,4% estavam completas. Porém, 40,5% das solu¢fes evidencia o
emprego de algumsistematizacdo, mesmo que usada de forma parcial. O nimero de
possibilidades de pdodio que poderia ser formado com esses quatro meninos era 24,
namero razoavelmente alto para construir sem qualquer sistematizacao. -Saliguma

75,7% das solucdes apretan 16 possibilidades ou menos. Esse fato pode indicar que

os alunos esperam que respostas com esses valores sejam apropriadas.
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Figura 20i Solug&o incompleta sem evidéncia de sistematizagéo
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Flgura 2% Solugéo completa, com evidéncia de sistemat&uial

Problema 8: Considerando que nosso sistema monetario possui 6
diferentes (de 2, 5, 10, 20, 50 e 100 reais):

Quantos valores diferentes posso ter se eu tenho duas cédulas em minha ¢

De quantas formas posso ter mais do que 21 reais?

Em quantos desses valores eu tenho duas notas iguais?

Em quantos desses valores eu tenho duas notas diferentes?

Foram apresentadas 16 solu¢des, mas duas estavam cortadas e foram desconsideradas.
Entdo, das 14 solu¢bes analisadas, 35,7% estavam incanpletd,3% estavam
completas. Mesmo nao construindo as 21 possibilidades, 85,7% das solu¢des analisadas
evidenciam o emprego de alguma sistematizacao.
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Figura 23/ Solugdo completa com evidéncia de sistematizacéo parcial
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Figura 24i Solugdo completa com evidéncia de sistematizagéo total

Problema 9: Tiago, Lucas, Mariana e Daniela se juntam para tirar uma fotg
se colocam um ao lado do outro e fazefotagrafia.

Para se posicionar um ao lado do outro, de quantas maneiras diferent
podem se organizar?

Esse problema teve apenas 9 solugbes apresentadas. Nenhuma apresenta as 24
possibilidades corretamente construidas. Porém, o uso da sistemdizac@&vidente
em 33,3% das solugdes.
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Figura 27i Solugdo com o nimero correto de casos possiveis, mas conCeusisde
sistematizagéo fica evidente pela organizacdo espacial

O uso de sistematizacdo, mesmo que empregado de forma parcial, evidencia uma
maneira diferente de resolver os problemas. A sistematizacdo € o caminho para as
generalizacfes relativas a tematica e ao tipo de problema. Os problemas envolvendo um
universo mair de possibilidades podem induzir a busca de alternativas que facilitem a
contagem e o controle das possibilidades elencadas. A sistematizacao € esse caminho. O
trabalho de Correia e Fernandes (2009) apresenta diferentes representacdes usadas pelos
alunos uso de férmulas, enumeracdo (sistematizada ou nao), diagrama de arvore,
operacdo e combinacdes destes. Os autores também apresentam a sistematizacdo como
aspecto importante a ser considerado na solucdo dos problemas. O ODA desenvolvido
trabalha com apesaum tipo de representacdo: a enumeracdo. Tal representacéo foi
escolhida para o desenvolvimento da pesquisa por se assemelhar a que é intuitivamente
utilizada por criancas da faixa etaria envolvida. A compreensdo e a construcado de
diagramas de arvore, pexemplo, ndo € intuitiva e precisa ser abordada de forma
especifica. Os desenhos sdo formas pessoais de representar os problemas, mas dificeis
de serem implementados como forma de solugdo no computador. A escolha por essa
representacdo ndo a torna melloor mais eficiente que outras, mas foi pensada de
acordo com as limitacbes do ODA e os objetivos da pesquisa. O ODA foi desenvolvido

de forma a dar feedback ao usuario, apresentando questbes e dicas que pretendem
auxiliar na enumeragédo das possibilidadessaEenumeragdo, construgdo de listas,
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realizada de forma sistematizada, faz emergir as regularidades da resolucdo de
problemas envolvendo combinatoria. A interpretacdo do problema e a maneira de
sistematizar as solucdes tém relacdo com o tipo de probseraajo, permutacdo ou
combinagao.

O raciocinio combinatério, mais especificamente a sistematizacdo da construcado das
possibilidades € um esquema que ndo se aplica apenas a contextos matematicos.
Inhelder e Piaget (1976, p. 33) identificam uma estratégmabimatoria ao resolver
probl emas envolvendo conceitos de F2sica:
outros fatoreso. Esse esquema ® wutilizado
procuram as possiveis implicagbes de fatores como tamanho, pestsoinfprmato,
velocidade em resultados nos experimentos com balanca, flexdo de barras de ferro,
vasos comunicantes, etc. Esse comportamento sistematico intencional € carregado de
hipéteses levantadas de maneira proposicional. Antes de aplicar corretamente
esquema, as criancas mudam mais de um fator, ndo tendo argumentos logicos
suficientes para sustentar suas conclusdes. De forma ndo sistematica esse esquema é
experimentado, mas ainda com pouco rigor légico. Conseguir isolar cada fator de um
experimentce fazer variar os demais é uma atividade um tanto laboriosa. Os problemas
combinatdrios sédo, entdo, mais uma maneira de fazer aparecer esse esquema; de colocar
em pratica um esquema combinatdrio para resolver problemas que séo, ao fim e ao
cabo, problemasombinatérios e os esquemas empregados sdo semelhantes aos usados
para resolver questdes de fisica.

Conclusoes

O uso do Objeto Digital descrito neste trabalho permite que, em um mesmo grupo de
alunos, cada um esteja explorando um problema diferentac@do com o seu ritmo,

cada aluno resolve os problemas a sua maneira e tem a possibilidade de obter um
feedback de seu desempenho. A aula no Labor
conhecido, que no caso era a sequéncia dos problemas, acontecelesesajaq
necessario que todos os alunos fagam a mesma coisa ao mesmo tempo. O caminho para
chegar a solucdo e mesmo o tempo que se leva no desenvolvimento de uma tarefa é
diferente para cada dupla. Se alguém néao frequentou algum encontro, ndo perdeu nada,
pois pode continuar sua caminhadladentro do roteir@d de onde parou. O objeto

digital também prop8e questbes com respostas entre 20 e 30. Tais problemas fazem
emergir a necessidade de organizacdo, ou seja, de sistematizacdo das solucdes
construidas, umaez que o controle dessas solucdes fica dificultado sem esse tipo de
preocupagao. Sem controle, poucas das solugdes apresentadas sao completas e corretas.
Porém, a pesquisa busca compreender como se chega a essas solucgdes. As solugbes
apresentadas (printsodecrd) evidenciam que os alunos comecam a perceber a
necessidade de sistematizagdo da construgao das respostas e passam a usar um processo
sisteméatico. Mas agir de maneira sistematica ainda ndo é natural e, portanto, utilizam
esse procedimento apenas dangira parcial.

O uso de alguma sistematizacéo (parcial ou total) pode ser observado de forma sintética
no gréfico abaixo (figura 28):
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Evidéncias de sistematizacdo na realizacao dos
problemas (%)
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Figura 28’ Gréafico que representa o uso de sistematizacao por problema. Fonte: Elisa F.
Martins

O uso de sistematizag ndo significa a resolucdo correta do problema, uma vez que
respostas incompletas também apresentam emprego de sistematizacdes parciais. Mas o
emprego da sistematizacdo evidencia uma mudanca na forma de resolver os problemas.
O emprego de um processo teigatico externa uma modificacdo na forma de
compreender o0s problemas. Essa modificacdo tem relacdo com o raciocinio
combinatério dos envolvidos. Cabe ressaltar que nenhuma dupla empregou
sistematizacdo em todos o0s problemas, mas algumas duplas néo iasadenc
sistematizacdo em nenhum deles. Essa consideracdo reflete o carater provisorio deste
tipo de processo para os estudantes envolvidos.

Na utilizacdo do objeto os icones eram arrastados, combinados, apagados,
reorganizados, contados. Alguns estudargatatam, por tentativa e erro, encontrar a
resposta numérica. Mas o insucesso 0s levou a construcao. A sistematizacao nao foi, em
momento algum, imposta. Contudo, os problemas envolvendo respostas maiores que
dez (problemas 5, 7, 8 e 9) levavam a percejuer a contagem e o0 controle das
possibilidades construidas eram dificultados sem a presenca de alguma organizagdo. Foi
possivel perceber que passaram a separar em casos e usar procedimentos sistematicos de
forma mais regular nesses problemas.

O pensamentocombinatério se desenvolve muito mais do que pela Matemética e pelas
relacdes loégicanatematicas. Ele se desenvolve porque permite que situacdes variadas
sejam exploradas de maneira sistematica. O pensamento combinatorio € a raiz do
método cientifico. E gartir desse tipo de esquema que se chegam a generalizacdes
referentes aos conceitos de fisica e de quimica. Tal fato e os dados apresentados no
trabalho levam a perceber a importancia deste tipo de problema se fazer presente desde
0 inicio da Educacéo Biés.
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Resumo:Com o objetivo de compreender de que modo os alunos utilizam os processos
subjacentes ao Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucdo de uma tarefa
desafiante e como diversos recursos podem contribuir para o desenvolvimento da
compreensao relaciahdo PFC, foi proposta a uma turma do 12.° ano a realizagdo, em
pequenos grupos, de uma tarefa de contagem. Os alunos foram incentivados a usar os
seussmartphonesa pesquisa necessaria a resolucdo da tarefa e, num ambiente de
ensineaprendizagem explai@io, a comunicar em pequeno e grande grupo 0S seus
progressos e resultados. Os dados foram recolhidos em duas aulas de 90 minutos, com
vista a sistematizacédo do PFC, que os alunos desconheciam ainda. A analise de dados,
que incidiu nos registos da obsagéo participante da professaomaestigadora, nas
transcricbes de gravacdes em video das aulas e nas producdes escritas dos alunos,
sugere que os diagramas a que os alunos recorreram facilitaram a distingdo de situacdes
de natureza multiplicativa das detareza aditiva. As listagens elaboradas foram
progressivamente substituidas por diagramas. Estessmarsphonesnostraram ser
recursos transparentes promotores do desenvolvimento da compreensao relacional do
PFC.

Palavraschave: Principio Fundamental daContagem; Recursos; Compreenséo
relacional; Resolucédo de problemas de contagem.

Contexto e objetivos

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) representa um aspeto fundamental na
resolucdo de problemas combinatérios e a sua compreensao € deterpanardssa
resolucao (Lockwood & Caughman, 2016jn Portugal, os alunos resolvem problemas

de contagem desde muito cedo. Ao longo de todo o ensino basico, sdo abordadas
diferentes estratégias de contagem e o0s alunos sado incentivados a construir diagramas
gue os auxiliem na resolucdo de tarefas diversificadas. Por exemplo, no nono ano de
escolaridade, os alunos recorrem a diagramas de arvore e tabelas de dupla entrada na
resolucdo de problemas que envolvem o calculo de probabilidades. Porém, o PFC
apenas édrmalizado no 12.° ano.
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Ao longo de um processo de contagem, existe um certo namero de etapas
independentes, cada uma com um determinado cardinal. Por exemplo, consideremos a
carta de um restaurante, que apresenta implicitamente o nimero de opg¢deseiisponiv
para as entradas, prato principal e sobremesas. Suponhamos que, num certo restaurante,
existem trés entradas, quatro pratos principais e cinco sobremesas. Se pretendermos
conhecer o numero de pedidos diferentes que € possivel fazer neste restargamis de
considerar o cardinal de cada uma das etapas independentes: entradas (de cardinal trés),
pratos principais (de cardinal quatro) e sobremesas (de cardinal cinco). Dado que, por
cada entrada, existem quatro pratos principais, resulta que egistam p ¢maneiras
diferentes de escolher a entrada e o prato principal e, por cada uma destas 12 maneiras,
existem cinco modos distintos de selecionar a sobremesa, pelo que se conclui que
existem 12x5=60 maneiras diferentes de fazer o pedido. Nesta experiéncia, as
denominadas etapas independentes séo as entradas, o prato principal e as sobremesas, 0
queda,aotoday Tt UL @ ™modos diferentes de fazer o pedido.

Lockwood e Shaub (2016) observaram que osiad podem facilmente assumir que
compreendem bem o PFC devido ao facto da operacdo que lhe esta subjacente
(multiplicacdo) lhes ser familiar. Porém, esta familiaridade faz com que utilizem a
multiplicacdo sem uma analise cuidada, pelo que, frequentencentetem erros na

sua utilizacdo. Assim sendo, impSe conhecer as condicfes necessarias a sua
aplicacdo num determinado processo de contagem.

Existem diversos estudos que descrevem alguns aspetos relacionados com-0 ensino
aprendizagem da andlise combdra (e.g., Batanero, NavarRelayo, & Godino,

2997; Dubois, 1984; Lockwood, 2013). Porém, o numero de trabalhos que estudam
explicitamente o PFC € muito reduzido. Por exemplo, Lockwood, Reed e Caughman
(2016) analisaram diferentes formulacbes do PFC apresentadas em livros de texto
universitarios e criaram trés categoriaBrmulacfes estruturajs formulacbes
operacionaise formulacées em ponté caracterizacdo de cada uma destas formulacdes
encontrase descrita no Quadro 1.

Quadro 1 Classificacdo das formulacdes do PFC de acordo com Lockwood, Reed e Caughman
(2016)

Classificacdo Critério Exemplo

Caracteriza o PF( Sejam & o BB hid  conjuntos  finitos,
envolvendo a contagel Entdo, o nUumero de n-Uplos

7

estrutural de objeto] whoMB o que satisfazemo N &, é
(tais coman-Uplos) WS WS 8 IS

Estrutural

Caracteriza o PF( Suponhamos que uma tarefa consiste
COmo O processo qu¢ 0 operagcBes efetuadas consecutivame
permite determinar (¢ Suponhamos que a operagdo 1 pode
namero de modos d efetuada d& maneiras diferentes; pa
Operacional | completar um process cada uma dsas, a opera¢dd pode ser
de contagem efetuada ded maneiras; e assif
sucessivamente. Entéo, a tarefa pode
efetuada de a « 8 a
maneiras diferentes.

Caracteriza o PFC Suponhamos que um procedimento p

Em ponte - .
P COMO UM pProcesso ser dividido ema etapas (ordenadag
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estrutural de contagem com i possibilidades diferentes para
de objetos e especifica] primeira  etapa, i possibilidadeg
0 processatraves do | diferentes para a segunda etapa, i..

qual estes objetos sé@o| possibilidades diferentes paradaésima
contados. etapa. Se o numero de possibilidades
cada etapa é independente das escq
das etapas anteriores,osresultados sa
todos distintos, entdo o numero total
resultados distintos é dado por i

8 |

Lockwood e Schaub (2016) realizaram uma experiéncia de ensino com dois alunos
universitarios que foram desafiados a formular o PFC. Ao se comprometerem na
exploracdo das tarefas apresentadas, os alunos refletiram acerca de aspetos
fundamentais do PFC (e.gndependéncia entre as diferentes etapas, conjunto de
resultados) que pretendiam incluir na sua formulacdo do PFC. Porém, verificaram que,
apesar dos alunos terem sido capazes de chegar a uma formulacao rigorosa do PFC, nao
€ trivial caracterizar todossodetalhes inerentes ao PFC e quando se deve utilizar a
multiplicagéo. Assim, os autores aconselham os professores a analisar cuidadosamente
todos os detalhes do PFC e a ajudar os alunos a pensar acerca de quando € que a
multiplicacdo é uma operacao adedma cada tarefa que lhes é proposta.

Dado que o PFC estad subjacente a todas as operacfes combinatérias (arranjos e
combinacdes), € vital que os alunos compreendam como, porqué e quando pode ser
utilizado e sejam capazes de o relacionar com as restggescdes utilizadas na
resolucdo de problemas combinatériGal seja, € importante que os alunos adquiram
umacompreensdao relacionalo PFG para além de umeompreensao instrumenjala

acecao de Skemp (1976). Umampreensao instrumentahplica a aquigiao de regras

ou métodos que permitam ao aluno a resolucdo de problemas. O foco esta em saber
comoaplicar a regra, relegando para segundo plaporquéde ela funcionar, o que
condiciona a capacidade do aluno em adipt#a resolucdo de novos problem@s.

aluno perceciona a Matematica como um conjunto de pecas isoladas de conhecimento,
sem estabelecer relacbes entre elas. Por outro lado,campreensdo relacional

implica conhececomoe porquéas regras e 0s procedimentos funcionam, ou seja, 0s
alunos abem o que fazer e sdo capazes de justificar as suas resolucdes e estabelecer
relagbes entre conceitos, o que lhes possibilita a sua adaptacdo para a resolucdo de
novos problemas.

Os alunos devem desenvolver uma compreensao relacional do PFC de modo a que
possam recorrer a ele, sempre que necessario, na progressao da sua aprendizagem da
analise combinatéria, nomeadamente na compreenséo dos arranjos e das combinacoes,
ou seja, das operacgOes utilizadas na resolucdo de problemas combinatérios. Para tal,
envolvemos os alunos duma turma do 12.° ano que, no contexto de uma experiéncia de
ensino (integrada numa investigacdo mais ampla), exploraram uma tarefa construida
pela professora/investigadora com o objetivo de conduzir os alunos a sentirem a
necessidade deeattiar operacdes numéricas que conduzissem a resposta, sem que estes
conhecessem o PFC. Ao longo destas sessfes, os alunos dispuseram de uma variedade
de recursos, entre os quais destacamos a tarefa, os esquemas e diagramas criados por
eles e as tecnologigs.g.,smartphonesquadro interativo, calculadoras). No a&mbito de

um estudo mais abrangente (acerca da forma como os alunos desenvolvem a sua
compreensao relacional das operacdes combinatorias), neste trabalho procurdmos
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responder as seguintes questdemdestigacdo: (1) De que modo os alunos utilizam os
processos subjacentes ao PFC na resolucdo de uma tarefa desafiante? (2) Quais 0s
recursos utilizados e de que modo potenciam a compreenséo relacional do PFC?

Recursos na compreenséo relacional do Piiipio Fundamental da Contagem

Tal como Adler (1998, 2000)conceptualizamos o term@curso como um nome
(objeto) e um verbo (acdo). Assim, um professor com recursos, € um professor que
interage com 0S recursos e nao, simplesmente, um professor rodeado (ou nao) de

recursos. A autora defende que, ao inv®s de
o0s professores devem desviar a sua aten-«o
disponive s , Afcomoo i ntegrar nNnovos recursos nas

Ou seja, os recursos devem deixar de ser vistos simplesmente como objetos que, de
algum modo, facilitam e melhoram a aprendizagem da Matematica no contexto da sala
de aula, masim comorecursos utilizadosio contexto da educacdo matematica. Deste
modo, a autora utiliza o terme-sourcei procurar de novo ou de modo diferente. Ou
seja, um recurso pode ser utilizado de modos e com objetivos inteiramente diferentes.
Um quadro inteativo pode ser utilizado para projetar apresentacées ou para recorrer a
um softwarede geometria dindmica; uma moeda pode ser utilizada para realizar uma
experiéncia aleatoéria, para exemplificar uma circunferéncia, ou para efetuar calculos
com numeros rativos, por exemplo. Assim, o ternme-source engloba o proprio
recurso (que ndo € necessariamente um objeto material) e o modo como é utilizado, pelo
que 0s recursos passam a incluir os objetos e acdes utilizados na prética letiva (Adler,
2001).

Adler (1998) defende ainda que a atividade matematica na escola ndo € exclusivamente
uma atividade do quotidiano, nem uma atividade do matematico, mas sim uma mistura
entre as duas, pelo que caracteriza o ensino da Mateméatica como umahfiyéitiea
Também ogecursos utilizados na aula de Matematica podem ser, e sdo, extraidos de
situacdes do dia-dia e da propria Matematica. Para ensinar os numeros relativos, o
professor pode recorrer a situacdes familiares aos alunos, tais como as temperaturas ou
0S numerosdos pisos de um prédio. Por outro lado, pode recorrer ao Teorema de
Pitagoras para resolver um problema de Trigonometria. Porém, os significados
matematicos que o professor pretende ver alcancados através da utilizacdo de
determinado recurso ndo emanamawads deles, precisam ser mediados. Em ambientes

de ensino centrados nos alunos, como foi o caso da experiéncia realizada, 0s recursos
devem sethes entregues e 0s seus significados devem ser extraidos através da atividade
dos alunos, mediada pelo profsgAdler, 2001).

Para que um recurso seja um agente promotor da aprendizagem, o aluno deve ser capaz
de o utilizar na aquisicdo de novos conhecimentos. Neste sentido, Adler (2000)
introduziu o conceito d#ansparénciade um recurso. A autora defende g@saecursos

devem ser transparentes pois devem desempenhar simultaneamente as funcbes de
visibilidade (tém de ser visiveis para serem utilizados) e invisibilidade (é através deles
gue se atinge o conhecimento pretendido). Porém, Adler sublinha que ar&an&sp

ndo é uma caracteristica inerente ao recurso, mas uma funcdo subjacente ao seu uso,
pelo que pode facilitar ou bloquear o acesso ao conhecimento. Assim, para que um
recurso promova a aprendizagem, em alguma altura necessita deixar de ser o objeto
(visivel) de atencéo e passar a ser 0 meio para atingir o conhecimento, ou seja, deve
ficar invisivel.
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Adler (2000, 2001) sublinhou que considerar apenas 0s recursos humanos e materiais
(que denominouecursos basicgseé restritivo, dado que existem muitogtros, tais

Como recursos matematicos, culturais e sociais que ndo devem ser esquecidos. Os
recursos basicos sdo aqueles estritamente necessarios a pratica do ensino, tal como esta
generalizadamente estabelecido: materiais (edificios, agua, eletricitzsies, cadeiras,

papel, material de escrita) e humanos (racio alunos/professor, qualificacbes dos
professores). Deste modo, a nogéo de recurso deve ser ampliada pagalasts em
usoque inclui recursos humanos adicionais tais como o conhecimentofasipnal e
experiencial dos professores (como opostos as suas qualificacbes formais), recursos
materiais adicionais (tecnologias, materiais matematicos escolares e objetos do
quotidiano), assim como o0s recursos culturais (artefactos matematicos, dimguag
tempo).

Metodologia de investigacao

Este trabalho inser®e numa investigagdo mais ampla em curso, qualitativa e
interpretativa, contdesignde experiéncia de ensino (Steffe & Thompson, 2000). Os 31
alunos da turma participante no estudo foram diesliein sete grupos de quatro alunos

e um de trés. A experiéncia de ensino realizada foi conduzida num ambiente de ensino
aprendizagem exploratorio, que se distingue de uma abordagem ao ensino mais direta
pelos papéis desempenhados pelos alunos e profegselesstarefas propostas e modo

como sao geridas, e pelo tipo de comunicacdo que é estabelecida dentro da sala de aula
(e.g.,Menezes, Tomas Ferreira, Martinho, & Guerreiro, 2014; Oliveira, Menezes, &
Canavarro, 2013) A tarefaViagem Lisbod Vila Mea (Figura 1) objetivava conduzir

os alunos a compreensdo dos processos inerentes ao PFC, sem ainda o conhecerem
formalmente. Esta tarefa foi desenhada pela professora/investigadora e dava aos
préprios alunos a liberdade de decidirem o nimero de hiptesensiderariam em

cada etapa da viagem. A tarefa foi trabalhada em duas aulas de cunho exploratério com
a duracdo de 90 minutos, que se desenrolaram de acordo com a estrutura apresentada
por Oliveira e colaboradores (2013). A primeira aula incluiu as ddairas fases:
introducéoe realizacdoda tarefa; na segunda aula, foi efetuada diseusséo coletiva

seguida de umsistematizacdo das aprendizageonsiseguidas.

O Jodo é natural de Vila Mea mas trabalha em Lisboa. Ao fim-de-semana vem

a Vila Meé visitar a familia e os amigos. Umas vezes usa o avido, outras o

comboio e outras o seu proprio carro.

Esta semana, o carro do Jodo precisava fazer a revisdo e, por isso, no P”“'t |
ortuga T

domingo, o Jodo foi para Lisboa de boleia com um amigo. Mas, na sexta-feira, o 1 =0

tera de escolher entre o aviéo ou o comboio, dado que néo tem boleia. Se vier i ' fooetae

wbnl "5t bal,
2

de avido, apenas pode escolher voos que saem de Lisboa a partir das 17:00 OOA

e, se vier de comboio, pode selecionar um a partir das 15:30. De quantas -

5

maneiras diferentes o Jodo pode fazer a viagem Lisboa — Porto — Vila Mea?

Figura 1i TarefaViagem Lisbod Vila Me&a

A tarefa foi apresentada pela professora recorrendo ao quadro interativo. Dado que os
alunos nédo estavam familiarizados com as diferentes opcdes existentes para fazer a
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viagem Lisbod Vila Med recorrendo a transportes publicos, na fasetdaducaq a
professora decidiu fazer ubrainstormingacerca das diferentes solucfes disponiveis.
Comecou por sublinhar que, utilizando transportes publicos, o Jodo tem,
necessariamente de fazer a viagem Lisb®&arto e, seguidamente, Poitd/ila Mea.
Informou ainda ge a viagem seria efetuada na sd&ie da semana em curso, aquando

da aplicacéo da tarefa. Dado que todos os alunos da turma possusamadphonea
professora sugeriu que os utilizassem para investigar o nimero de op¢des que o Jodo
dispunha em cadatapa da viagem. Recomendou que consultassersites das
companhias de transportes publicos que pretendiam usasit#egue permitissem
visualizar voos de diversas companhias aéreas.

Na fase deealizacdq a medida que os alunos exploravam a tarefa de modo auténomo,

a professora monitorizou o trabalho desenvolvido, procurando compreender as
estratégias seguidas através das interacdes verbais (entre os alunos e entre os alunos e a
professora) durante o tr@ho de grupo e dos registos escritos, fornecdaddback

sempre que considerava necessario, sem nunca dar respostas ou diminuir o nivel de
exigéncia cognitiva da tarefa (Stein & Smith, 2009) . Com base nesta monitorizacéo, a
professora selecionou trésotucdes para serem apresentadas e discutidas com toda a
turma na fase seguinte do trabalho em torno da tarefa.

A fase dediscusséo coletivaniciou-se com base numa resolugdo em que os alunos se
limitaram a fazer uma listagem de todas as hipoteses psshendo uma abordagem

muito simples e esquematica, era acessivel a todos. A segunda resolucdo apresentada
recorreu a listagens, mas também efetuou multiplicacdes e adicbes para determinar o
namero de opg¢Bes disponiveis. Por fim, foi discutida uma ig&Bwlem que os alunos

nao recorreram a qualquer listagem, tendo optado pela constru¢cdo de um esquema que
0os conduziu as operacbes de multiplicacdo e de adicdo. Apesar de desconhecerem o
PFC, os dois ultimos grupos aplicarmm e demonstraram distinguir canente
situacdes de carater multiplicativo de situacdes de foro aditivo. A professora apoiou 0s
alunos nas suas apresentacdes, colocando questdes que procuravam ajudar e esclarecer
ideias e a envolver toda a turma na validagéo das respostas, ajudandwme®aler as
relacdes entre as diferentes resolucoes.

A fase desistematizacdo das aprendizagesescorreu apés a discussdo coletiva. A
professora formalizou o PFC, apoiada nas conclusbes a que chegaram os alunos na
exploracdo e discussao da tarefa prapesapresentou diversos exemplos para que 0s
alunos tivessem a oportunidade de identificar as etapas independentes subjacentes a sua
aplicacdo, assim como a condi¢cdo necesséria a aplicacdo do PFC: o cardinal da etapa
seguinte ser exatamente o0 mesmo padag as op¢des consideradas na etapa anterior.

Ao longo destas duas aulas, recorremos a diversos recursos. De acordo com as
categorias definidas por Adler (2001), descrevemos, no Quadro 2, 0S recursos gue
utilizamos.

A escolha desmartphonecomo recurso fgndeuse com o facto de ser um objeto que
todos os alunos possuem e sem 0 qual (aparentemente) ndo conseguem viver. Muitos
podem considerar smartphoneeomo um bloqueio a aprendizagem, na medida em que

se constitui como um fator externo de distracaaleEfacto, isso pode acontecer, mas

nds procuramos torAa num recursanvisivelpromotor de aprendizagem. Pretendemos
que, durante a exploracédo da tarefa, os alunos usassem emseihione£omo um

meio para a obtencdo de dados que lhes permitisseseapsr uma resposta coerente a
tarefa proposta e ignorassem as funcionalidades que usam habitualmente, como por
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exemplo, as redes sociais, ou seja, pretendemos gsenarthponesse tornassem
recursogransparentes

Os dados recolhidos e analisados peste trabalho baseiase nas observacbes da
professora ao longo da fase de realizacdo da tarefa, e nas producdes escritas e
apresentacdes de trés grupos: um que nao recorreu ao PFC (Grupo 1) e dois que
utiizaram o PFC e distinguiram situacdes de caratditiva das de carater
multiplicativo (Grupos Il e Il1).

Quadro 2 Recursos utilizados

Recursos usados na experiéncia de
ensino desenvolvida
RECURSOS BASICOSi MANUTENCAO DA ESCOLA

Classificacdo de Adler (2001)

Materiais Edificios escolares, aguaeletricidade, mesas
cadeiras, papel, materiais de escrita.
Humanos Racio aluno/professor, tamanho da turma,

gualificagbes do professor

OUTROS RECURSOS

Conhecimento da professora
Conhecimento de Matematica
Conhecimento pedagdgico dontetudo
Conhecimento do mundo
Conhecimento dos alunos

Recursos humanos

Colegialidade
Tecnologias Quadro_ interativo, calculadorassmartphones
fotocopiadora
Recursos Materiais
materiais matematicos | Tarefa,software

adicionais escolares
Objetos  do| Dinheiro, historias, calculadoras, horérios (
quotidiano transportes publicos

Artefactos

. Esquemas, diagramas e PFC
matematicos

Recursos Linguagem Lingua mée, linguas estrangeiresgeswitching,
culturais guag verbalizagdo, comunicagéo
Horério
Tempo

Duracao dasulas

Analise dos dados

Durante a fase de realizacdo os alunos recorrerarsnaadphonegpara averiguarem
todas as hipoteses viaveis de acordo com as restricdes definidas pelos proprios alunos.
A medida que os alunos pesquisavam as opg¢fes disponiseigiainnas entre os

" O Codeswitchingocorre quando o individuo alterna entre duas ou mais linguas ao longo do
seu disctso.
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elementos do grupo, recorrendo, muitas vezegodeswitching dado que visitaram
sitesnacionais e estrangeiros.

O Grupo | (Julio, Jacinto, Jorge e Aforispseuddnimos) expds uma listagem de todas

as possibilidades que os alunosensideraram exequiveis (oito) considerando as
restricoes que impuseram. Os alunos comecaram por apresentar 0S V00S que
consideraram viaveis para fazerem a ligacdo entre Lisboa e Porto. Seguidamente,
verificaram, para cada um deles, se existia um hor&ridMetro que lhes permitisse

fazer o percurso entre o0 aeroporto e a estacdo de Campanha, tendo concluido que tal ndo
era possivel para dois dos voos inicialmente selecionados. Porém, concluiram que, se
optassem pelo servico de Uber para o transporte erdsroporto e a estacao de S.
Bento, era possivel manter um destes dois voos, pelo que consideraram que existiam
cinco opc¢oes distintas, caso decidissem fazer a viagem entre Lisboa e Porto de aviéo.

2 g )30 1Semkl
o5 Iy ~ D) il
RPA C TN\

Figura 2i Listagem elaborada pelo Grupo | das opgiEssiveis, caso a viagem entre Lisboa e
Porto fosse efetuada de avido

O Grupo | apresentou trés hip6teses possiveis, caso o trajeto entre Lisboa e Porto fosse
efetuado de comboio. O que, adicionado as cinco anteriores, perfazia um total de oito
opcdes disntas. O Julio afirmou que o numero reduzido de opcdes se devia as
restricbes que impuseram e que se encontram descritas na Figura 3.

P ~ i lar a pe  Cheqat o 05
— My “‘?}_(;'5 'FO rr.:‘{.i. mo t)o_-.? dmdar fe 0

rap.do F”%:VCQ <h 2 moke
- Cheg ey gy

Figura 3i RestricBes impostas pelo Grupo |

O Grupo Il (Maria, Carla, Manuel e Jos@seuddnimos) comecgou por apentar um
diagrama que traduziu o seu processo de raciocinio (Figura 4).
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A professora pediu ao grupo para explicar o motivo pelo qual decidiram cdastrui

José:Porque € os sitios para onde ele quer ir. Ele sai de Lisboa e pode ir de comboio ou
de avido. Se vier de comboio, vai para Campanhd; se vier de avido tem de ir para o
aeroporto para depois vir para o comboio ou direto para casa. Acho que é logico.

Professora: Eu acho que vocés ndo perceberam o que eu quero dizer...

Manuel: Ah! Era para ser mais facil organizar os dados. Porque conseguimos perceber
melhor.

HHE ?%f%f;li:;:;;f;ji:fféfﬂﬁuw

Figura 4i Diagrama elaborado pelo Grupo I

A constru¢do do diagrama auxiliou os alunos mgaoizacdo dos dados e surgiu de
forma natural ao longo da sua exploracéo da tarefa. O grupo continuou a sua explicacéo:

Manuel: De Lisboa para Campanha consideramos nove comboios e depois tinhamos sete
comboios que vinham de Campanha a Caide, e tinhamos dois comboios que iam de Caide
a Vila Med. No6s depois, se fossem todos que dessem ligagdo aos outros, era nove vezes
sete que eraessenta e trés. Mas, no entanto, nem todos d&o ligagdo ao outro. Por
exemplo, nés ndo podemos... Saimos em Campanhd as 20:35 e vamos apanhar o das
19:30. E impossivell Por isso temos que coff@iminar algumas das hipoteses
consideradas inicialmerjte

Professora:Entao como é que fizeram? Contaram?

Manuel: Contdmos & mao cada um desses.

Professora: Entdo fizeram uma listagem, como o grupo antefi@rupo | e colocaram
ai os 32.
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Manuel: Sim. Porque, por exemplo, se contar os que vém de Campanha fthras@a

32, mas se contar os que vém para Vila Me4, ja sdo 27. E depois somamos. Depois, por
exemplo, h& nove comboios para Campanha. Se quiséssemos ir de tdxi, com 0s amigos ou
de autocarro. Basicamente, para cada um desses nove comboios, vai havpdiesa, h

que € 9x1, que d& nove para cada opcéo.

Professora: Gostei dessa frase. Para cada um dos nove, h4 uma hipotese. E, se para cada
um desses nove, existissem duas hipéteses?

Manuel: Era 9x2 que era 18 para cada uma.

E interessante verificar que, dedo autbnomo, os alunos foram capazes de distinguir
situacdes de carater aditivo de situagBes de carater multiplicativo, quando o nimero de
opcdes nas etapas independentes variava, dependendo da decisdo na etapa anterior.

O Grupo Il (Daniel, Adriana e Luisapseuddnimos) ndo recorreu a qualquer listagem,
mas sim a elaboracdo de um diagrama de arvore (Figura 5). A medida que tracaram o
diagrama no quadro, os alunos explicaram o significado de cada um dos seus elementos.
Comecaram por referir que, a partida, existiam duas hipoteses, avido ou comboio, e que
utilizaram osite eDreamspara efetuarem a pesquisa dos voos disponiveis para o dia em
causa. Caso o0 Jodo optasse pelo comboio, teria ainda de decidir qual das ses estacd
existentes na cidade de Lisboa (representadas pelas letras A, B, C, D, E e F)
selecionaria. No caso de efetuar a viagem de avido existiam cinco voos em horarios que
os alunos consideraram adegeara situacdo em causa.
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Figura 5i Diagrama elaboradpelo Grupo I
Contrariamente ao Grupo Il, que escreveu o cardinal associado a cada opg¢do no proprio

diagrama (e.g., avidb 6), o Grupo lll descreveu todas as op¢des que considerou, por
exemplo, para os avifes, apresentando todos os horarios disponivei
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Em articulagdo com os restantes alunos da turma, durante a fase de discusséo coletiva

da tarefa, todos os elementos deste grupo concordaram que limitaram as suas escolhas a
hor 8rios que consideravam exequ?2vdtara, dado
fazer as malas para regressar a Lisboao. P
tinha quatro hipoteses: ir de metro, de autocarro ou de taxi para a estagdo de caminho de

ferro de Campanha ou, em alternativa, um familiar deskeao aeroporte, deste

modo, seguiria diretamente para casa. Justificaram ainda que consideraram que apenas
existia uma hipotese para 0 metro e uma para o autocarro porque partiram do principio

gque o Joéo optaria pelo primeiro que tivesse oportunidade de entrarabquetnesta

fase, o0s alunos r ef @aracada omdestesaavidgesn@metr&gc o A pu s e |
autocarro, familiares ou t§8xi o, justificart
diagrama de arvore que saiam do primeiro voo se replicavam pelos restanpsalD

modo, explicaram as hipéteses existentes, caso o Jodo tivesse optado por efetuar a
viagem Lisbod Porto de comboio.

Segui damente, o Dani el referi u ogcomuntosap- - s a
e no fim cont 8mos arscurdndopclarificarsestass procedineerstas 157 0
para os restantes colegas, a professora perguntou se tinham feito algum calculo para
chegar ao valor de 157, ao que os alunos responderam afirmativamentdh&ediu

entdo que mostrassem aos colegas como tinharadgadoc

Adriana: E para fazer duma estac&o para dar o exemplo?

Professora: Sim. Quero ver como é que vocés chegaram ao 157. Porque, basicamente,
0 que vocés tém ai é uma lista de opgcdes. Mas esse esquema que esta ai foi utilizado
para vocés fazerem algum célculo?

Luisa: N&o. E s6 para simplificar. Foi para nos organizarmos.
Professora:Vocés chegaram ao 157 contando uma por uma?
Todos: N&o. Foi por conjuntos.

Professora:Entédo, déeame um exemplo de um conjunto.

Adriana: Por exemplo, se ele escolhesse o Cais do Sodré (letra A), tinha trés comboios
gue podia ir até Campanha. Pargrimeiro comboio tinha quatro hipéteses (comboio,
familiares, taxi ou autocarro).

Professora:E entéo depois era um copiar colar para os outros dois comboios?
Grupo: Sim.

Professora:Esse grupo quantas hipGteses da?

Luisa: 3 vezes 4, 12.

Professora:E ede 12 aparece uma Unica vez?

Adriana: Nao. Cada um dos grupos tinha um nimero de hipéteses diferentes.
Professora:Entéo por isso é que vocés tiveram de somar?

Luisa: Sim. Sendo faziamos 6 vezes 12.

A professora refor¢cou que, caso o numero de hipéteses em cada estacao fosse sempre o
mesmo, nao existiria a necessidade de somar porque, nesse caso, 0 12 surgiria por seis
vezes e bastaria multiplicar o 12 por seis. Mas, como nos dados que os alunos
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recolreram, para cada uma das estacdes existia um numero diferente de hipéteses, o
grupo teve a necessidade de determinar o niumero de hipéteses para cada estacao e, em
seguidaadicionaros seis resultadasferentes

Comparando a abordagem deste grupo com a@antes colegas, a professora referiu

que alguns efetuaram uma listagem de todos os resultados possiveis, mas, como
limitaram as suas opc¢des, chegaram a um numero relativamente pequeno como resposta
que representaria a resposta a tarefa proposta. Congateggmhouve grupos que
obtiveram como resposta numeros relativamente elevados, nimeros esses que sO foram
atingidos através de calculos pois seria impensavel fazerem uma lista exaustiva das
hipoteses possiveis. Ficou claro que os grupos que efetuaratogakeorreram as
operacgOes de adi¢cdo ou multiplicacdo. J& na fase de sistematizacédo das aprendizagens, a
professora informou os alunos que, quando efetuam a multiplicagdo, como os Grupo Il e
Il fizeram estdo, no fundo, a aplicar aquilo que é conhecidonoco Principio
Fundamental da ContagerReforcou que o resultado da multiplicacdo apenas traduz o
cardinal do espaco de resultados pretendido, se 0 niumero de op¢des em cada uma das
etapas da contagem for igual. Quando o nimero de opc¢les da etapa saguéntpial

para todos os resultados da etapa anteriesgté de se contabilizar cada etapa
separadamente e, no final, adicionar todos os resultados possiveis. Apresentou varios
exemplos em que os alunos facilmente distinguiram as situacbes em quandeveri
efetuar adi¢cdes, das que reuniam as condi¢cles para a utilizacdo do PFC. Para finalizar a
professora apresentou, com a colaboracdo dos alunosfoumalacdo em ponteo

PFC, de acordo com a classificacdo descrita por Lockwood, Reed e Caughman (2016).

Conclusbes e implicacdes

Neste estudo, procurdmperceber de que modo os alunos utilizam o0s processos
subjacentes ao PFC e como é que a utilizagcdo de um numero diversificado de recursos
potenciou uma compreensao relacional do PFC. Envolvendo os alunos derma do

12.° ano na exploracdo, em pequenos grupos, de uma tarefa desafiante conducente a
formalizagcdo do PFC, num ambiente de ensipendizagem exploratorio (e.g.,
Oliveira et al.,, 2013) , analisdmos as suas producdes escritas e as suas interacdes
verbais, tanto aquando da realizacdo da tarefa como aquando da sua discusséo coletiva,
e ainda os dados recolhidos pela professorastigadora através da observacéo
participante de duas aulas de 90 minutos.

A analise das resolucdes dos diferentes grapgere que, quando o cardinal do espaco

de resultados é um numero elevado, o0s proprios alunos recorrem aos Processos
subjacentes ao PFC, reconhecendo as etapas independentes e identificando as situacdes
em que as contagens se podem fazer recorrendo apaEsacdo da multiplicacao.
Contrariamente, 0s grupos cuja resposta foi um valor numericamente baixo lirsgaram

a fazer listagens e ndo efetuaram qualquer célculo. Estes resultados, que apoiam estudos
anteriores (e.g., Tillema, 2013), sugerem que as@ies cuja cardinalidade do espaco

de resultados seja numericamente baixa ndo potenciam a compreensédo ou a aplicacao do
PFC pois os alunos ndo sao desafiados a considerar um maior nimero de hipéteses em
cada uma das etapas independentes subjacentes a@uPE€ja, optam por estratégias

mais simples porque nao reconhecem a necessidade de recorrer ao PFC.

Os diagramas e esquemas utilizados surgem de modo espontaneo nas resolugcdes dos
alunos, de tal modo que eles proprios tém dificuldade em explicar apelzgaqual
recorrem a eles, referindo que a sua utilizagcdo "é légica”. Os manuais incluem
diagramas em arvore e, muitas vezes, 0s proprios professores conmsigygelo que
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os alunos tendem a reproddzs nas suas resolucdes e a ndo construir novosdiagr

gue possam ser mais intuitivos e Uteis na exploracdo de novas tarefas (tais como os
diagramas elaborados pelos Grupos Il e Ill, que nao explicitam todas as opcdes
disponiveis em cada etapa). Os dados recolhidos indicam que os proprios alunos os
constoem a medida das suas necessidades e traduzindo os seus modos de pensar, pelo
que a espontaneidade com que tracam os diagramas e as particularidades associadas a
cada um também sugerem que ndo deve ser imposto pelo professor um determinado
esquema préefinido. Aquando das suas explicacoes, os alunos recorrem a diagramas e
esquemas para explicarem a razdo pela qual efetuaram as diferentes operac¢des. Assim,
tal como LockwoodZ013), consideramos que os esquemas e diagramas desempenham
um papel vital na determinacéo do cardinal do conjunto de resultados pretendido e que a
sua utilizacdo deve ser incentivada pelos professores na aprendizagem da analise
comhbnatoria. Neste sentido, os diagramas e esquemas elaborados pelos alunos
constituirarase como um recurso central, na medida em que foram a alavanca que os
conduziu a apropriacdo do PFC e os ajudou a distinguir situacdes apenas multiplicativas
das que tamim exigiam a utilizacdo de elementos aditivos.

Pelo exposto, consideramos que a tarefa e 0 modo como foi conduzida permitiram que

os alunos se apercebessem dos processos subjacentes ao PFC e o utilizassem sem ainda
o conhecerem formalmente. Os dados sugepeea exploracao de tarefas que deixem

ao aluno a deciséo acerca das restricbes a serem impostas em cada etapa subjacente ao
PFC podera favorecer a sua compreensao relacional.

Acreditamos que osmartphonese constituiram como uma verdadegaource dado

que foram usados para fazer pesquisas essenciais a resolucdo da tarefa e, portanto,
foram recursos invisiveis e ndo distrativos da atividade matematica. Ao permitir que
todos os alunos pudessem efetuar as pesquisas necessarias a resolucdo da tarefa
proposta (contrariamente do que aconteceria se utilizassem um computador, dado que o0s
constrangimentos logisticos impediriam a utilizacdo de um por cada um dos elementos
do grupo), potenciou a comunicacdo entre os elementos do mesmo grupo que envolveu
o recuso a linguas estrangeiras eamleswitching Assim, a exploracéo da tarefa saiu
enriguecida e, portanto, consideramos qusnogrtphonese tornaram num recurso
transparent@Adler, 2000).

Este trabalho abre caminho para outras investigacdes. Em m@articahsideramos
importante investigar o modo como os alunos conceptualizam o PFC na resolugéo de
problemas de contagem que envolvam a aplicacdo de operacdes combinatdrias (arranjos
e combinacgdes), ou seja, se a compreensao relacional, sugerida poadsses|ae os

alunos evidenciaram na exploracdo da tarefa sobre a qual incidiu o presente estudo, se
estende a utilizacao das diferentes operacbes combinatérias para interpretar e resolver
problemas combinatdrios.
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Resumo: Uma iconografia da aula mostm@s como ela tem tomado diferentes
disposicbes ao longo dos séculos refletindo metodologias de ensino, teorias de
aprendizagem e inovacdes tecnoldgicas. Neste texto retratamos diferentes
representacdes da aula centrada na matematica, recorrendo a gravuras e fotografias
encontradas em livros de texto ou no espolio de colecionadores desde a época medieval
até meados do eélo XX. Utilizando um paradigma qualitativo, com pesquisa historica

e documental, apresentamos para diferentes épocas teorias de ensino e aprendizagem
subjacentes a aula, através da consulta da legislacdo, manuais escolares e fotografias.

Palavras chave:Aula de Matematica, iconografia, cultura da aula, histéria da Educacéo
Matemaética.

Neste texto procuraremos conhecer as praticas de aula de Matemética recorrendo a suas
representacdes encontradas em livros de texto, fotografias ou gravuras e intedgyando
com escritos de professores e alunos. Pretendemos identificar através da iconografia as
mudancas e permanéncias da aula de Matematica do passado, por forma a refletirmos
sobre o presente. Trase de um percurso através de modos de organizacdo degaroce

de ensino, aula®, e ndo sobre o contetido desse ensino (o curriculo). O foco sera pois
nas praticas e ndo nasnormas seguindo a distincdo de Julia (1995). E sera
necessariamente uma viagem preliminar, pois ndo foi ainda realizado um estudo
aprofundado sobre o tema em Portugal, ao contrario de trabalhos de maior félego
realizados noutros paiSeSera uma abordagem histd abrangendo o periodo desde a
época medieval até meados do século XX que, tal como fazemos quando procuramos
recriar os tempos do nosso passado, procura ilustrar os modos arcaicos buscando as
permanéncias e as mudancas como forma de compreenderragrésque somos hoje

tem sempre algo do passado, mas também algo que se afastou irremediavelmente do
passado.

1 Este texto foi apoiado por fundos portugueses através da Fundacdo para a Ciéncia e a Tecnologia, Projeto
UID/CED/02861/2016 e constitui um aprofundamento de um texto de Matos (2011).

2 Nao nos referimos apenasala de aulaque tem conotacdes mais espice fisicas. A lingua portuguesa possuli

uma excelente alternativaaala, que designa de um modo abrangente todo o processo social e cultural envolvido no
ato educativo.

3 Ver, por exemplo Moreno e Vifiao (2017).
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Metodologia

O processo investigativo, em qualquer area do conhecimento, possui particularidades
que, no casoda investigacdo historica em Edu@ac¢Matematica reside na sua
capacidade de proporcionar a pratica reflexiva sobre o passado que nos permita
interligé&lo com o presente (Matos, 2018; Silva e Miranda, 2013). De facto, de acordo
com estes ultimos autores:

O resgate dos problemas da antigdiel permite ao investigador conhecer as indagacoes e
possiveis solu¢des propostas pela humanidade que se constituiram diante da necessidade
gerada por uma sociedade com uma determinada cultura. (Silva e Miranda, p. 3)

De acordo c¢com R pabquisaghistérica ekige @ue® )pesduidador tenha
dominio do conteudo historico e pressupfe o prévio conhecimento da metodologia de
trabal ho cient2ficoo (p. 35).

Neste trabalho pretendemos efetuar uma iconografia, isto é, examinar, categorizar e
interpretar imagens. O método, utilizado em histéria de arte, é profundamente
influenciado pelas reflexdes de Erwin Panofsky (1989) que o dividiu em trés etapas: a
descricdo préconografica (a identificacdo dos componentes), a analise iconogréafica
(estudo destes cgronentes eventualmente interligarm com outros estudos) e a
interpretacdo iconoldgica (estabelecimento de rela¢cdes com 0 nosso conhecimento sobre
o periodo histéricd) O nosso trabalho é baseado em fotografias e gravuras
sistematicamente recolhidas emwervos bibliograficos, arquivos e portais eletronicos.
Assim, numa primeira fase recolhemos imagens em manuais escolares de matematica
entre os séculos XVI e meados do século XX e fotografias provenientes de diversos
arquivos e procedemos a identificachs seus componentes. Estes componentes foram
confrontados uns com 0s outros, com outro material, nomeadamente textual, da época e
com outros estudos. Finalmente estabelecemos relagbes com o nosso conhecimento
sobre as épocas historicas onde se enquakdranaserial. Esta abordagem permitios

retratar a aula e em particular a aula de Matematica em diferentes niveis de ensino desde
a época medieval até meados do século XX.

A aula medieval

A gravura com que termina a primeira edicadoTdatado da praticaDarismetycada

autoria de Gaspar Nicolas (1519/1968ue constitui o primeiro livio de texto de
matematica impresso em Portugal (Figura 1) parece representar uma aula medieval
tipica na qual o mestre estd sentado numa cadeira mais elevada e apontiévpmara o
enquanto os aprendizes folheiam, presumivelmente, outros exemplares do mesmo livro
ou escrevem em cadernos.

Em conjunto com as primeiras gramaticas nacionaiSratado prefigura uma nova
Amentali dadeo n a sociedade p osr de uegauite, s a , pa
caligraficos e aritméticos a desempenhar um papel central quer nas atividades
econdmicas, quer no quotidiano de uma burguesia mercantil pujante e de toda uma série

de profisses que orbitavam em torno dela (Almeida, 1994).

4 Um aprofundamento do método e suacagliio & matematica pode ser encontrado em Vaz (2013).
® A gravura foi usada noutros livros do mesmo editor.

16¢€



EIEM 2018

Figura 1i Gravurado Tratado da pratica Darismetyade 1519

Na andlise da gravura destacamos os seguintes elementos: 0s personagens, os livros ou
cadernos, 0s assentos, a posicdo de cada um e a composi¢cado global da imagem. O
mestre estd no centro e aponta paraiwo | simbolizando a centralidade do
conhecimento escrito e o0 seu papel de mediador entre dois saberes: o saber contido no

livro e 0 que deve ser aprendido, isto €, escrito, pelos alunos. Repaaepostura do

aluno mais a esquerda que transcreve as naalado mestre. A gravura parecer ser
Afencenadaod, e poder8 n«o pretender uma rep!
através de uma composicao global dos personagens e artefactos, passar uma mensagem,

no caso, que o conhecimento escolar é essenci@extual e a sua autoridade reside

no mestréd o lentg isto €, o que 18 , intermediario do livro.

A aula jesuita

A Ordem de Jesus ganhou uma maior expresséo apés o Concilio de Trento (meados do
século XVI) por destacar a importancia do ensino céaor de combate ao desvio
protestante. O reino de Portugal esteve proximo quer da génese da ordem jesuita no
século XVFP, quer do seu banimento em diversos paises europeus no séculb XVIII
(Carvalho, 2008).

Desenvolvendo gradualmente um conjunto de regmsRatio Studiorum que,
especialmente a partir do século XVII regia e uniformizava o ensino em todos o0s
colégios, a Ordem vai aperfeicoar toda uma nova técnica pedagogica que se procurava
mais eficaz do que a de tradicdo medieval. Pelo menos nos cotigiowiores
tradicdes, tal como na escola medieval, o professor jesuita assume um lugar mais
destacado, falando (Alendoo) a partir do p?
ou Adisputandoo, t ®cni cas desenvoltémi das n
apenas o pulpito no seu lugar mais elevado inserido numa sala decorada com azulejos
barrocos representativos dos saberes escolares.

® Os seus fundadores estudaranQutégio de Santa Barbara em Paris financiado por D. Joo III.
” A posigéo da Santa Sé sobre toda a ordem jesilfagssionada pelo Marqués de Pombal.
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Figura 2i Pulpitoem aula do Colégio do Espiri@anto, Evora (foto dos autores)

As inovacdes pedagogicas jesuitaduem a explicitacdo de procedimentos didaticos
adequados as matérias a ensinar. O professor de matematica, por exemplo, estava
sujeito a um conjunto espec2fico de ARegras

1. Autores, tempo, alunos de mateméatida.Aos alunos de fisica explique na aul
durante 3/4 de hora os elementos de Euclides; depois de dois meses, quando os alunos ja
estiverem um pouco familiares com estas explicagbes, acrescente alguma cousa de
Geografia, da Esfetaou de outros assuntos que eles gostam de ouvir, e isto
simultanemente com Euclides, no mesmo dia ou em dias alternados.

2. Problema: Todos os meses, ou pelo menos de dois em dois meses, na presenga de um
auditério de filésofos e tedlogos, procure que um dos alunos resolva algum problema
célebre de matemaética; e, seguida, se parecer bem, defenda a solucao.

3. Repeticdo- Uma vez por més, em geral num sdbado, em vez da prelecéeseepita
publicamente os pontos principais explicados no més. (Silva, sem data)

Os colégios jesuitas vao ainda desenvolver outras tégméctagdgicas inovadoras, por
exemplo, as sabatinas, sessoes realizadas aos sabados em que as matérias dadas durante
a semana eram recapituladas em forma de discussao ou de repeticao.

A aula de primeiras letras no século XIX

Os colégios jesuitas, bezomo os de outras ordens religiosas, ndo se destinavam a dar a
formacao elementar do ler, escrever, contar e rezar. Para iSso existiam 0s mestres de
primeiras letras que vao perdurar até bem dentro do século XX. A iconografia do final
do século XIX mostranos algumas representacdes deste tipo de ensino.

Por exemplo, o livro de Ulysses Machado para o ensino primario {1®ptetexto de
problemas de aritmética representa um professor partilhando uma refeicdo com os seus
alunos numa cena que mima um jantanado em familia (Figura 3).

8|sto é, cosmografia.
® Suspeitamos que a gravura se foi mantendo ao longo das intimeras edi¢des do livio desde o século XIX. Foi
consultada a 52 edicao.
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Figura 3i Ambient familiar entre o professor e afunos (Machado, 1914, p. 70)

Os componentes da gravura sdo claros: os personagens, a mesa e 0s seus artefactos e a
composicao global da situacéo retratada. Nao se dgiea de uma encenacéo, mas

antes da representacdo de uma situacdo real que ilustre o contexto do problema. A
interpretacdo iconolégica dizos que a situacdo ecoa o hibrido escaka comum

durante o século XIX (Silva, 2005) e dificilmente conseguimaagimar como esta

situacdo possa ter pontos de contacto com a realidade atual. Mas deveria ter algum
sentido na época em que o livro comecou a ser publicado (final do século XIX ou
principio do século XX) e para os alunos a quem se destinava. De facts destas
ifescol aso serviam si mul tanee’emzianataralduea habi t &
pratica escolar fosse igualmente uma préatica quase familiar com o professor e com a
familia que com ele coabitava, situacdo perfeitamente enquadrada pdcdegis
Segundo um aviso de 1809,

0S mestres, tanto regulares como seculares, poderiam continuar a dar licdes em suas casas
ou conventos, havendo nel as as 6comodi dades

A realidade seria, no entanto, bem mais corapla, como relata Francisco Santos
Marrocos, que em 1799 é encarregado de elaborar um relatério sobre o estado das
escolas primarias e secundarias. Refersela alguns professores de escolas priméarias,
escreve, em tom indignado

Estes mestres, como bufdreiros em loja de quinquilharia, vendem aos discipulos papel,
tintas, regras e pastas; fazem imposi¢cdes mensais, contribuindo cada um para a dgua de
beber, tendo mais preco sendo por um copo, varrer a escola, e o0 mais que omito. (citado
em Albuquerque, 960, p. 41)

10 poderseia igualmente afirmar a era a habitag&o do profegserconstituia a escola.
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As inovacgdes da segunda metade do século XIX

Se Ulysses Machado incl ui aquela imagem de
desatualizada no principio do século XX, Ricardo Carvalho, no que foi um dos livros de
referéncia para a introducdm sistema meétrico, incluiu imagens incorporando novas
metodologias e tecnologias de ensino (Figura 4).

Numa gravura rica de componentes, o primeiro sinal de modernidzaie dado pelo

quadro negro que permitia disponibilizar os conteldos a todos @as®lune m si mul t ©n
e em grande for mato. O segundo, em fundo,
métrico elaborado pelo governo e de presenca obrigatoria nas salas de aula desde 1860 e

gue Ricardo Carvalho pretendia realcar.

Note-se que o quadro ainda estdentar encontrar o seu lugar no espaco escolar. A
estrutura da aula néo é frontal em relacdo ao quadro, a zona de trabalho dos alunos é
uma mesa corrida com tinteiros embutidos e um banco para se sentarem. Para discutir o
problema de aritmética no quago professor e os alunos necessitam de deixar 0s seus
lugares habituais e colocaresa a volta do quadro.

Mais tarde, passaria a ser natural que a imagem de uma aula mostrasse os discipulos
sentados nas suas carteiras alinhadas em grelha retangulaneooffara o quadro
colocado numa das paredes da sala e que o professor estivesse sentado num lugar
especial, mais elevado e por detras de uma secretaria.

Figura 4i A modernidade esta expressa pelo quadro negro e pelo quadro sinéptico do sistema
métricoa esquerda (Carvalho, 1912, p. 14)

O livro de Ulysses Machado que referimos inclui na capa uma gravura com um quadro
negro (Figura 5) e por isso 0 seu autor é também sensivel a esta nova tecnologia.
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Figura 51 Umaluno na capa divro de UlyssedMachado (1914)

Um outro dispositivo pedagogico muito utilizado nas aulas de primeiras letras é a lousa
qgue se trata de um material barato, reutilizavel, enquanto que o papel era mais caro e
ficava inutilizado apds o us®odemos encontrar as lousas @njunto com cadernos
escolares numa fotografia ja do século XX em exibicdo numa parede do Museu Escolar
do Concelho do Cartaxo (Figura 6).

Figura 6i Aslousas e os cadernos pousados nas cafteiras

Ainda em 1938 o professor primario Dionisio das D@escalves descreve nos seus
diarios o uso constante da lousa em paralelo com o dos cadernos, embora defenda o uso
da folha de papel para os exames.

1 Fonte: http://www.crtartaxo.pt/cartaxo/pracapublica/Equip/Museuescolar/ acedido em 2/4/2010.
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Mandetos depois para o lugar, e didbes que desenhassem nas lousas o mapa de
Portugal com as serrdss respetivos sistemas. A primeira vista, podera esta licdo parecer
demasiado grande para criancas, mas nao é. Gaténuito bons resultados desprezando
tanto quanto possivel o emprego de mapas e substitaggelo desenho no quadro, nas
lousas e depsino papel. (Goncgalves, 2005, p. 197).

A longa transferéncia do uso da lousa para o do papel vai a pouco e pouco aprofundar a
tecnologia do caderno escolar, incorporando cadernos mais especializados: os com
folhas quadriculadas, os especiais para a ediligrmusica, etc. e a lousa vai deixar de
poder competir com esta inovacao.

As aulas nos liceus do século XIX

Haveria alguma flutuacdo no que se entendia ser os espacos de ensino dos primeiros
liceus. Por exemplo, no liceu de Aveiro, o primeiro instalado edificio construido
expressamente para o efeito e inaugurado em 1860, observemos uma descricdo da
disposicédo do mobiliario:

Nas aulas, os lugares para os alunos, formam em frente da cadeira do professor, um
anfiteatro de cadeiras de bracos em senmildir¢Marques, 2003, p. 43)

A aula teria assim um formato de anfiteatro de cadeiras de bracos, com o professor no
centro, resolvendse assim o problema da vigilancia dos alunos e da comunicacéo entre
estes e o professor. Ndo encontramos nos livrogeg® desta época gravuras
representando este tipo de aula.

Sobre a organizacdo da aula, podemos ter uma ideia através do Regulamento para os
Liceus Nacionais publicado em 1860 sob a direcdo de Fontes Pereira de Nelseu
capitulo IV, Das aulas, estdbeese:

Art. 26.° As aulas dos liceus sdo publicas. Havera nelas lugares para os visitantes,
inteiramente separados dos lugares dos alunos.

A possibilidade de Avisitanteso s- dei xa d
norma seria tacitamentélida para classes masculinas (as Unicas que existiam), mas,
guando se iniciaram escolas secundarias femininas de 1890 o seu Regulamento estipula

no art. 14.U que as aulas j8&8 n«o s«0 p¥bli
pessoasaquemestem nf i ada a i nstru-«oo0.

Diz ainda o Regulamento dos Liceus de 1860:

Art. 27.° Os lugares dos alunos nas aulas serdo dispostos de modo a que todos possam
igualmente receber as licdes dos professores e serem por estes vigiados.

Art. 28.° Havera em cada aul&s lugares de distincao, que deverdo ser ocupados pelos
alunos que na semana anterior mais se tiverem distinguido no cumprimento dos seus
deveres escolares.

(.

12 Diario de Lisboa133 12/6/1860.
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Art° 30.° Das duas horas que dura a aula os professores empregardo pelo menos uma em
ouvir o maior nimero possivel de alunos sobre a licdo passada anteriormente, e o resto do
tempo em dar as explicagdes que julgarem convenientes para a completa inteligéncia das
doutrinas que forem objeto da licdo dada naquele dia ou da que os alunos témdgue est
para o seguinte dia de aula.

Art. 31.° Havera em todas as aulas exercicios ou temas escritos, 0s quais serdo analisados
e emendados pelo professor, em voz alta e para toda a classe

Esta formulacdo sera repetida em documentos legais posteriorespardes no final
do século.

No entanto, dificiimente podemos falar de um sistema de ensino secundario até 1895
(Carvalho, 2008). As reformas avulsas e constantes, as parcas remuneragdes dos
professores, a precariedade das instalacdes, sdo fatores quastd@oas alunos dos

liceus. Uma descricdo de como se obteria entdo a formagédo necesséaria para aceder a
Universidade pode ser encontrada num texto de Agostinho Campos1G948%0

escritor, jornalista, pedagogo e politico natural do Porto, que relata pesaurso

escolar

Nessa altura [por volta de 1880], interrogavsene informavarse uns aos outros 0s
rapazes. Quem é bom para Algebra e Desenho? O Tedfilo de Faria, na rua do Sol. Para
Inglés e Introducgéo as Ciéncias? O Carlos Chambers e o Bamjoeja, no colégio da
Gléria, de Cedofeita. Para Histéria e Geografia? O Muffler, no curso de Jalio Moreira,
rua de Passos Manuel. Para Legislagdo? O Alves da Veiga, em Santa Catarina. E , assim
sucessivamente. (Adamopoulos e Vasconcelos, 2009, p. 24)

A maioria dos alunos nédo frequentava os liceus, onde a formacdo era de qualidade
inferior. Apds obterem a formacdo necessaria em aulas avulsas de professores,
limitavam-se a ir fazer os exames nos liceus que no resto do ano escolar se encontravam
quase dests. Dificilmente se poderia constituir uma tradicdo escolar liceal com estes
fundamentos.

A organizagao da sala em grelha, centrada no professor

No final do século XIX as salas de aula eram projetadas com organizacao em fileiras,
como podemos ver na kia 7, que representa o projeto de uma escola de instrucéo
primaria em Lisboa.

17
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Figura 7i Projetode uma escola para a instrugéo prinféria

Uma concretizacdo do projeto anterior pode ser observada na foto de uma aula do
Colégio Nacional de Lisboanterior a 1911 (Figura 8) onde podemos identificar os
componentes: o mobiliario especializado (carteiras, estrado, secretaria do professor,
quadro negro, mapas, caixa métrica). A organizacdo da sala esta centrada na professora
(os professores no ensinoimpario ja& sdo uma minoria) € no quadro. A fotografia
incluida num postal de publicidade do Colégio, e portanto produzida com intencfes
propagandistas (de novo uma encenac¢do) mostra a professora a ditar um texto que um
aluno escreve no quadro e 0s outrqaam nos cadernos.

Collegio Naclonal de Lishoa — Rula de instrucgdo primaria | grau

Figura 8i Aula de instrucdo primaria (1° grdt)

Este tipo de organizagdo é j& dominante e vamos também eroon&rdormacao de
professores como podemos observar numa fotografia da escola de formacédo de

3 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=a+tabuada, acedido em 1/10/2018).
1 https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?g=a+tabuada, acedido em 1/10/2018.
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professores primarios ddsbod”. Na sala de aula, organizada em filas de carteiras,
vemos uma turma, constituida principalmente por mulhéress homens estdo no
fundo da sald com um uniforme constituido por uma bata branca (Figura 9).

Figura 9 Umaaula de formac&o de prefores no magistério primario (sem d'ita)

A refundacéo dos liceus em 1895

Seré a partir de 1895, com a reforma de Jaime Moniz que a estrutura secundaria publica
e laica idealizada desde Passos Manuel se vai tornar realidade estabelecendo um
subsistema densino secundario entre o0 ensino primario e o universitario (Magalhaes,
2010). Terminando com a possibilidade de se realizarem exames a disciplinas avulsas, e
adoptando o sistema de classes-s&@oder constituir turmas de alunos com a mesma
idade que, am maior ou menor variacdo, vao percorrer os diversos anos de
escolaridade. O ensino nos liceus ganha assim uma maior estabilidade e previsibilidade.

Pouco depois, a inauguracéo de novos edificios destinados a liceus iniciada com o Liceu
Camobes em Lisboa er©09 e continuada durante a segunda década do século XX
consolida uma arquitetura de referéncia (Marques, 2003) e portanto sustenta a
constru-«o de um i magin8rio cultural do Qque
NoO que nos interessa, a estrutdeasala integra o quadro negro, as carteiras, o estrado e

a secretéaria e o professor assume um papel central (Figfa 10)

Figura 10i Salasde aula dos novos liceus. A esquerda Liceu Camdes, 1910/11 (Adamopoulos e
Vasconcelos, 2009, p. 75). A dieitLiceu Pedro Nunes (Monteiro, 2018)

15 A denominacao correta da escola pode ser Escola Normal Priméarial@3a)Pou Escola do Magistério Primario

de Lisboa (1930988), dependendo da data em que foi tiradaogfafia.

6 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=a+tabuada, acedido em 1/10/2018.

7 Integra também muito outros equipamentos escolares para uso em aulas que ndo de matematica, bem como muitos
outros detalhes arquiteténicos (Marques, 2003).
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Longe vai a aukanfiteatro dos primeiros liceus de meados do século XIX e deixou de

ser preciso |l egislar sobre a i mport®©ncia de
as | i-»es0 como aparecem nos documentos of
concepcao de aula passou a assumir naturalmente o lugar central, e normalmente mais
elevado, do professor com a sua secretaria assente num estrado e as carteiras destinadas

aos alunos.

Esta estruturacdo da aula vai predominar até aos anos 60 e arrecé@vaen, que em
algumas escolas permanece até aos dias de hoje. Talvez a representacdo mais
esquematica deste tipo de aula que encontrdmos seja a da Figura 11 do final dos anos
1930.

Figura 111 Capado Caderno de problemas de aritmétieclasse, fiais dos anos 1930

Aqui os elementos sdo reduzidos ao essencial: carteiras, estrado, secretéria, livros e
cadernos, mapas e um quadro negro. O professor ndo esta na sua posicdo central e
passeia pela sala. Trega de um livro de problemas e os editor@ga@m por
representar uma tecnologia didatica especifica, 0os alunos a realizar um exercicio escrito
com o professor a vigiar.

As aulas do ensino profissional

Sera no ensino comercial e industrial que as necessidades de formacgéao vao ditar a
introducdo de estruturas de aula muito diferentes no final do século XIX. No ensino
comercial, que tem como finalidade formar negociantes de pequeno ou grosso trato,
bem comoguardalivros e empregados superiores de contabilidade, a formagéo destes
profissionais incluia a aprendizagem eerituracdo, contabilidade comercial geral e
contabilidade financeiraNo final do século XIX comegam a existir escolas particulares

que apesentam métodos inovadores de formacgao, que designariamos hoje de formacao
em contexto (Rodrigues, 2014; Rodrigues e Matos, 2017). Nestas escolas coexistem
espacos de ensino mais tedrico, mas também espacos para a aprendizagem pratica dos
conteudos técnicnecessarios para o exercicio da profissdo, como podemos verificar
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na Figura 12, onde observamos uma simulacdo de um espaco comercial em pleno
funcionamento.

Figura 12i EscolaPratica de Comércio de Lisboa. A esquerda uma sala de aula com estrutura
usual (séc. XX), a direita uma sala de aula para uma aprendizagem em contexto de prética
(1914)®

S&o fotografias encenadas, destinadas a material de propaganda da Escola. A esquerda
uma aula Atradicional 6 com o0s copogcadonent e s
habitual, contrastando com a aula da direita, simulacdo cuidada de um local de trabalho
colocando os alunos a experimentar varios tipos de praticas.

Outras aulas de Matematica

Nem todas as salas de aula tinham a estrutura em grelha de cdeseso inicio do

século XX, que o que se costuma designar de movimento da Escola Nova veio a ganhar
forca em Portugal, em especial apds a implantacdo da Republica. Colocando o aluno no
centro da educacao, propunha a adocdo de metodologias intuitivaslesadéerta,
proximas da realidade das criancas, a manipulacdo de materiais e o respeito pelo seu
desenvolvimento psicoldgico. Este movimento vai ter especial incidéncia nas escolas de
formacdo de professores (Pintassilgo, Mogarro e Henriques, 2010) egemasl
escolas primarias particulares, por exemplo nos Jaktiosla Jodo de Deus.

Estes, fundados em Coimbra em 1911 por Jodo de Deus Ramos, pretenderam utilizar o
método criado pelo poeta e pedagogo portugués Jodo de Deus 8B830seu pai. No

que diz respeito a mateméatica, desde cedo se optou pela utilizacanateiais
manipulaveis deMaria Montessori e dd-riedrich W. Fréebel que requeriam uma

organizacdo da aula em grupos de trabalho dispostos em torno de mesas (Figura 13).

18 Fonte: https://restosdecoleccao.blogspot.com/search?q=escola+préatica+de+comércio+de+lisboa, acedido em

1/10/2018.
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Figura 13i A esquerda, criangas no saldo a jogar com os Dons de Froebel, 1938. A direita,
trabalhando com material manipuléavel, anos 1930 (Acervo Iconogréfico do Museu Jodo de
Deus recolhido por Joseane Arruda)

Estas fotografias ndo foram encontradas em materiaiipaios e por isso, desta vez,

€ provavel ndo sejam encenadas e representem aulas reais. Os componentes incluem as
mesas de trabalho, os bancos e os materiais em que os alunos trabalham. O trabalho
escolar é realizado em volta de uma mesa com as @iangaplorarem o material. O

papel das professoras € o de apoiarem o jogo dos alunos.

Estas abordagens didaticas inovadoras ndo se limitaram ao ensino primario e tiveram
grande expressdo, pelo menos ao nivel do discurso, nas instituicbes de formacéo de
professores do ensino liceal desde as Escolas Normais Superiores em 1915 (Matos,
2014).

Num levantamento dos relatorios obrigatérios que professores agregados (isto é, néo
efetivos) enviavam anualmente para o Ministério da Educacéo (Matos e Fischer, 2010),
econtramos refer°ncias constantes ao AmM®tcC
Preguica que elabora o relatério sobre o seu trabalho no Liceu de Passos Manuel em

1960, descreve assim as suas aulas do 1° ano do 1° ciclo:

O método de ensino utilizado faempre que possivel, um método ativo experimental,

em que se procurou que as criancas aprendessem por meio de experiéncias realizadas na
aula.

A aula tomou, muitas vezes, o aspeto dum laboratério em que as criancas realizaram
desenhos, recortes, construgfenedicbes e pesagens e iam aprendendo assim as
primeiras no¢cdes matematicas por recurso a intuicdo e aos objetos materiais (modelos
matematicos).

No estudo da geometria (experimental) utilizavsan modelos matematicds,
dispositivos ou objetos materiaispazes de traduzir ou de sugerir ideias matematicas
construidos pelos préprios alunos. (Preguica, p. 89)

E Maria Eduarda Sousa descreve assim o seu trabalho no Liceu de Faro no ano letivo de
1959/60:

Como norma, fiz sempre seguir cada definicdo, cagereada teoria, de numerosos
exemplos exercicios, para que melhor pudessem ser precisados e focados os
conhecimentos que os alunos iam adquirindo.
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Nas turmas do 2° ciclo [dos liceus], esfont® por usar, de preferéncia, quando possivel,
0 método heurtgo, na medida em que ele pode ser aplicado a turmas de quarenta e tal
alunos. (Sousa, p. 89)

J& quanto ao 3° ciclo, atuais 10° e 11° anos, a sua perspetiva € outra:

Nas turmas do 3° ciclo, onde ensinei Matematica no 6° ano e Desenho no 7°, adotei
métods diferentes consoante a disciplina em questdo. Assim, em Matematica, as aulas
tiveram por base o método expositivo, Unico compativel ndo s6 com o numero de alunos
da turma [sabemos que eram mais de 40] mas muito especialmente com a extensao do
programa.Além disso, creio que o rigor l6gico a que o raciocinio dedutivo obriga, é
altamente proficuo quando se pretende levar o aluno a ter uma visdo mais elevada de
problemas ja conhecidos, 0 que acontecia em grande parte do programa desta disciplina.
(Sousa, p90)

Esta visdo contrasta com as dos programas oficiais para o ensino secundario de 1931 e
gue se vai manter até 1947 e que valoriza a memaorizacao e repeticao:

A resolucdo de numerosos exercicios do célculo mental e escrito constitui por isso a base
deste ensinad exercicios resolvidos na aula debaixo da dire¢cdo do professor, servindo
de preparacdo e apresentacdo do assunto a estudar e exercicios feitos em casa
rememorando o trabalho da aula e que o aluno apresentara no seu caderno, submetendo
os ascorrecdes e anotagdes do professor. (Decreto n°20.369, 1931, p. 2187)

Deveremos esperar pela experiéncia da Matematica Moderna no principio dos anos
1960 para ver surgir no ensino secundario experiéncias com tipos diferentes de aula
influenciadas pelo mamento da Escola Nova do principio do século. Esta reforma é
abordada com pompa e circunstancia numa série de quatro artipigridoPopular e

no de 8 de Marco de 1963 anunse como fator de modernidade, que as carteiras
foram substituidas por mesas tlabalho permitindo agora um trabalho em equipa e de
laboratério. A noticia € acompanhada de uma fotografia de uma aula que
presumivelmente tera sido obtida numa das turmas da experiéncia do Liceu de Pedro
Nunes (Figura 14).
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Sabemos também, através de relatos de estagiarios que acompanharam estas
experiéncias, que o estrado onde estava a secretaria do professor teria sido igualmente
removido (Serrote, 1966).

Outras formas de organizacéwam adotadas nesta época. Por exemplo, na Sala de
Matematica do Liceu de D. Manuel Il, no Porto, a organizacdo em pequenos grupos
facilitava a utilizacdo dos varios materiais didaticos (Figura 15).

Figura 15/ Alunosa trabalhar na Sala de MatematicalLiceu D. Manuel Il (Arquivo pEsoal
de Antonio Augusto Lopes)

Nos anos seguintes, especialmente a partir das inovacdes pedagdgicas introduzidas a
partir de 1968 com o Ciclo Preparat- -rio do
aula vaise aprofundar. A Figura 16 mostra uma aula na Escola Preparatéria Eugénio

dos Santos em que alunos do 1° ano trabalham em grupo sobre o tema sistemas de
numeracao.

Figura 16i A estagiaria Natdlia Vaz apoia um grupo de alunos resolvendo uma tarefa
relaciorada com sistemas de numerag&o1972 (Vaz, 1972, p. 100)
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Mais tarde encontramos uma outra imagem de uma aula de tipo diferente (Figura 17)
que aparece, entre muitas outras, no liranatematica e eu, 22 fase, 1° ah®
Belarmina Lopes e Maria Jorge Castparentemente apostado em estimular o uso de
metodologias ativas e que foi publicado no ano de 1976 quando tudo parecia possivel.

Figura 17i Outrasformas de trabalho em lau(Lopes e Costa, 1976, p. 11)

Consideracoes finais

A andlise iconogréficdas representacdes encontradas em livros de texto, fotografias ou
gravuras, interligadas com o contexto social, econémico e cultural da época, encontrado
em registos de professores, alunos e na legislacao permitrmmndentificar praticas da
matematica a aula (no sentido de Julia, 1995) enquadradas entre o periodo medieval e
meados do século XX. Através deste retrato iconografico foi possivel reconhecer uma
evolucdo das relacdes estabelecidas entre professores e alunos, dos materiais utilizados
e da orgaizacao do espaco da aula, que, ao longo dos séculos, foi perdendo a rigidez
formal da organizacao espacial (Figura 1). As novas dinamicas de aprendizagem surgem
com novas formas de explorar materiais e organizar o espaco, tais como aulas de carater
pratico para a formacéo profissional (Figura 12), a utilizacdo de materiais manipulaveis
(Figura 13) ou organizacdo dos alunos em pequenos grupos (Figura 15 e Figura 16).
Muitas das praticas de ensino que encontramos representadas ao longo dos tempos
coexistiramentre si e perduram até ao presente.

A analise iconografica interligando os componentes de cada imagem com outros
estudos e a sua interpretacdo iconolégica que permitiu o estabelecimento de relacdes
com 0 nosso conhecimento sobre o periodo historico,itpam dar um sentido mais

global a cada artefato que aqui comentamos.

Esperamos ter trazido o leitor para uma visdo da historia (em particular da da Educacgéo
Matematica) como uma busca de permanéncias e mudancas que nos permita refletir
sobre o present® aluno, o professor e o conteludo enquanto categorias abstratas séo
permanentes, mas tudo o resto muda: as relacdes que se estabelecem na aula, o
valorizado e o reprimido, os artefactos e o seu significado. Mas muda, para além de tudo
a identidade social eultural concreta dos alunos, dos professores (resgac® novo

nas imagens de alunos e de professores) e da prépria matematica (que incorporou
diferentes visbes do que é conhecimento matematico legitimo e desejavel eliminando
simultaneamente outras dingdes).
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Resumen:Se presenta un analisis del tratamiento matematico dado a los méetodos de
calculo del perimetro de la circunferencia y el area del circulo en los libros de texto
sobre geometria elemental y practica publicados en Espafia durante el siglo XVIII.
Asimismo, sadentifican las estrategias didacticas utilizadas por los autores de los libros
de texto para ensefiarlos. Los textos seleccionados para su analisis fueron los escritos
por Manuel Hijosa, Juan Justo Garcia, Xavier Ignacio de Echeverria, Francisco Verdejo,
Gonzalo Antonio Serrano y Benito Bails. Se identificaron los diferentes métodos de
calculo y se categorizaron las estrategias didacticas incluidas en los textos. Entre los
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resultados obtenidos, destaca que los autores coinciden en incluir el mismo método pa
calcular la longitud de la circunferencia, mientras que podemos encontrar diversos
métodos para calcular el area de un circulo, segun sean libros de texto sobre geometria
elemental o bien sobre geometria practica o agrimensura.

Palabras clave Historiade la Educacion matematica; Siglo XVIII; Libros de texto;
Estrategias didacticas; Geometria.

Introduccion

Desde finales del siglo XVIII, el libro de texto se ha establecido como principal fuente
de informacion y apoyo en las instituciones escolares) fzara profesores como para
alumnos (Gomez, 2011). En ese sentido, los libros de texto constituyen espacios de
memoria en los que se refleja la cultura escolar, los valores e ideologias, asi como las
estrategias didacticas empleadas por los docentes dietamminada época (Escolano,
2009). Por ello, las investigaciones centradas en libros de texto nos muestran diferentes
aspectos como la evolucion de los conceptos y contenidos matematicos a lo largo del
tiempo, la implementacion de su ensefianza en enssteducativo vigente o la
influencia del contexto social, cultural y politico en esta @Mazhado & Rico, 2015).

Los estudios dentro del area de la didactica de la matematica que tienen como objeto de
investigacién el libro de texto son numerosos yhae enfocado desde muy diversas
perspectivas, por ejemplo se han realizado trabajos que presentan instrumentos de
andlisis y valoraciode manuales escolares de mateméaticas (Monterrubio & Ortega,
2011) o que identifican distintas tendencias didacticasselibros de texto (Azcéarate &
Serrado, 2006).

También las investigaciones en historia de las matematicas y la educacién matematica
encuentran en diversas ocasiones en los libros de texto su fuente de analisis. Asi el
interés de los investigadores en estmpo por analizar los libros de texto ha generado
numerosos trabajos a nivel internacional como el de Schubring (1988) en el que se
analizan manuales de matematicas alemanes y franceses para determinar el tratamiento
que se le daba a los numeros negatada primera mitad el siglo XIX, el de Frejd
(2013) en el que se estudia y compara libros antiguos de algebra publicados en Suecia
entre 1794 y 1836 o el de d'Enfert (2014) en el que se realiza un andlisis de los libros de
texto de matemaéticas publicades Francia durante los siglos XIX y XX.

En Espafia se han realizado investigaciones centradas tanto en la evolucion de distintos
contenidos matematicos por ejemplo el limite de una funcién (Sierra, Gonzéalez y Lopez,
1999) o las soluciones negativas de urbfema geométrico presentes en los libros de
texto de geometria analitica (Sanchez & Gonzélez, 2017), como en distintas
perspectivas del tratamiento didactico dado a un concepto o contenido matematico
(Madrid, MazMachado, Le6fMantero & Lopez, 2017; Mad,6pez & Sierra, 2013,

Maz & Rico, 2009) o en la identificacion de estrategias de actividad didactica en los
libros de texto (MaMachado & Rico, 2015).

El siglo XVIII espafiol se puede dividir en dos periodos claramente diferenciados: el
periodo anterior & expulsion de los jesuitas de Espafia en 1767 y el periodo ilustrado
posterior. El primer periodo se caracteriza por el predominio de instituciones
académicas religiosas encargadas de la ensefianza de las clases nobles y el esfuerzo de
la dinastia de loBorbones, nuevos monarcas del reino espafol, por fomentar la
creacion de academias e instituciones cientificas que superaran el atraso académico e
intelectual que se vivia hasta el momento (Maz, 2005).
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La expulsién de los jesuitas en 1767 permitidé queistag instituciones cientificas
civiles o militares como el Real Seminario de Nobles, las Academias de Bellas Artes o
la Academia de Guardias Marinas. Se crearon catedras de matematicas y de fisica
experimental, observatorios astrondmicos y bibliotecaseusitarias, gracias a los
libros procedentes de las bibliotecas de los jesuitas. Se establecieron, asimismo,
colaboraciones y expediciones cientificas internacionales, que dieron importantes frutos
en afos posteriores, como fue la instauracion del sisteétdco decimal (Gomez,
2011).

Todos estos acontecimientos dieron como resultado la necesidad de encontrar
profesores laicos que sustituyeran a los religiosos, que dominaran los avances realizados
en el campo de las matematicas para asi poder gardatizamtinuidad del desarrollo
cientifico. Para ello, se escribieron y publicaron grandes tratados sobre matematicas, en
particular sobre geometria elemental y practica, trigonometria rectilinea y esférica o
cartografia, destinados, la mayoria de ellossarae en las instituciones cientificas
recién creadas y con el objetivo de instruir a los futuros peritos, marinos e ingenieros.

Estos hechos convierten al siglo XVIII espafiol en un periodo de cambios en el
panorama cientifico, lo que ha favorecido queedios autores hayan enfocado sus
investigaciones al estudio de distintos manuales de matematicas publicados en este
siglo, por ejemplo el trabajo de Blanco (2013) sobre la ensefianza del calculo en el siglo
XVIII comparando la obra Pedro Padilla y Arcos t@ule Etiene Bézout.

Teniendo esto en cuenta la finalidad de este trabajo es analizar el tratamiento
matematico dado al calculo de la longitud de la circunferencia y el area del circulo en
seis libros de texto de geometria elemental o agrimensura (g&onpefictica)
publicados en Espafia durante el siglo XVIII e identificar las estrategias didacticas
utilizadas por los autores de estos libros de texto de geometria elemental o agrimensura
para hacer llegar estos contenidos matematicos a sus lectores.

En defnitiva, en este trabajo se ha puesto el foco de interés en aspectos relacionados

con el estudio de la circunferencia y del circulo, considerando entre otras razones que

las distintas perspectivas que se muestran desde la historia de las matematicas y la
educacion matematica pueden favorecer la ensefianza de estos contenidos, como plantea
(Gonzélez, 2004) poniendo como ejemplos de interés problemas geométricos clasicos
como la cuadratura del circulo. Y a su vez se muestra en experiencias como la de
Papadopodes (2014) que presenta el uso del método exhaustivo de Arquimedes para
calcul ar el nYamer o ~ con alumnos de pri mar
presenta los procedimientos de aproximaciones a partir de la aproximacion historica al
calculo del &a del circulo.

Metodologia

Se trata de un trabajo de tipo descriptivo y ex post facto, enmarcado en el enfoque de
investigacién de tipo histérico (Fox, 1981), que utiliza el método del analisis de
contenido para revelar la estructura conceptual y lastegias didacticas que los
autores de libros de texto de geometria del siglo XVIII incorporaron a sus obras. Esta
técnica ha sido ampliamente utilizada en investigaciones anteriores como las-de Maz
Machado y Rico (2015), Madrid et al. (2017) o Leédantao, MazMachado, Madrid y
JiménezFanjul (2018).

En la seleccién de fuentes documentales, fueron tomados los siguientes criterios: que
los libros de texto incluyeran contenidos de geometria elemental o agrimensura; que la
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primera edicion de los libros dexto hubiera sido publicada durante el siglo XVIII; y
gue estuvieran escritos en castellano.

La busqueda y localizacion de los libros de texto se realiz6 a través del Fondo Histérico
de la Universidad de Coérdoba, la Biblioteca OCD de Andalucia, la Bitdiade la
Universidad Complutense de Madrid, la Biblioteca de la Universidad Politécnica de
Madrid, la Biblioteca Digital Hispanica de la Biblioteca Nacional de Espafia y el
repositorio digital de Google Books.

Finalmente considerando a su vez la dispaddul se localizaron 6 libros de texto,

estos libros se clasificaron en dos categorias segun incluyeran contenidos de geometria
elemental o contenidos de geometria practica o agrimensura. La tabla 1 recoge la
clasificacion de los libros de texto selecciomgmgl analizados, a saber:

1 Gonzalo Antonio Serrano (1736§seometria Selecta Theorica, y Practica
Cordoba: Imprenta del autor.

1 Xavier Ignacio de Echeverria (1758geometria practica, necessaria a los
peritos agrimensores y su examé&an Sebastian: Ofita de Lorenzo Joseph
Riesgo.

1 Juan Justo Garcia (178Blementos de aritmética, algebra y geometkadrid:

D. Joachin Ibarra.

1 Benito Bails (1788).Principios de Matematica de la Real Academia de San
Fernando Segunda edicién. Madrid: Imprenta de la vidddbarra.

1 Manuel Hijosa (1791)Compendio de la Geometria practica con un breve
tratado para medir terrenos, dividirlos y levantar planos arreglados a .ellos
Segunda edicién. Madrid: Imprenta Real.

1 Francisco Verdejo (1794)Compendio de Matematicas purgsmixtas para
instruccion de la juventudiadrid: Imprenta de la viuda de Ibarra.

Tabla 1i Clasificaciénlibros de texto

Libro de texto Geometria Agrimensura
elemental

Geometria Selecta Theorica, y Practica X

Geometria practica, necessaria a joaritos X

agrimensores y su examen

Elementos de aritmética, algebra y geometria X X

Principios de Matematica de la Real Academig X X

de San Fernando

Compendio de la Geometria practica con un
breve tratado para medir terrenos, dividirlos y X
levantarplanos arreglados a ellos

Compendio de Matematicas puras y mixtas pa
instruccion de la juventud

Para su andlisis seguimos las recomendaciones incluidas en Maz (2009) y para ello,
fueron seleccionadas las siguientes unidades de analisis:
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1 Laintroduccién y el prélogo, en los que los autores sefialan a quienes estaban
dirigidas, el propésito de las obras vy, la justificacion y secuenciacion de los
contenidos incluidos.

1 Las definiciones, los ejercicios, los ejemplos, los problemas y las actisiqade
se incluyen en cada obra. Asimismo, el propio planteamiento de cada obra.

1 Las notas incluidas tras cada uno de los bloques de contenido, que incluyen
sugerencias y propuestas metodologicas, asi como materiales manipulativos
recomendados, para que alumno optimice su trabajo y alcance los
conocimientos requeridos en el correspondiente nivel educativo.

1 Los anexos, en los que se incluyen laminas con representaciones graficas, que
sirven de apoyo a las explicaciones y demostraciones de proposiciones y
problemas resueltos.

Tras la seleccion de los libros de texto y las unidades de analisis, se leyeron y analizaron
todas las definiciones, proposiciones y problemas que aparecen en los libros y se
categorizaron mediante una triangulacién de expertos earigigle la educacién
matematica.

Asi mismo, para analizar las estrategias didacticas halladas en los libros de texto, se ha
considerado si los siguientes campos basados y adaptados ddabteado y Rico
(2015) y Le6nAMantero et al. (2018) estan presergrdos libros de texto:

71 Objetivo y utilidad: los autores indican el publico al que dirigida la obra y los
objetivos generales de esta.

{1 Justificacion y secuenciacion de los contenidos incluiddes autores justifican
la inclusion y la secuenciacién de lgsntenidos que incluyen, sean estos
originales o no.

1 Sugerencias y propuestas metodolégicasos autores incluyen sugerencias y
propuestas de tipo metodoldgico.

1 Recomendaciones sobre materiales o herramientagos autores realizan
recomendaciones sobre madles o herramientas.

1 Representaciones graficaslos autores incluyen representaciones graficas de
apoyo a las explicaciones de problemas y casos practicos y demostraciones de
proposiciones.

1 Estructura y precision en la presentacion de los contenidodos autores
presentan los contenidos desde el punto de vista mateméatico, es decir, si su
lenguaje es formal, cefiido a definiciones, axiomas, postulados, teoremas,
problemas, demostraciones, corolarios y notas.

1 Aplicaciones a la practica:los autores incluyeaplicaciones a la practica.

Resultados

Métodos de calculo del area del circulo y longitud de la circunferencia
Antes de sefalar los resultados obtenidos en este trabajo, es adecuado advertir que se ha
respetado tanto la ortografia como la gramatica raigiisada en los libros de texto
analizados.

En los tratados de geometria elemental, no asi en los de agrimensura, destaca la
asunci-n del c2rcul o como el Apol i gono i
dividido en infinitos triangulos con radios tiragda todos sus puntos, que seran las bases
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y |l ados infinitamente pequefos del pol i gonc«
los poligonos, que pueden considerarse como cuerdas de los circulos circunscritos, se
confundirdn por su infinita pequefiez ctos mismos arcos que subtenden, y el

perimetro del poligono no se distinguira de la circunferencia del circulo, ni los radios
rectos y oblicuos se distinguir8n de | os r a

Figura 1i El circulo como poligono de infinitdados (Garcia, 1782, lamina Il)

De | o anterior se deduce que fAas?2 gquanto gL
medida de sus superficies, comparacion de estas y de los perimetros, se podra aplicar a

los circulo® ( Ver dej o, 1794, p . 206) . Y, como
regulares tienen unos con otros la misma razén que sus lados homologos, sus

di agonales, sus radios [é]0 (Bail s, 1788, [
circulos son proporci@ies a los radios, a los diametros, & las cuerdas semejantes, y a

|l os arcos semejantes. o (Bail s, 1788, p . 26
circunferencia a partir del di 8metro fAser.i
diametro a la iccunferencia; cuya razon hasta ahora no se ha podido sacar cabal, bien

que se han sacado de ella valores tan aproximados, que en la practica pueden servir sin
rezelo de error substancial; pues aun quando en lugar de esta razon aproximada se usara

larazonc ab al , no por eso saldr?2an mas seguras
p. 269).

Todos | os autores consultados <coinciden e
circunferencia tripla, fexquisepti ma, gue
pues, el di ametro de un <circul o, se sabr 8§

Tambien saliera lo mismo, multiplicando el diametro perg8e es la denominacion de
|l a proporciono (Echeverr?2a, 1758, p . 53) .

En la notacion seguida en los libros dgylo XVIII, lo anterior se traduce en la
siguiente proporcion:

AEUI AOOT g1 TT CEOOA AA 1T A AEOAOT £ZAOA
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En nuestra notacion actual escribimos:

AEUI AOOI X
1171 CEODAEOAOT AAQGAT AEA

Serrano (1736) indica que con este método obtenemos un delda longitud

aproxi mado fAalgo mayor que | a verdaderao (
sefala que ALa razon en que se hallan el d
ignora a pesar de los grandes esfuerzos que Gedmetras de primehnarclaseho para

hallarla, bien que las tenemos tan aproximadas que la diferencia entre ellas y la

verdadera, se mira como nula, respecto de s
Garc?a (1782) va un paso m8s all 8 e indica
un sol o pie de menos en un c2rculo de 800 |
falta en una circunferencia de 10000000 (p.
raz-n fAl:3,1415926535897932 &c. hasta <cien
286).

Con respecto al célculo del area del circulo, encontramos tres métodos diferentes:

1 Método 1. Garcia (1782) y Bails (1788) coinciden en sefialar que la superficie del
c2rculo corresponde al Aproducto del rad
esta por la mitad del radio (Garcia, 1782, p. 280). Se puede comprobar facilmente
que se trata de una formula equivalente a la usada actualmente:

1 CEBOAOT AROERE A ¢'QQf
C q

P | PR
! DAAEI

Echeverria (1758) elige una varianteels t e m®t odo en el gue useé
multiplicara el diametro por la circunferencia y del producto tomese la quarta parte y
ser8 | a Area del Circulo propuestoo (p. b56¢

1 Método 2. Hijosa (1791), Echeverria (1758) y Serrano (1736) sefialan que el area
del c2rculo ASe mide multiplicando el di &
multiplica por 11, y lo que sale de esta multiplicacion se parte entre 14, y el
cociente da |l a areao (Hijosa, 1791, p. 1
trata de una férmulageivalente a la que usamos actualmente:

AEUT ABDit DAARY SSHAAEF DAAET
pT pPT X
T M®t odo 3. Por %l timo, Serrano (1736) ind
7. Asi el quadrado de la circunferencia de qualquier circulo, al Area; Luego,

multiplicando el quadrado de la circunferencia, por 7. y el producto partido por
|l os 88. al guociente saldr”™ el Area que
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3.2 Estrategias didacticas

Teniendo en cuenta las categorias consideradas, en las obras analizadas es posible
observar las distintas estrategias didacticas que se presentamaadri.

3.2.1 Objetivo y utilidad

Podemos encontrar tres tipos de beneficiarios de estos libros de texto: profesionales y
aspirantes, escolares y estudiantes universitarios.

Por ejemplo, el libro de texto de Echeverria (1758) se publica con el objetivo de ayudar

a los aspirantes a perito agrimensor a preparar el examen de acceso al titulo. El autor
sefala en el proélogo que se decidié a escribir este libro de texto para abonary

dinero a los aspirantes, ya que ha buscado, seleccionado y adaptado las proposiciones y
reglas para que | os | ectores encuentren t of
dividir y permutaro (p xviii).

A su vez, Juan Justo Garcia quien @iaedratico de Matematicas de la Universidad de
Salamanca, escribiBlementos de Aritmética, Algebra y Geome((ia82) como obra

de referencia para los alumnos de su asignatura con el objetivo de instruirles
minuciosamente en Aritmética, Algebra y Georiggten el corto periodo de tiempo que
transcurre en un curso escolar.

Sin embargo, eCompendio de la Geometria practide Hijosa, fue publicado con el

objetivo de fAinstruir en | a Geometrza pr §ci
lasescuelad e Medi na de Rioseco y Palenciao (Hijc
se trata de wuna obra Vit il tambi ®n A8 aque
oficios, como Carpinteros, Canteros, Albaf¢fi

3.2.2 Justificacién y secuenciacion de los contenidos incluidos

A excepcion de Hijosa (1791), ninguno de los autores justifica cuéles fueron los
contenidos que se incluyeron y cual fue la secuenciacién seguida, sin embargo, las obras
de Verdejo (1794) o Bails (1788) incluyamplios y descriptivos indices que organizan

toda la informacion sobre el contenido de la obra en unas paginas.

Solo Hijosa (1791) justifica la inclusion de la segunda, y mas préactica, parte de su obra,
ATeniendo presente | a malgumos Agri®andoied anda qu e h
medida que hacen de las posesiones, por ignorar del todo aquella facultad que les da
nombre de tal esdi).( Hijosa, 1791, pp. I

3.2.3 Estructura y precision en la presentacion de los contenidos

Un aspecto destacable delaoh de Serrano es el uso del m®
qgue caracteriza la estructura de toda la obra. En contraposicién al resto de obras, en
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lugar de enumerar las propiedades geométricas junto a su demostracién, seguido de
algun problema resuelto, este caso, dado un tipo de problema, se enumeran las
propiedades necesarias para su resolucion y, a continuacion, se resuelve de manera

gener al

Por Yl t i mo, en un

apartado denomi i

concreto y se incluye su resolucionuf@rrezRubio & Madrid, 2018). La figura 2
muestra un ejemplo de la estructura de la obra en un ejercicio sobre la longitud de la

circunferencia dado el valor del diametro.
Echeverria (1758), de forma similar, solo resuelve de forma practica cada prabtema

enunciar propiedades ni teoremas, aunque si lo hace mediante dos procedimientos,
primero resuelve cada caso practico sobre el papel y, a continuacion, explica como se

resuell

vV e

PROBLEMA IL

Duado el diamerro de un eivenlo , ¢ pide da
rircunfercncia,

Arthirmdcs demoltro , que el diametro
del circulo con fu circunferencia tiene
1a mifima proporcion que 7. con 22. Luego,
mulitiplicando el diametro de qualgnier cic
culo por 22, y el produfio parrido por 7. al
quocicnee faldrd la circunferencia que fe pi-
de,aunque algo mayorque la verdadera,

. CONCLVSION.
EL Diametro BC, vale 35 y fe pide fu cir-
cunferencia. Multiplicando los 35. por
los 22.es ¢l producto 770. el qual partido
or 7. falen al guociente 110, por valor de
a circunferencia del circulo. Notefe ,quela
miis proxima proporcion del dizmetro ila
circunferencia en humeros peogueiios,csla
de Adriano Mecio, ¢l qual dize: que fi
eldiametrode vn circalo es 113. fiz circiin.
ferenciaes 155. yel Padre Jofeph Zarago-
21, de la Compadia de Jesvs , advierte,que
por efta proporcion fe halla la circunferécia
deleirculo ; fin exceder de lo jultocn tres
particulas delas dicz mil ; en que fe puede
confiderar dividido el diamerro.

en el propio terreno, procedimient

Figura 2i Ejemplode método silogistico en la obra de Serrano (1736)

Todas las demas obras se encuentran divididas en capitulos o secciones, organizados a
Su vez en proposiciones y problemas. Hijosa (1791) divide el tratado en dos libros: en el
primero, incluyen todas las demostraciones y procedimientos sobre Geometda, que
realizan sobre el papel; en el segundo, se describen todas las herramientas del
agrimensor, se explica su uso y se proponen y resuelven casos particulares de problemas
sobre terrenos, en los que se aplican los procedimientos incluidos en el primer libr

apoyados en el uso de las herramientas.
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3.2.4 Sugerencias y propuestas metodoldgicas

Podemos encontrar en los libros de texto, diferentes tipos de consejos, advertencias o
sugerencias que alertan al lector sobre algunas de las dificultades a lpsedee
enfrentarse, los errores que puede cometer y como evitarlos o la manera de aplicar los
métodos en un menor nimero de pasos.

Por ejemplo, Serrano (1736) aconseja en la introduccion de su obra a sus lectores que
para abreviar y aligerar célculos cuangk hacen raices cuadradas y cubicas, pueden
hacer uso de las tablas de los cuadrados y los cubos de los primeros numeros naturales,
aungue, a pesar de nombrarlas como Tablas 30 y 31, no aparecen dentro de la obra.

También informa a sus lectores de que

Para medir el arco de un sector no es exacta medida la que se haze corriendo por la linea
circular, por causa de lo curvo de la linea, y asi el Geometra practicara la mas perfecta
medida, que se hace observando el valor del &ngulo del centro BAC. (p. 52)

Verdejo (1794) realiza asimismo un pequefio ejercicio para mostrar al lector la
diferencia que se obtiene en el calculo de la longitud de una circunferencia de 20 pies de
diametro, segun las aproximaciones obtenidas por diferentes autores (Tabla 2).

Tabla2i Diferenciasen el calculo de la longitud de una circunferencia segun distintas razones
(Verdejo, 1794, p. 207)

Autor Razén Longitud de una circunferencia de 20 pies d¢
didmetro
Arquimedes 7a22 62-
Adriano Mecio | 113 a 355 62—
Ceulen la31l4 62,8

Por otro lado, Echeverria (1758) considera oportuno también anunciar que

Sucede muchas veces hallar porciones de Circulos, y especies infinitas de curvas, para
cuya medicion no se halla methodo, y quando queremos medirlas con mayor exactitud,

haemos de una Curva muchos Segmentos, y crece mas la dificultad. Por lo qual en

semejantes ocasiones, persuado al Agrimensor, que divida la Curva en algunas partes
iguales [que quanto mas fueren, serd mas justa la medicion] y asi quedara reducida en
rectilinea, y buscada su Area, avra hallado la de la Curva, fisica, sensiblemente. Si de

las divisiones tirare rectas, parte fuera, parte dentro, sin notable diferencia, hallara la

Area, pues con artificio semejante, han procurado los Geometras investigar ldelazén

Di ametro de el Cirei®)l o °~ su Periferiao (pp.

3.2.5 Recomendaciones sobre materiales o herramientas

En cuanto a los materiales y herramientas que aparecen en los libros, todos los autores
los tienen presentes, los definen, detallan cdmo y para qué se usan e incluso afiaden
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algunas imagenes. Para los trazados en lapiz y papel, se recomienda el uso de
escudrada, cartabdén, compas y regla. Serrano (1736) y Bails (1788) incluso
recomiendan el uso del compas de proporcién, Astrolabio o semicirculo graduado para
medir la amplitud del angulo central de un sector circular (Figura 3). Autores como
Echeverria (1758pptan por el uso de materiales sencillos, como el cordel y los palos,
para los trazados en el campo. Hijosa (1791) por su parte, incluye instrumentos como la
cuerda, la escuadra o cartabon de agrimensor, el estadal, el semicirculo o la plancheta.

Figura 31 CompagBails, 1788, p. 356) y semicircufpmaduado (Bails, 1788, p. 360)

3.2.6 Representaciones graficas

Todas las obras analizadas incluyen en la parte final o en folios intercalados, laminas
desplegables con representaciones gréaficas dgeipmétrico o con imagenes, excepto
Serrano (1736) que las incluye tras cada problema planteado. Las gréficas de tipo
geométrico ayudan al lector a entender cada uno de los pasos que forman parte de la
demostracion de una proposicion o de la resoluciomgeablema o caso practico. Las
imagenes, ademas, ofrecen apoyo visual para las definiciones de las herramientas del
agrimensor o para que el lector entienda mejor cuales son los datos aportados y las
preguntadas planteadas en los problemas.
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