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Prefacio

Publicamos neste livro um conjunto de trabalhos subordinados ao tema
Aprendizagens em Matematica. Estes trabalhos foram apresentados ao V Encontro
de Investigagdao em Educagdo Matematica organizado pela Sec¢ao de Educagido e
Matematica da Sociedade Portuguesa de Ciéncias da Educagdo que decorreu em
Tréia, entre 28 e 30 de Abril de 1996 e contou com cerca de oitenta participantes.
Pretendeu este encontro reflectir sobre problemidticas e metodologias de
investiga¢cdo neste dominio, considerando as aprendizagens como fenémenos
individuais, sociais, cognitives, afectivos e culturais. Neste ambito, o programa do
encontro incluiu trés sessdes plendrias, trés grupos de discussdo, comunicagdes e
uma mesa redonda.

Os grupos de discussdo ocuparam grande parte do encontro, funcionando em
paralelo e tendo como temas aglutinadores

1) o conhecimento matemdtico dos alunos, as suas construgdes e produgdes,

2) a capacidade de matematizagao e

3) a contextualizagdo das aprendizagens em Matematica.

De modo a estimular a troca de ideias, foram apresentadas, em cada grupo,
comunicag¢des que se prendiam directamente com a problematica em debate.

Um dos grandes objectivos dos grupos de discussdo foi proporcionar
contextos favoraveis ao estudo aprofundado de cada um dos temas referidos. Neste
sentido, no primeiro dia do encontro solicitou-se a cada um dos participantes que
optasse por um unico destes grupos e nele se mantivesse durante os dois dias.

No final do encontro decorreu uma Mesa Redonda em que se apresentaram
sinteses do que de mais significativo se debateu em cada um dos grupos de
discussdo.

Este livro decorre precisamente deste trabalho, apresentando sucessivamente
as conferéncias plendrias, as diversas apresentagdes nos grupos de discussio, bem
como resumos dos mesmos da responsabilidade das dinamizadoras e ainda outras

comunicagdes.

Ana Maria Boavida
Antonio Domingos
José Manuel Matos
Margarida Junqueira
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La géométrie et les figures dynamiques a ’écran de I’ordinateur:
Passages d’un monde a ’autre

Colette Laborde, Université Joseph Fourier

Résumé
On distingue deux mondes :
- le monde des objets théoriques de la géométrie

- et le monde des représentations dynamiques de ces objets a I’écran de
I’ordinateur.

11 est trés tentant d’utiliser les possibilités de visualisation et d’exploration de
ce deuxieéme monde pour organiser un apprentissage de la géométrie. On fait
I"hypothése que chaque monde nécessite de la part des €léves des traitements
spécifiques et surtout que des liens soient établis entre les deux mondes.
L'exposé précisera la nature de ces lraitements et de ces liens, il montrera que
leur disponiblité chez les ¢léves nécessite un apprentissage et proposera
quelques classes de probléemes susceptibles de favoriser un tel apprentissage.

I — Le géométrique et le spatio-graphique
1.1 — La distinction entre théorique et spatio-graphique

On considére la géométrie comme un corps de connaissances théoriques,
méme si elle a pu se développer partiellement sous la pression d’exigences du
monde réel. On distingue les objets et relations géométriques qui sont de nature
théorique, de leurs extériorisations dans des systémes de signifiants divers. On
s’intéresse en particulier aux réalités spatio-graphiques (dessins produits par la
trace du plomb sur le papier, d’un biton sur le sable, d’€lectrons sur 1’écran de
I’ordinateur) qui représentent ces objets théoriques. En tant que réalités de I’espace
sensible, elles donnent a voir des relations spatiales. Les objets et relations de la
géométrie sollicitent de la part de I'individu des connaissances et contrbles
théoriques tandis que les réalités spatio-graphiques sollicitent d’abord une
appréhension et des contrdles perceptifs (parfois aidés d’instruments). Ce n’est que
lors d’un processus d’interprétation en termes de géométrie, qu’elles appellent des
connaissances théoriques.

L’existence de ces deux modes de connaissances et de contrbles a &été
exprimée dans plusieurs recherches, sous des noms parfois différents : dessin/figure
(Parzysz, 1988, Arsac, 1989, Laborde & Capponi, 1994), figural concept (Fishbein,
1993, Mariotti, 1995), problématique pratique /problématique théorique (Salin et
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Berthelot, 1994). Duval (1988, 1994), Matos (1992) et Salin & Berthelot (op.cit.)
ont montré que l'appréhension perceptive peut s’ériger en obstacle a une
interprétation géométrique. En particulier, des dessins prototypiques et les
traitements associés (Matos, 1992, p.109) se sont installés. Pluvinage (1989) et
Rauscher (1993) ont proposé 1'expression géométrie de traitement pour désigner
les traitements de dessins contrdlés par des connaissances géométriques dans
I’enseignement de la géométrie au college.

1.2 — Les micromondes

Un micromonde est une création d’un monde de réalités artificielles
fournissant un modele (au sens des logiciens) d’une théorie. Ce monde comporte
des objets sur lesquels on peut agir grice a des actions, on peut aussi créer de
nouveaux objets. Une fois crées, les objets ont un comportement régulé par la
théorie sous jacente au modéle. Méme si I’utilisateur du micro-monde peut agir sur
ces objets, ces derniers présentent donc une certaine autonomie, de la méme
maniére qu’on ne peut faire n’importe quoi avec un objet matériel. Un micromonde
comme Cabri-géomeétre (Laborde & Straesser, 1990) permet de créer des réalités
spatio-graphiques d’objets géométriques a 1’aide de commandes exprimées en
termes de primitives géométriques (droite perpendiculaire &, médiatrice de, milieu de,
...). Ces dessins a 1’écran de 1’ordinateur peuvent €tre saisis par I'un de leurs
éléments que 1’on déplace a I’aide de la souris, le dessin se déforme alors en
conservant les propriétés géométriques qui ont servi a le construire et celles qui en
découlent dans une géométrie grosso modo euclidienne. On pourrait comparer ces
réalités que sont les Cabri-dessins aux objets physiques du monde réel, en déclarant
de fagon rapide qu’ils résistent aux manipulations de I'individu en suivant des lois
de la géométrie. Cette métaphore condense la philosophie des micromondes: il
s’agit d’ offrir une réalité matérielle incarnant une théorie mais une réalité épurée de
tous les bruits parasites de 1’authentique réel (Minsky-Papert, 1970, Thompson,
1985). Une certaine philosophie de I’apprentissage impregne donc la notion de
micromonde dans ses débuts euphoriques : en interagissant avec ces réalités
artificielles, 1’éléve reconstruirait une théorie comme modele des comportements
qu’il oberve et des rétroactions qu’il regoit.

Un nouveau couple modele/systtme émerge de cette philosophie, le modele
est une construction mentale effectuée par le sujet humain interagissant avec le
micromonde, le systéme est le micro-monde. Le modele est du c6t€ théorique, le
systéme est du coté du réel. Le ressort des micromondes tient donc a cette double
démarche de modélisation, de la théorie a un modele sous forme de réalités élaboré
par le concepteur du micoromonde, du monde de réalités a une théorie reconstruite
par le sujet qui interagit avec le micromonde.

La géométrie et les figures dynamiques 4 |"écran de |"ordinateur : passages d'un monde & l'autre
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Une convergence de plusieurs recherches a la fin des années 80 a mis en
évidence la faillibilité de la philosophie intitiale des micromondes: les apprentissages
attendus de la seule confrontation des éléves aux micromondes ne se produisaient
pas. (Hoyles & Sutherland, 1990, Hillel & Kieran, 1987). Certains ont pris
conscience de la nécessité de 1'organisation didactique d’un milieu, des
interventions de I’enseignant et des phases d’institutionnalisation et d’une analyse
des micromondes en termes de validité épistémologique (Balacheff & Sutherland,
1994).

1.3 — Interprétation de la résolution d’un probléme de géométrie scolaire en
termes de spatio-graphique/théorique

Un probleéme de géométric est donné a 1’éléve dont on attend une réponse
officielle exprimée dans la théorie et obtenue a I'aide de moyens de nature
théorique. Les réalités spatio-graphiques sont des moyens considérés dans le
systtme didactique comme auxiliaires, pourvoyeurs d’idées mais les él€éments de la
solution ne peuvent y faire appel en disant en tirer des informations (Hachette
College 4eme, 1992, p. 138, éleves de 13-14 ans):

Certaines impressions sont parfois mauvaises. L’utilisation des instruments permet
seulement de se faire une idée de certaines propriétés d’une figure [...] Quand on
affirme un résultat, il faut le prouver en utilisant une ou plusieurs propriétés
étudiées en classe.

11 n’est pas licite en classe de 3éme en France de conclure a I’équidistance
d’un point de deux autres points, par une évaluation qu’elle soit a I'@il ou
instrumentée sur le dessin méme si c’est un dessin dynamique comme un Cabri-
dessin.

Notons cependant que la situation n’est pas si simple, et que du moins dans
I'enseignement secondaire, on ne peut reprendre I’affirmation de Hardy (1940,
p. 125):

It is plain first, that the truth of the theorems which I prove is in no way affected by
the quality of my drawings. Their function is merely to bring home my meaning to
my hearers, and if I can do that, there would be no gain in having them redrawn by
the most skilful draughtsman.

Certaines informations utilisées dans les démonstrations sont dans les faits
tirées du dessin, telles celles relatives a I’ordre, a la position des points dans les
différentes régions que I’on peut distinguer dans le dessin, a certaines intersections.
Une des premiéres démonstrations faite a I’école secondaire est celle de
I'intersection des trois médiatrices d’un triangle. Sa rédaction dans un manuel
frangais actuel de 5 ¢éme (éleves de 12-13 ans) (Collection Cing sur Cing, 1995,
p.119) est la suivante: “Marquer trois points L, M, et N non alignés. Tracer les
droites D et A, médiatrices respectives des segments [LM] et [MN]; soit A leur point
d’intersection...” Elle prend pour évidence 1'intersection de deux des médiatrices,
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a I'instar des Elements d’Euclide qui dés la premi¢re proposition du livre I
(construction d’un triangle équilatéral de c6té AB donné) affirme I’existence de
I'intersection des deux cercles, I'un de centre A et de rayon AB, I’autre de centre B
et de rayon AB.

La qualité et la précision du dessin sont donc dans ce contexte susceptibles
d’affecter les évidences perceptives et donc les démonstrations qui s’appuient sur
elles.

Notre analyse sera donc fondée sur deux hypotheses de travail

1 — I’élaboration d’une solution a un probléme de géométrie est faite d’une
susccession d’allers et retours entre théorie et spatio-graphique selon le schéma

suivant (Fig.1):

probléeme réponse

AN AN AN
v N NN

|_spatio-graphique Jreprésentation évidences actions
du probléme expérimentations

|  géométrie |

Fig.1

L)
2 — la rédaction d’une solution officielle nécessite parfois le recours a des
évidences perceptives tirées du spatio-graphique. Le probleme pour les €leves est
dans la juste appréciation suivant les canons scolaires (variables suivant les
niveaux) de ce parfois, ¢’est-a-dire de savoir distinguer les évidences qu’ils sont en
droit d’utiliser pour une démonstration de celles dont 1’enseignant attend une
justification théorique.

II — Allers et retours entre géométrique et spatio-graphique

Dans ces allers et retours entre géométrique (ou théorique) et spatio-
graphique lors de la recherche de la solution a un probléme, les €léves travaillent a
trois niveaux :

- au niveau spatio-graphique, dans lequel ils repérent des invariants spatio-
graphiques. Citons en quelques uns :

. la localisation d’un objet par rapport a un autre: a l’intérieur ou a
I'extérieur, I’ ordre de points alignés, la proximité, Iintersection,...

. les formes : circulaire, carrée, I’alignement, la tangence, la symétrie,. ..

. les coincidences d’objets,

. I’estimation de longueurs, de tailles,

La géométrie et les figures dynamiques & 1'écran de 1’ ordinateur : passages d’un monde 2 |’ autre

Soulignons que ces invariants spatio-graphiques ne sont pas spontanés chez
les éleves et sont le résultat d’un apprentissage. Ainsi, les premiéres formes
reconnues par les €léves sont circulaires et carrées, mais plus tard aprés un
apprentissage de la géométrie, les éléves savent reconnaitre la forme d’une ellipse,
ou d’une parabole. L’apprentissage de ces invariants se fait donc en interaction
avec |’apprentissage de la géométrie.

- au niveau théorique, dans lequel les éléves ont recours a des définitions,
théorémes qu’ils utilisent dans des implications

- dans la mise en relation entre spatio-graphique et théorique. De
I'observation d’éleves résolvant un probléme de géométrie, nous avons dégagé
plusieurs modalités sous lesquelles peut s’effectuer cette mise en relation:

. interprétation géométrique immédiate d’un invariant spatio-graphique,

- raison géométrique donnée a I’existence d’un invariant spatio-graphique
repéré,

. prédiction sur le spatio-graphique issue de connaissances géométriques: si
I’on dessine un cercle de rayon OM, il devrait toucher la droite D en M
parce que D est perpendiculaire 4 OM,

- expérimentation sur le dessin fondée sur des connaissances géométriques :
si ce quadrilatére est un carré, ses diagonales devarient étre
perpendiculaires. Vérifions sur le dessin si elles le sont, elles ne le sont
pas donc le quadrilatere considéré n’est pas un carré.

L’observation d’€léves travaillant dans 1’environnement informatique Cabri-
géometre nous a montré que les mises en relation entre spatio-graphique et
théorique avaient aussi lieu, peut-&tre méme de fagon plus importante qu’en papier
crayon. En effet, les fonctionnalités de I’environnement Cabri-géométre permettent
davantage d’expérimentations sur le dessin i ’écran de I’ordinateur : on peut
déplacer un élément du dessin et observer les modifications du dessin, on peut
mesurer, on peut vérifier certaines relations géométriques entre objets. Donnons un
exemple: on conjecture que deux droites D et D’ sécantes en A sont
perpendiculaires, on peut tracer une perpendiculaire D’ 2 D’ par A et vérifier
visuellement si D’ et D’ restent en coincidence lors du déplacement d’un des
objets du dessin. Les expérimentations sont donc non seulement potentiellement
plus nombreuses mais de nature différentes puisque le comportement du dessin est

contr6lé par une théorie géométrique. Cette derniére caractéristique nous semble
fondamentale pour I’apprentissage: elle permet la confrontation des attentes de
I'éleve a ce qu’il observe sur I'écran qui a lieu de fagon indépendante de sa
volonté; I’ordinateur est alors susceptible d’opposer un démenti a ce que I’éleve
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supposait. De la contradiction nait un désiquilibre cognitif, dont on sait qu’il peut
gtre moteur pour 1’évolution des connaissances.

Dans ces observations d’éleves travaillant avec Cabri-géomeétre, nous.avons
de plus relevé une nouvelle catégorie de mises en relation entre spatio-graphique et
géométrique dont certains travaux (Jones, 1995, Hoelzl, 1994‘& 1?95, Noss'&
Hoyles, 1996) rendent compte. Les €leves combinent des 1'nvarla,1nts,s;.)at10-
graphiques et des relations géométriques pour caractériser des objets geometnqu’es.
Ainsi dans Jones (1995), deux éléves britanniques caractérisent le centre O d’un
cercle tangent en P 2 une droite D1 et a une droite D2 comme l’intersectl.on d’une
perpendiculaire & D1 issue de P et d’une perpendiculaire a D2 qu’on fait bouger
jusqu’a ce que O soit a égale distance de D1 et D2 (Fig.2).

D1

S D2

Fig.2

Cette nouvelle catégorie de mises en relation nous semble importante car elle
constitue probablement une évolution dans la recherche des éleves, un pont entre
des constatations spatio-graphiques et des relations géométriques sur lequel
I’enseignant peut s’appuyer. '

De la méme facon que nous avons supposé que les invariants spatio-
graphiques sont construits par les €léves, nous faisons I'hypothese que les mises en
relation entre spatio-graphique et géométrique se forgent au cours du temps chez
les éléves tout au long de 1’apprentissage de la géométrie. Nous voudrions montrer
dans le paragraphe suivant, que certaines situations rendues possibles par les
logiciels de géométrie dynamique contribuent & leur construction.

III — Situations d’apprentissage de la géométrie en lien avec le
visuel

Dans cette perspective d’usage de logiciels de géométrie dynamiqu.e, la
géométrie est introduite comme permettant de produire, de prédire et d.’expllquer
des phénoménes repérés visuellement. Deux principes nous paraissent 1'mport‘ants
pour guider le choix des phénomenes visuels utilis€s: la construction d'une
progression, le rétablissement de la saillance de certaines propriétés.

La géométrie et les figures dynamiques a I’ écran de I ordinateur : passages d’'un monde A |’ autre

I1I.1 — Deux principes

Une progression

Puisqu’il s’agit déja d’apprendre a répérer les phénomenes visuels pertinents
du point de vue de la géométrie, une progression est i construire dans
I'enseignement. Ainsi en premigre étape, ce sont des évidences sensibles dont la
reconnaissance n’exige pas de culture géométrique préalable qu’il vaut mieux
soumettre d’abord aux apprenants. Des recherches en psychologie, en particulier
piagétiennes, on sait que les phénoménes d’apparition et de disparition font partie
de ces évidences reconnues par tous les enfants dés leur plus jeune age, ou encore
que la position d’un point & I'intérieur d’une région ou a I’extérieur est pergue
relativement tot.

En début d’enseignement secondaire, on peut ainsi introduire la distinction
segment droite qui ne peut apparaitre sur le plan spatio-graphique (droite et
segment ont des tracés limités) et que 1’on ne peut appréhender que sur le plan
géométrique. On fait dépendre I’existence d’un objet du point construit par le
logiciel comme point d’intersection d’un segment et d’une droite dans un cas, de
deux droites dans I’autre. Dans le premier cas, Iobjet disparait lors du déplacement
de la droite, dans I’autre il est toujours visible (Fig.3).

Fig.3 Le disque qui disparait est image de I’autre par une symétrie centrale de centre P,
point d’intersection de la droite et du segment AB.

Le phénomene visuel de disparition/apparition versus permanence trouve son
explication dans la distinction géométrique segment/droite. (cf. Capponi &
Laborde, 1994, pp.24-25 4 propos du pied de la perpendiculaire 4 un segment).

La discussion de la position de I’orthocentre d’un triangle se fait également i
partir d’un phénoméne visuel aisément reconnaissable par des éleves de début de
college. Bergue (1992) rapporte ainsi qu'ayant demandé a ses éleves de
caractériser les triangles dont I’orthocentre est a ’extérieur du triangle, les éleves
ont proposé “Ces triangles sont les triangles ayant deux angles obtus”. Un tel
énoncé débouche sur un travail au plan géométrique, les éleéves n’arrivant pas a
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produire 2 I’écran un tel triangle malgré leurs efforts, cherchent dprement a savoir le
pourquoi de cette impossibilité.

La visualisation d’un phénoméne comme celui de Uintersection en un point
de trois droites ou de I’alignement de trois points n’est pas spontanée chez les
gleves car elle repose déja sur la connaissance du caractere remarquable du
phénoméne géométrique associé. Ce n’est donc qu’en un deuxiéme temps, apres
avoir suscité la prise de conscience de leur caractere extraordinaire, que I’on peut
atiliser de tels phénomenes visuels comme origine de problemes. Si I’on reprend la
métaphore vygostkienne de zone de développement proximal (Vygotski, 1985), les
phénomenes visuels donnés a étudier doivent se situer a une distance critique des
connaissances des éleves.

Cela nous conduit a expliciter un deuxiéme principe dans I’organisation d’un
enseignement fondé sur ce jeu entre visualisation et interprétation géomeétrique.

Le rétablissement d’une saillance

Les contraintes du systéme didactique (temps, nécessité d’injecter
suffisamment souvent du nouveau) conduisent a privilégier les phénomenes
mathématiques remarquables et évidemment a ne pas s’étendre sur le banal. Un
exemple simple : I’enseignement accorde ainsi une place plus importante ala
parabole qu’a ’ellipse ou I’hyperbole ; cette disproportion dans le temps et la place
consacrés 4 un objet d’enseignement peuvent conduire 1I’éléve a imaginer que
I’ensemble des coniques fourmille de paraboles et qu’il faut fouiner pour débusquer
une hyperbole ou une ellipse dans cette famille. I1 y a assimilation des proportions
relatives du temps consacré aux objets a leur importance relative dans 1’ensemble
des objets mathématiques. En un mot, trop de remarquable nuit au remarquable ; le
caractére extraordinaire d’un phénomeéne ne prend sens que relativement a
d’autres phénomenes. !

Le faible cofit de calcul ou de tracé de dessins apporté par les nouvelles
technologies change de fagon décisive la proportion remarquable/banal dans
I'enseignement. L’enseignant peut se permettre de consacrer quelque temps a
travailler sur des propriétés d’énoncé exotique souvent a la forme négative, comme
- dans un quadrilatére les médiatrices des cOtés ne se coupent pas en général en un
méme point... et i enclencher en demandant “sauf si ?”. Seuls certains
quadrilatéres ont les médiatrices de leurs c6tés concourantes. La propriété
correspondante pour les triangles devient du coup beaucoup plus impressionnante
et son étude chargée de signification.

De la méme facon, trois minutes de recherche infructueuse avec Cabri-
géometre de cinq points par lesquels passerait une parabole, suffisent a convaincre
que les conditions pour obtenir une parabole sont plus contraignantes. En un mot,

12 v ENCONTRO DE INVESTIGACAO EM EDUCACAO MATEMATICA

La péométrie et les figures dynamigues & I'écran de 1" ordinateur : § ges d'un monde 4 1" autre

les nouvelles technologies permettent de soumettre les éléves a un plus grand
nombre de situations et de les relativiser, c’est-a-dire de faire prendre conscience du
domaine de validité des propriétés étudiées, de leur dépendance de conditions :
I’intersection des trois médiatrices d’un triangle est attachée ainsi a la présence de
points cocycliques. Si’on reprend les termes de Halbwachs (1981), on viserait ainsi
a ce que 1'éleve construise une signification a la propriété, en en mettant en
évidence une raison. ‘

I1.2 — Situations nouvelles

Citons quelques situations permettant I’'usage de savoirs géométriques a des
fins de production, prédiction ou explication de phénoménes visuels.
Construction de dessins dynamiques d’objets géométriques dont la
description est donnée sous forme discursive

On retrouve ici le probleme classique de construction géométrique mais le
contexte de I’ ordinateur introduit deux contraintes supplémentaires.

Si I’on prend I’exemple de Cabri-géometre, le dessin obtenu doit résister au
déplacement et satisfaire visuellement aux propriétés spatiales attendues. La
construction d’une tangente issue d’un point donné a un cercle, faite par le seul
contrdle perceptif (on déplace la droite jusqu’a ce qu’elle “touche” le cercle) est
invalidée immédiatement dés que 1’on déplace le point ou le cercle. En raison de la
contrainte de résistance au déplacement, le dessin doit étre obtenu par 1’usage des
primitives disponibles. La seconde contrainte intervient alors, on ne peut utiliser
que les primitives a disposition. Le choix des primitives offertes peut s’avérer
crucial sur la nature de la solution a élaborer. Par exemple, la suppression de la mise
a disposition de la primitive “milieu d’un segment” ou de celle “paralléle 4 une
droite” peut complétement modifier la nature de la tiche. On retrouve ici le méme
type de modifications que celui entrainé par le passage d’une construction a la
regle et au compas a une construction au seul compas.

Ainsi, construire une paralléle a une droite (D) donnée passant par un point P
donné a I’aide des seules primitives symétrie axiale (réflexion) et symétrie centrale
donnant I’image d’un point, est une tiche qui nécessite d’utiliser des propriétés
comme “la droite qui joint un point et son image par symétrie axiale est
perpendiculaire a 1’axe”, ou comme “l’image d’une droite par une symétrie
centrale est une droite paralléle”, ou encore “la composition de deux symétries
centrales est une translation”. Ces propriétés font partie des curricula de 1’école
moyenne (13-14 ans) et 1’on attend que les éléves sachent y avoir recours dans les
démonstrations. Dans Cabri-géometre, elles sont utilisées différemment.
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D’une part elles sont utilisées dans 1’action en servant a produire un dessin et
non plus un discours, d’autre part la situation de dessin est in\.'e/rse de celle s.ur
papier crayon: en papier crayon, on utilise la perpendicularité pour pr'odulre
I'image d’un point par symétrie et non la symétrie pour obtenir uncj,
perpendiculaire. La symétrie devient un outil de production 'd"une propn.ete
géométrique reconnue d’abord visuellement par les éleves; l'intensité de la réac'uon
d’éleves devant cet aspect opératoire de la symétrie’, constatée a plusieurs reprises,
nous conduit & nous demander si la prise de conscience du lien de nécessité entre
symétrie et perpendicularité n’est pas plus forte dans ce contexte. Or' la prése.nce de
ce lien de nécessité chez les éleves est indispensable pour qu’ils puissent faire des
démonstrations. En cela, nous rejoignons complétement les idées développées par
Rauscher et Pluvinage (op.cit.) et Rauscher (op.cit.) sur I'importance d’une
géométrie de traitement préalable a une géométrie de la démonstration.

Les boites noires ou la reproduction de dessins dynamiques

Il s'agit dans ces tiches de reproduire, a I’aide du logiciel, un dessin
dynamique donné a 1'écran de fagon a obtenir un dessin identique de méme
comportement (Charriere, 1994). La reproduction se faisant a 1’aide des primitives
géométriques du logiciel, requiert une analyse du dessin en termes de ces primitives
qui soit fondée sur des expérimentations : une supposition est émise relativement a
I’existence d’une propriété satisfaite par le dessin, par exemple que trois points sont
alignés, on construit une droite passant par deux d’entre eux et 1’on vérifie
visuellement, si au cours des modifications du dessin entrainées par le déplacement
d’un de ses éléments, la droite passe toujours par le troisiéme point. Des inférences
mettant en jeu des connaissances géométriques peuvent étre incluses dans ces
expérimentations, comme nous 1’avons décrit (§ I0).

Ce type de tiche est pratiqué depuis longtemps en géométrie papier crayon
sous la forme de ce qu’on appelle les jeux de message en géométrie, ou des €leves
émetteurs communiquent sous forme verbale la description d’un dessin de facon a
ce que des éléves récepteurs reproduisent i I'identique le dessin. En papier crayon,
la tache est de reproduire le dessin c’est-a-dire un ensemble de relations spatiales; la
géométrie est un instrument fiable d’analyse qui permet de le décrire, de fagon a ce
qu’il soit reproduit exactement mais les éléves nous ont montré que d’autres
moyens de description sont possibles, par exemple en termes ‘spatiaux (“aller vers la
droite et tracer un segment de 4cm, puis tracer vers le haut...” ou “tracer vers le
nord...”). Faiblesse supplémentaire de ces situations de communication, comme
Iécrit Margolinas (1993) : il se peut qu’une description qui ne soit pas en termes
géométriques ou qui soit inexacte, donne lieu a un décodage par les récepteurs qui
fournisse un dessin identique. La validation est un point faible de ces situations. La
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nature différente du Cabri-dessin, produit d’une suite d’actions en termes de
primitives géométriques, ainsi que la validation par la déformation du dessin
reproduit, disqualifient le recours aun spatial et placent le probleme d’emblée sur le
plan géométrique pour les éléves.

Identification géométrique d’objets donnés par un dessin dynamique

Un bon exemple de telles tiches est donné par I’identification de
transformations géométriques (Sorribas, 1995). De nombreuses variations sont
possibles :

- la transformation est donnée comme une macro-construction inconnue

qui permet d’obtenir I’image de n’importe quel point ,
ou qui permet d’obtenir I'image de n’importe quelle droite;

- la transformation est donnée par un seul couple (P, T(P)) ol P est déplagable;
on peut alors utiliser la fonctionnalité lieu géométrique et chercher le lieu de T(P)
quand P décrit un cercle ou une droite. T(P) a été obtenu 2 partir de P soit par une
primitive du logiciel, soit par une construction géométrique dont les étapes
intermédiaires sont cachées (une fonctionnalité du logiciel permet de cacher les
tracés).

L’identification d’une transformation par ses invariants est 1’instrument de
solution, la recherche par titonnements de la transformation inconnue étant trop
longue et inefficace. Ce qui est nouveau dans le contexte de 1’ordinateur, est que
cette identification passe par I’interprétation du comportement spatial des points et
de leurs images a I’écran et le repérage de coincidences visuelles. De plus, la
transformation conceme ici tous les points de I’écran et non les seuls tracés sur le
dessin puisque le point P est déplagable. On permet ainsi de rendre davantage
compte de la transformation en tant que transformation ponctuelle susceptible de
s’appliquer a tous les points du plan.

Prédictions géométriques sur des points mobiles

Les lieux (courbes diverses) qui sur le plan géométrique peuvent étre
considérés comme des ensembles de points, peavent sur le plan spatial étre vues
comme trajectoire d’un point mobile. Il y a la une source importante de

phénomenes visuels donnant lieu a des explications ou des prédictions de type
géométrique. Citons un exemple a propos des coniques.

Dans Cabri-géométre II, on construit le lieu des centres de cercles tangents a
un cercle donné (C) passant par un point donné F. On construit la conique passant
par cing des points de ce lieu. C’est une hyperbole comme I'indique le logiciel si F
est a 'extérieur de (C). Soit A un point du cercle et P le point correspondant de
I'hyperbole (centre du cercle tangent en A i (C)). Lorsque le point A par la
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fonctionnalité d’animation du logiciel décrit le cercle (C), il est facile de suivre
visuellement la trajectoire du point P s¢ mouvant sur une branche de I’hyperbole,
disparaitre en dehors de Iécran et revenir sur 1'autre branche:‘. On pose alors la
question de prédire ol se situent les points du cercle (C_} qui ‘corr’es.pondent au
changement de branche pour P (Fig.4). Seule une construction gcometnql..:c 'permt?l
d’obtenir une réponse fiable et valable si I'on déplace le cercle (C) ou si I'on fait

AN/

= |
A A

Fig.4 Deux instantanés du mouvement de P sur sa trajectoire

varier son rayon.

*F

IV — Conclusion : des conditions & mettre en place

Les différentes situations proposées ci-dessus ont toutes en commun

- de susciter une question & partir d’'un phénomene spatial constaté
visuellement, N

- de favoriser une réponse sur le plan géométrique et de disqualifier ou rendre
inefficace une solution par titonnement spatial contr6lé au seul niveau perceptif.

Leur bon fonctionnement en classe est tributaire de plusieurs conditions,

- le phénomene spatial doit étre appréhendé par I’éléve et susciter une
interrogation ;

- I’élaboration de la solution doit étre possible au regard des connaissances
des éléves mais non disponible immédiatement ;

- le choix du logiciel; I'interface est un élément clé sous deux aspects: elle
assure la communication éléve machine et doit minimiser les difficult€s externes aux
mathématiques de type complexité de syntaxe, usages spécifiques ; elle doit €tre
flexible et adaptable au niveau des éleves pour permettre a I’enseignant de
construire ses situations en fonction de ses objectifs d’apprentissage. Evidemment
la modélisation géométrique sous-jacente au logiciel se doit de ne pas fournir des
résultats spatiaux a |’écran en contradiction avec les résultats géométriques.
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Enfin le r6le de I’enseignant n’est pas seulement crucial dans la construction
des situations proposées aux éléves, il importe ensuite dans la gestion de la classe
au cours du déroulement de la situation dont il ne faut pas cacher la complexité qui
par certains aspects contribue justement a la richesse de 1’apprentissage:
investissement plus important des éléves dans 1’action, en général plus grand
nombre de solutions possibles élaborées par les éleves, différence de rythme de

travail entre éléves.
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The theorems of sun a teaching experiment on conjecturing and
proving in the 8th grade

Maria G. Bartolini Bussi ¢ Barbara Bergamini, Universita di Modena

1. Introduction

The paper analyses some of the research problems that are coped with and
raised by a long term teaching experiment on the theorems of sun in the 8th grade.
By theorems of sun we mean the complex of geometrical properties of a
mathematical model of sunshadows, that is realised within affine geometry of
threedimensional space: the model considers straight lines, directions, planes and
their mutual relationships (e.g. being superimposed, incident, parallel, skew; forming
an angle).

Two 8th grade classrooms (15 + 21 students) have been engaged in the
experiment. The classrooms of the Junior High School Focherini at Carpi (Modena)
are taught by R. Garuti, who implements the project of the Genoa Group (directed
by P. Boero).

The teaching experiment has been developed in October 1995 over a period
of one month by means of a strict and functional interlacement of individual tasks,
two-by-two tasks, interactions with the teacher, whole class discussion. The
students had extensive experience in the field of sunshadows; besides they had
already made some experiences in producing abstract, general and conditional
statements in arithmetic and geometry as well and in producing argumentations to
justify their conjectural statements (Boero & Garuti, 1994; Boero & al., 1995).

The starting point of the teaching experiment under scrutiny was the
following task:

In the past years we observed that the shadows of two vertical sticks on the
horizontal ground are always parallel. What can be said of the parallelism of
shadows in the case of a vertical stick and an oblique stick? Can shadows be
parallel? At times? When? Always? Never? Formulate your conjecture as a
general statement.

The analysis that will be presented in this paper is complementary to analyses
produced by other authors (Boero & al., 1996a, 1996b). In the former, they
highlight the possibility that in an adequate educational context the majority of
grade 8'h students successfully implement a process of theorem (conjecture and
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proof) production, characterised by a strong cognitive link between conjecture
production (and the related argumentation) and proof construction. In the latter,
they analyse the crucial role that can be played by the dynamic exploration of the
problem situation in the production and proof of the conjecture required to solve
the problem.

In this paper we shall sketch an analysis from a Vygotskian perspective of the
function of semiotic mediation and social interaction in shaping the classroom
processes: they represent two crucial features of the educational context, (for an
introduction to the deep connection between semiotic mediation and social
interaction in classroom processes, see Bartolini Bussi to appear) and contribute to
defining the teacher's role in the overall development of the experiment.

2. Methodological problems: long term teaching experiments

2.1. The teacher's role in research activity

Before entering the specificity of this teaching experiment, a sketchy
introduction to the general problems involved by the design, the implementation,
the analysis and the public presentation of findings of a long term teaching
experiment is required.

We claim that long term teaching experiments are the privileged setting where
to study deep changes in the development of mathematical thinking. Teachers are
usually well aware of this fact and sometimes they feel ill at ease with the short term
detailed observations of researchers that are not supposed to grasp the very
important things of the teaching-leaming process. Anyway, in most cases the time
of educational research does not fit for the time of teaching and learning
(Newmann & al., 1989). A reason for this choice, conflictual with teachers' needs,
can easily be found in the extreme difficulty to design, implement, analyse and
present findings (in either verbal — e. g. lectures — or written — e. g. reports,
papers — form) of long term experiments.

No long term experiment can be implemented,in any classroom without the
strong involvement of the teacher: as it is the teacher who has the institutional
responsibility for teaching, s/he can 'lend’ her/his classroom for a session (short term
experiment), but not for a month or several months. So the first observation
concerns the role of teachers in research about long term experiments: the teacher
has to be a member of the research team from the very beginning (design phase).

2.2. The intermediate analysis.
In the design phase, a problem comes immediately to the foreground: as the
experiment consists of several sessions, how long and how deep is it necessary or
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timely to analyse classroom data between two sessions of the experiment? Surely
at the very beginning, only a coarse grain planning of the experiment can be done
on the base of a former epistemological and didactical analysis: yet data from the
classroom can upset this analysis and suggest a change in the strategy. When the
experiment contains also teacher led sessions (and this is usually the case in long
term experiments) the quality of teacher's management can be very different with
different reactions from the classroom.
The designers have different choices:

to press the experiment in a short to dilate the experiment over a long

period period
making sketchy analysis between making detailed analysis between
sessions sessions,

and emphasising the continuous and and reestablishing the continuous and
global feature of experience global feature of experience by a careful

recourse to contract

Surely in the first case, the detailed analysis, that is postponed, could point at
inappropriate choices; but in the second case, the effort in reestablishing the
continuous and global feature could result very time consuming (long teacher
introductions; replication of problems to put again students in situation; reading of
previous documents, and so on) and, anyway, not always successful.

No best choice exists: every choice has to be discussed by the research team
(that includes the teacher) and carefully examined on the base of available
information about the classroom. Some classroom may be already accustomed to
have long intervals between two sessions on the same problems; others may not be.
In this case the teacher can offer an invaluable cooperation to settle the design.

2.3. Theoretical frameworks

In the design and the analysis phases some theoretical framework for the
study of long term processes is surely needed. Until now research in mathematics
education has produced at least two different models of design-analysis of long
term processes that have different diffusion:

1) the model of didactical engineering (Artigue, 1992, Douady, 1996);

2) the model of activity theory (Christiansen & Walther, 1986, Bartolini Bussi
to appear).

It is beyond the scope of this paper to produce a comparison and contrast
between the two models. We can refer to a previous analysis (Bartolini Bussi,
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1994), by recalling that from then an increasing consideration of the teacher's role
has been introduced in the former too.

The model of activity theory allows to encompass in the same structure both
short term and long term processes, by relating them to each other. An example of
implementation of this kind of analysis is in Bartolini Bussi & Boni (1995) and
Bartolini Bussi (to appear). After Leont'ev (1978) it is useful to distinguish between
the levels of activity, actions and operations. The first is the global level and
corresponds to motives (the objects of teaching in the broad sense, including not
only the mastery of mathematical concepts and procedures but also the attitudes
toward mathematics); activity is realised by means of actions, defined by conscious
goals (they include, for instance, the school tasks, either individually or collectively
solved): actions are realised by means of operations, that directly depend on the
conditions of attaining concrete goals.

Several kinds of analysis can be made on the same teaching experiment:

(a) coarse grain analysis (level activity-actions), concerning the coherence
between general motives and conscious goals of situations implemented
in the classrooms;

(b) fine grain analysis (levels activity-actions-operations), concerning the
coherence between general motives, conscious goals and teacher's
operations to attain the above goals;

(c) short term analysis of effects, concerning the immediate effects of
teacher's operations on classroom processes;

() long term analysis of effects, concerning the traces of motives in pupils'
protocols.

In this paper, we shall present only a coarse grain analysis of the teaching
experiment on the theorems of sun and shall give some isolated examples of fine

grain analysis.

2.4. Communication of findings

Last but not least, we wish to address the issue of public communication of
findings of long term teaching experiments. How to convey the sense of a long
term teaching experiment? A lot of information are supposed to be necessary
concerning the theoretical framework, the hypotheses to be tested, the a-priori
analysis of the crucial tasks, the methods for collecting data, a chronicle of the
sessions, the analysis of the chronicle with reference to design, the functioning of
each session of the chronicle, the analysis of the functioning by means of some
tools from the theoretical framework, the analysis of the relation between short term
and long term processes and so on. Moreover, any description is organised in a
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linear way, while the time of activity is better described by means of circular or
spiral metaphor.

Yet, how much time is usually given to a lecturer? how much space to the
author of a research report? how much space to the author of a paper? Time and
space constraints are supposed to fit for the need of the presentation of the
findings of either a very large research study but with only statistical analysis, on
the one side, or a very narrow research study that concerns qualitative research, on
the other side. Meeting the needs of the presentation of the findings of a
qualitative study of long term processes probably requires a creative answer that
recurs to new technologies, with the joint use of different media (e. g. videotapes,
hypertexts).

3. The social dimension of the problem of proof: hints from the
international literature

Some historians emphasise the role played by philosophical debates in the
early development of mathematical proof, especially as far as reductio ad absurdum
?s concerned. Surely this position has to be complemented by the analysis if
intrinsic features of mathematical statements (see Arsac, 1987 for a critical
discussion of this issue); yet it is quite convincing that debating and discussing
some conflictual problems was one of the roots of mathematical proof in the Greek
age.

The introduction of social aspects into the analysis of proof in mathematics
results in broadening the meaning of proof, as it is conceived in the logical
foundations of mathematics. The analysis of the role of proofs within the whole
system of modern mathematics cannot avoid to consider these issues. We can quote
the analyses of the factors in the acceptance of mathematical theorems (Hanna
1983; Neubrand, 1989), that can be reconstructed on the basis of the wcll—,
documented public discussions that have taken place in recent years about some
recently tackled famous mathematical theorems. The confessions of famous
m?thematicians about their own way of working and about the functioning of the
s?lentific community are helpful. We can quote from Thurston (1994) his initial
d1§comf0rt, when he was a graduate student in Berkeley, in realising that
mathematical knowledge and understanding were embedded in the minds and in
the social fabric of the community of people thinking about a particular topic
rather than in a well ordered set of written documents. The organic psychological
and social process of evolution of mathematics is illustrated by Thurston with
reference to the famous Andre Wiles's proof of Fermat's Last Theorem, which was
believed by experts as basically correct on the base of high-level ideas, long before
details could be checked. What is stressed by Thurston is that communication
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within mathematical community happens often by informal contact, where people
learn to understand and copy each other's way of thinking, by means of the whole
of mental facilities, not only logical and linguistic ones but also spatial, visual,
kinaesthetic, intuitive, metaphorical, associative ones and so on. In this informal
contact it is not (at least not always) the proof to be communicated, but rather the
underlying ideas, idioms or circumlocutions that can justify the result. And the
interlocutors are usually more interested in (and good at) detecting potential
weakness or flaws that checking formal correctness of proofs.

From this sketchy analysis of present development of mathematics, the deep
link between proofs and other ways of justifying a statement in front of a
community, so that it can resist to cross examination, seems to be unquestionable.
This does not mean that proofs are not important for mathematicians, but rather that
mathematicians are interested in understanding the whole process of producing
conjectures about meaningful properties and justifying them in manifold ways, by
means of the reference to special cases and to high-level ideas as well, and that
formal proofs are only a part of the process. -

If we wish to transpose some feature of this process to the classroom, we have
to reproduce in meaningful situations, the whole process of conjecture production
(and argumentation) and proof construction.

Yet, cognitive and didactical research has often emphasised the difference
between argumentation and proof. We can quote the cognitive analysis carried out
by Duval (1991) and the didactical analysis carried out by Balacheff (1988). The
first author underlines the structural differences between deductive organisation
and argumentative organisation of reasoning. Even if the second author
acknowledges the driving function of situations of interaction where interlocutors
are to be convinced in the approach to proof, he emphasises the risk that
argumentative behaviours get the upper hand over mathematical behaviours.

So, we are supposed to be in a contradictory situation: on the one side,
mathematics, as it is experienced by working mathematicians, has a strong social
nature; on the other side, the emphasis on social aspects could create true obstacles
to the development of mathematical thinking in the classroom.

Hence, a relevant set of research problems, dependent on each other, arise:

1) to design and implement a long term teaching experiment where the links
between conjecture production and proof construction are explicitly
taken into account;

2) to analyse the long term teaching experiments, from the standpoint of
continuity/discontinuity between the different phases (exploring —
conjecturing — arguing — proving);

3) to analyse the individual mental processes underlying;
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4) to analyse the didactical management of the different phases of the
experiment.
The first and the second problems are addressed by Boero & al. (1996a); the
third by Boero & al. (1996b) and the fourth by this paper.
The whole study is an example of research for innovation, with a twofold aim
(Arzarello & Bartolini Bussi to appear)
*to produce paradigmatic examples of improvement in mathematics
teaching;
*to study the conditions for their realisation as well as the possible factors
of ineffectiveness.

4. The chronicle of the main phases of the teaching experiment

The experiment was developed in 10-13 hours as follows (see Boero & al.,
1996a, 1996b).

a) Setting the problem : The following problem was introduced by the
teacher: In the past years we observed that the shadows of two vertical sticks on
the horizontal ground are always parallel. What can be said of the parallelism of
shadows in the case of a vertical stick and an oblique stick? Can shadows be
parallel? At times? When? Always? Never? Formulate your conjecture as a general
statement. The students started to work individually or in pairs. Some thin, long
sticks and three polystyrene platforms were handed, in order to support the
dynamic exploration process of the problem situation.

b) Producing conjectures: Many students started to work with the thin
sticks or with pencils. They started to move the sticks or to move themselves to see
what happened. Other students closed their eyes. The absence of sunlight or
spotlight in the classroom hindered the experimental verification of conjectures
they were formulating: it was the mind's eyes that were 'looking'. The teacher
walked in the classroom. When she realised that a student or a pair of students was
close to produce a statement, she tried to help him/her to express it by words and to
write it down all that s/he was gesturing. Students individually wrote down their
conjectures. The produced conjectures were different:

1) the shadows are always parallel;

2) the shadows are never parallel;

3w — 3i) the shadows are parallel when (or if) a condition is realised,

4ow — 4oi) the shadows are parallel only when (or only if) a condition is
realised;

Sw — 5i) the shadows are not parallel when (or if) a condition is not
realised.

In short, all the 36 students took part in the conjecturing phase, producing:

26 V ENCONTRO DE INVESTIGAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA

V ENCONTRO DE INVESTIGACAO EM EDUCA CAO MATEMATICA 27



Maria G. Bartolini Bussi & Barbara Bergamini

* a 'correct’ statement with justification 21 students
* a 'correct’ statement without justification 6 students
* an incorrect statement (always-never) 9 students.

Statements were not produced in standard geometrical terms, but by means of
gestures, drawings, metaphors and imprecise words. Judgement about correctness
was made by interpreting student expression with the help of gestures.

¢) Discussing conjectures: The conjectures were discussed, with the help of
the teacher, to elicit the individual ways of attacking the problem:

* moving nothing;

* moving everything;

* moving the sun;

* moving the oblique stick;

* moving the ground floor (i. e. the polystyrene platforms);

* moving the observer.

Then the statements of different correct conjectures were collectively
obtained to reflect the different approaches to the problem by the students.

During this phase a special role was played by a student (Simone), who had
produced an interesting and well argued conjecture, that referred to an imaginary
vertical stick with the same base point as the oblique stick (see Appendix 1). He
explained his conjecture in his own classroom and was invited by the teacher to
come also to the other classroom. Hence Simone's strategy of imaginary vertical
stick was shared property in both classrooms.

d) Arranging statements: Through different discussions, under the guidance
of the teacher, the following statements, 'cleaned’ from most of metaphors and more
precise from a linguistic point of view than those produced by students at the
beginning, were collectively attained:

a) If sun rays belong to the vertical plane of the oblique stick, shadows are

parallel.
B) If the oblique stick moves along a vertical plane containing sun rays,

then shadows are parallel.

¥) The shadows of the two sticks will be parallel only if the vertical plane of
the oblique stick contains sun rays. ‘

The first two statements stand for two different ways of approaching the
problem on the part of the students: the movement of the sun and the movement of
the sticks; the third statement makes explicit the uniqueness of the situation in
which shadows are parallel.

After further discussion the collective construction of the two statements

below was attained:
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1) If sun rays belong to the vertical plane of the oblique stick, shadows are
parallel. Shadows are parallel only if sun rays belong to the vertical plane of the
oblique stick.

2) If the oblique stick is on a vertical plane containing sun rays, shadows
are parallel. Shadows are parallel only if the oblique stick is on a vertical plane
containing sun rays.

In order to help the students in the proving stage it was preferred not to
express the statement in its standard, compact mathematical form if and only if (its
meaning in common Italian cannot be distinguished from the meaning of only if)

e) Preparing proof: The following activities were performed:

- individual search for analogies and differences between one's own initial
conjecture and the three 'cleaned’ statements considered during the stage d);

- individual task: What do you think about the possibility of testing our
conjectures by experiment?

- discussion concerning students' answers to the preceding question.

During the discussion, gradually students realised that an experimental testing
was 'very difficult', because one should have checked what happens 'in all the
infinitely many positions of the sun and in all the infinitely many positions of the
sticks'.

f) Proving that the condition is sufficient: The students worked in pairs,
before individual wording of the proof text; sticks and polystyrene platforms were
still available to encourage the reconstruction of conjecture. The teacher walked in
the classroom to interact with pairs of students.

g) The script of the proof: The produced proofs were shared and compared,
under the guidance of the teacher, up to the production of scripts of the proof; as
an homework, students were requested to compare their own proof with the scripts
and to detect the logical holes, if any.

h) Proving that the condition is necessary: In a short discussion guided by
the teacher the proof was built collectively; the individual wording of the proof
text followed.

i) Generalisation: One of the students suggested to generalise the statement
to the case of two skew sticks, without any information about verticality; the task
was solved individually and then discussed collectively.

J) Evaluation: A final discussion was led by the teacher, followed by a
comprehensive individual report about the whole activity.

The following materials were collected: videotapes of the initial stages (a and
b); tape-records of discussions and teacher-students interactions; all the students'
individual written texts.
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5. Coarse grain analysis of the experiment

5.1. The individualisation of the motives of activity |

The motives of activity can be elicited through intensive and systematic
discussions with the designers of the teaching experiment and through.the
recourse to the existing written materials (Boero & al., 1996a, 1996b). The motives
are the true objects of the teaching-learning activity, that cannot be conveyed by
the teacher as such, but are to be transposed into specific goals of tasks. They are
supposed to have guided the design of the teaching-learning activity and they are
to be fond in the classroom development of activity.

Three different sets of motives can be elicited:

1 a) Dynamic exploration (conjecture): The dynamic explorat~ion of the
problem situation up to the finding of a temporal section of the exploration process
(i. e. the conjecture C ), where shadows are parallel; .

1 b) Dynamic exploration (proof of the sufficient condition): Tl’fe Qynamc
exploration of the situation C identified by, the conjecture up to the f1.nd1'ng of a
logical chain between the hypothesis (i. e. the conjecture) and the thesis (i. e. the
parallelism of shadows); N .

1 ¢) Dynamic exploration (proof of the necessary condltlon)f The dynamic
exploration of the situation —=C where the conditions of the co.njecture are not
satisfied up to the finding of a contradiction between the situation —C and the
parallelism of shadows (Boero & al., 1996b). .

2 a) Conjecture production: The production of a conjecture about s.hadow
parallelism, through an intense argumentative activity, intermingling with the
justification of the plausibility of choices; .

2 b) Proof construction: The construction of a proof about shadow paralleh.sm,
through the organisation of some of the produced arguments according to a logical
chain (Boero & al., 1996a); '

3 a) Experiments and argumentation: Argumentation as individual wor.dmg of
results of real (e. g. by drawing, by constructing, by handling, by gesturing, by
looking et and so on) or mental experiments, that can be addressed to an
interlocutor to justify the choice of the conjecture; .

3 b) Experiments and proof: proof as a social act that results in a chain of
statements from 'old' knowledge to 'new’ knowledge (‘old' and 'new’ are referred to
the community of the classroom), which validates a general statement without
testing it in individual cases and resists cross examination.

The theorems of sun a teaching experiment on conjecturing and proving in the 8th prade

5.2. Motives in the classroom development of activity

The motives 1a, 1b and 1c can be found a posteriori in the quality of activity
set up in the classroom: for instance, on the action level, the proposal of sticks and
polystyrene platforms to encourage dynamic experiments in all the phases of
activity; the slowness in substituting the dynamic metaphors with standard
expression of euclidean geometry, in the conjecture statements and in the proofs as
well. These choice are evident in the structure of individual tasks, as described in
the chronicle, and could be found in fine grain analysis too, at the operation level:
the Appendix 2 is an example of teacher intentional agreement in using metaphors,
gesturing and temporal connectives during student-teacher interaction. Further
details can be found in Boero & al. (1996b).

The motives 2a and 2b can be found in the explicit continuity between the
conjecture production phase and the proof production phase: for instance, the
proposal of the same tools (sticks and polystyrenes platforms); the recourse to
similar metaphors and gestures; the call of Simone to offer his argumentation
(Appendix 1), as a potential shift between argumentation and proof. The chosen
scripts of proof (Appendix 3 and 4) are resonant with the statements produced by
students as conjectures or argumentations. Further details can be found in Boero &
al. (1996a).

The motives 3a and 3b can be found by analysing the alternation of
individual (or in pairs) work with teacher-student interaction and teacher-led whole
class discussions. We can summarise the chronicle of the experiment in the Table |

The two-column table points at the different management of different phases
of the experiment.

The early production of conjectures (phases a-b) was generally done by
means of an extensive exploration of the space where the sticks and the sun were
imagined to be (Boero & al., 1996b). This exploration had to be individual, as it had
to meet the need of individual time. Surely the individual process can be interpreted
as the internalisation of already experienced collective processes, guided by the
teacher or by more expert peers. Simone's conjecture (Appendix 1) could be
interpreted as a sequence of successive answers to self posed questions. Working
in pairs proved to be useful because of practical needs: when a student tried to
keep two pens in the hands and to simulate with gestures the sunrays that draw
shadows, two hands were not enough. So two students helped each other in
moving sticks and sun all around while making experiments. But other students
worked alone, maybe closing his/her own eyes. The individualised interaction with
the teacher aimed at helping students to realise exploration and to translate into
words the results of such an exploration. It did not result easy to translate gestures
and eye movements into words: so, for instance, right words were lacking to
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describe the situation where the student forearm (in place of the oblique stick)
rotated around the elbow. The recourse to gestures and to metaphors that recalls
the real exploration was not inhibited but rather encouraged by the teacher herself,
as the exemplary excerpt of the Appendix 2 clearly shows. The emphasis on
gestures and on either real or mental experience became a habit for the
development of the whole teaching experiment.

Table 1
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Whole class work
Teacher led discussion

Individual or in pairs work
Individualized interaction with teacher

a) setting the problem

b) producing conjectures

c) discussing conjectures

d) arranging conjectures
(socially shared statements)

e) preparing proof:

— comparing individual statement and
socially shared statements

e) preparing proof:

— the possibility of testing

e) preparing proof:
— the possibility of testing

f) producing proof (sufficient condition)

g) producing proof (sufficient
condition):
— official scripts

g) producing proof (sufficient condition):
— comparing individual proof and
official scripts to detect logical holes if
any

h) producing proof (necessary
condition)

~

i) generalising to any pair of skew sticks

i) generalising to any pair of skew
sticks

i) evaluating: final discussion

i) evaluating: comprehensive report
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The phase of discussing conjectures (phase c) up to the agreement on some
socially shared statements aimed:

1) to reconstruct a correct process of global exploration for those students
that had not yet explored globally the space and that had produced wrong
conjectures (always parallel; never parallel),

2) to construct a shared meaning for the manifold kinds of metaphors used by
the students to express the condition for parallelism (e. g. the sun sees the sticks
parallel; the sticks meet the sunrays in the same way; the oblique stick is along
the direc_tion of sunrays and so on) and to relate them to each other.

Moreover, it aimed to produce socially shared statements (phase d), which
could have been appropriated by the students as representing all that they meant.
The following phase (e) of individual comparison of one's own statement with the
socially shared ones was designed to force students to make an individual effort for
finding relations between their statements and the socially shared ones. Having a
socially shared statement, that is expressed in words in a way that can be
understood by others, is actually a prerequisite for producing proof, as proving is a
social act, that has a sense within a scientific community.

The further activities to prepare proof (phase €) were designed to exclude the
possibility of testing the condition. It was necessary to enhance students' critical
detachment from statements, motivate them to proving and make clear that since
then classroom work would have concerned the validity of the statement 'in
general'.

The production of proofs of the socially shared statements could be started.
Proving, as it was meant by these students, means producing arguments to explain
why the statement was true, in such a way that the arguments could resist any
cross-examination. The students did not need proofs to convince themselves that
the statements were true. The repeated exploration of space had already convinced
everybody. Yet they were aware that experiments could not show why the
statements were true. The aim of proving was to connect, in unquestioned way, the
new knowledge produced by exploration (i. e. the sufficient — and later the
necessary — condition for shadow parallelism) to the old knowledge, that had
already been institutionalised in the classroom (i. e. the shadow parallelism for two
vertical sticks). Proving is connecting two texts by words without any further need
to produce experiments. This does not mean that experiments were not needed to
produce proofs, but the experiments, if any, were to be translated into texts.

The production of proof was individual at the very beginning, to allow
individual time of reflection (phase f). The individualised interaction with pairs of
students aimed at recalling them the kind of questions to be answered (why). Later
(phase g), individual proofs were compared and evaluated collectively up to the
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production of socially shared scripts. The Appendix 3 sketchily shows two of the
socially shared scripts of the proof of the sufficient condition. But a new return to
the individual dimension was necessary to guarantee that the students were able to
relate their own product to the socially shared one.

The proof of the necessary condition (phase h) was managed in a teacher led
discussion. Showing the non existence of other positions naturally leads to a
reductio ad absurdum (see Appendix 4) and such way of reasoning was not
supposed to be at disposal of many students. Hence the teacher preferred to
propose herself a solution while discussing with students.

The generalisation to the case of any pair of skew sticks (phase i) was
proposed by a student and transformed by the teacher into an individual task, to
allow individual time of reflection and then discussed collectively as usual.

The final discussion was an habit of the classroom to initiate the personal
process of evaluation (phase j) of the whole experiment, that was later transferred
to the individual plane.

6. Discussion

If we go though the experiment once more, we notice the continuous and
intentional recourse to different systems of tools of semiotic mediation during the
whole experiment. The teacher's intervention, in the phase b, aimed at
reconstructing the needed unity between gestures, eye movements and words:
according to Vygotskij (1978), the unity of perception, speech and action, where
different tools of semiotic mediation (e. g. words, images, gestures) are involved,
produces the internalisation of the visual field, where it will be possible to design
strategies for problem solving. The encouragement to explore spatially was made
throughout the whole experiment at the cost of minimising the reference to
standard geometry. Students produced their conjecture as a hypothesis concerning
the phenomenon of sunshadows; when they verified their conjecture most of them
seemed to be aware of the fact that they had to get the truth of the statement by
reasoning. Most of them produced a validation realised through a deductive
reasoning. Actually their reasoning started from properties considered as true ('two
vertical sticks produce parallel shadows') and get the truth of the statement in the
'scenery' determined by the hypothesis. In this way, students produced neither a
statement of geometry 'strictu sensu', nor a formal proof: objects were not yet
geometric entities, deduction was not yet formal derivation. But their deductive
reasoning shared some crucial aspects with the construction of a mathematical
proof (Boero & al., 1996a). A still open problem concerns the ways of shifting from
the use of these systems of tools of semiotic mediation to the system of tools of
elementary geometry, where both statements and proofs are decontextualised.
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As concems the problem of social interaction, we have already observed that
the initial work in pairs corresponded to practical needs. Usually the two students
of the same pair were articulating the same voice (in the sense of Bakhtin, see
Wertsch, 1991), as they did not introduce different perspectives on the task. They
were usually making experiments together, helping each other. They could
formulate a wrong or a right conjecture, but every conjecture was based on real or
mental experiment: if the exploration was limited to very specific situations, the
conjecture was likely to be wrong; if it was global, the conjecture was likely to be
correct, provided a suitable transposition of words (Boero et al., 1996b). The
subsequent interaction with the teacher introduced, as we have seen a few line
above, a different voice, that represented the need of wording the conjecture,
expressed until then by gestures, eye movements and interrupted sentences.

In the further activity, the choice of individual or collective work met different
needs:

1) allowing each student an individual time for an individual way of coping
with tasks;

2) producing socially shared solutions of the given tasks;

3) allowing each student an individual time to appropriate socially shared
knowledge;

4) producing socially shared statements, to be proved;

5) agreeing on scripts of proof, acceptable by the scientific community as
validation of statements.

The first three issues are general ways of working in those classrooms which
practice mathematical discussion (Bartolini Bussi to appear) and can be applied to a
whichever problem. The last two issues are strictly dependent on the
epistemological analysis of proof as a social (not individual) act. Shifting the
problem of proof to the social level was necessary.

As we have seen, in this classroom conjecture and argumentation (either right
or wrong ones) could be produced individually (or working in pairs), with the help
of the teacher only for wording the result. The split between conjecture and
argumentation was not always well defined, as both were produced as texts
describing the results of some real or mental experiment: some students could use as
arguments the statements that other students had produced as conjectures and
viceversa. Organising these statements into an ordered logical chain required the
adhesion to some rule of communication, that resulted in the standard scripts of
proof. The teacher's role as representative of the scientific community in the
classroom could not be substituted and was actually different from the role played
in the conjecture production phase.
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In the previous analyses (Boero & al., 1996a, 1996b) two elements of
discontinuity in the whole process of exploring — conjecturing — arguing —
proving were found:

(a) the function of sun or stick movement in exploring and in proving were
different and aimed to find discontinuities to select the situation of the conjecture
in exploring and to find continuities to connect the old and the new knowledge in
proving;

(b) the split of the proof into two different phases (the sufficient condition/the
necessary condition) introduced, for proving, a break into two parts, that in
exploring had been elements of the same global process.

The different weight of the social aspects seems to introduce a further element
of discontinuity between the conjecture production phase (mainly based on
individual work) and the proof construction phase (mainly based on collective
work). What has to be emphasised is that the presence of the teacher oriented the
last activity towards the production of proofs rather than the production of
convincing arguments only. Yet the fine grain analysis of the strategies of
cornmunicatigns (operation level) that were used by the teacher during interaction
with pairs and whole class interaction in order to assure this development is far
beyond the scope and space of this paper.
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Appendices

1 — Simone's conjecture

If we took into consideration two sticks, of which one vertical, the shadows shall be parallel
when the two sticks are viewed parallel by the sun.

If we suppose that the person is looking in the position of the sun, by going round the sticks
we can observe that the sticks are parallel in a certain position and the shadows are also
parallel since the difference in position of the two sticks cannot be seen from that position.
Thinking about the shadow space we can say that the non-vertical stick seems to be within
the shadow space.

Let's imagine an imaginary vertical stick representing the oblique one, in line with the sun
rays and the same stick, the oblique one cannot be seen so it seems to be vertical, forming
parallel shadows. The shadows can be parallel if the sun is situated along the direction of the
oblique stick [with a gesture that was observed by the teacher he indicated the vertical plane
of the oblique stick]

During the subsequent discussion, Simone explained how he produced this conjecture.
Simone's gestures showed that he moved the polystyrene plane supporting the sticks 'at
random’ (notice should also be paid to the generality of his reasoning) after identifying
himself with the sun. Then, he placed a new stick (which he calls 'imaginary stick’ ) in the
same position he had described in the written text, making the polystyrene plane rotate until
the non-vertical stick is completely hidden by the 'imaginary’ vertical one. At this point he
said: well, now in this position the shadows are parallel because....and repeated what he had

written.

2 — The importance of gestures

The excerpt is taken from the discussion of individual conjectures (phase c)

[...]

Teacher  Be attentive. Gestures are important as I have seen several students doing what
G. has done. It is an imitation a positive imitation. We learn by imitation too.
Well, he [M.] has started in this way [the teacher handle both sticks in the
position of the task, then she tilts the oblique stick until it is vertical, while she is
speaking]
Then he has tilted this. This is the situation of last year. He has tilted it in this
way.[She tilts the oblique stick in different ways] Then he has tried to tilt it in this
way and says: 'If 1 tilt it along this direction [the teachers creates by gesturing the
plane of sunrays through the oblique stick who has become vertical] the shadows
are still parallel. If 1 tilt it along this direction, out of sunrays, the shadows are no
more parallel.

[...]

V ENCONTRO DE INVESTIGACAO EM EDUCAGAO MATEMATICA 39



Maria G. Bartolini Bussi e Barbara Bergamini

Teacher ~ Good boy! M. has kept the sun motionless and moved the stick. F. has advised
him to move the sun [...] and actually they are two different ways to look at
things. But I wish to see G. Go with your display. You have told me something
in three seconds. Let us see if she can say it now in three seconds.

G. Now ...

Teacher  G.'s hypothesis.

G. I've said that the shadows are not always parallel.

Teacher  Just a moment. Be attentive: it is a real newness.

G. 1 have said that if I make the sticks to touch the ground and I see that they are not
parallel, also the shadows are not parallel. It depends on the way ...

=y

Teacher ~ No, she has not tilted by chance.

1. Is there the shadow where the stick touches the floor?

Voices She says that it works.
Teacher ~ No, she says ... and she pulls down with the same hand. [the teacher repeats

G.'s gesture]

D. It is as if they were shadows ...
Teacher ... as if they were shadows because she finds the direction.
D. Because the direction is as if rays arrived and pushed down the sticks.[she

follows with fingers two imaginary rays that hit the tip of the sticks and push
them towards shadows]

3 — Two scripts for the sufficient condition

If the sun is along the vertical plane of the oblique stick, the shadow of the oblique stick is
aligned with the shadow of the vertical imaginary stick. The shadow of the vertical stick and
of the vertical imaginary stick are parallel (as both are vertical).Hence (because of transitive
property) the shadow of the oblique stick is parallel to the shadow of the vertical stick.

If the oblique stick belongs to the vertical plane of sunrays, it can move in this plane by
rotating around its base point. In all the positions, its shadow is on the same line. This is true
also for the vertical position. The shadow of the vertical stick and of the oblique stick (when
it is in the vertical position) are parallel. Hence, (because of transitive property) the shadow
of the oblique stick is parallel to the shadow of the vertical stick.

4 — A script for the necessary condition

We have three sticks: a vertical stick, a oblique stick a vertical imaginary stick with the same
base point of the oblique stick. If we move the oblique stick out of the vertical stick of
sunrays, its shadow is no more aligned with the shadow of the vertical imaginary stick.
Actually the shadow goes from the vertical plane of sunrays through the vertical imaginary
stick to the parallel vertical plane through the tip of the oblique stick. The shadow of the
vertical stick is parallel to the shadow of the vertical imaginary stick, but the latter is incident

The theorems of sun a teaching experiment on conjecturing and proving in the 8th grade

not parallel to the shadow of the oblique stick. Hence the shadows of the vertical stick and of
the oblique stick are not parallel.
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Aprendizagens em Matemitica:
problematicas da investigacio portuguesa

José Manuel Matos, Universidade Nova de Lisboa

A investigagdo em Educagio Matemdtica em Portugal tem-se vindo a
desenvolver nos ultimos dez anos. Desde 1985 que temos assistido a uma
proliferagdo de trabalhos produzidos no contexto de mestrados, doutoramentos e
projectos que nos permitem a produgdo das primeiras reflexdes sobre o estado da
Educagao Matemitica no nosso pais. Até agora foram publicados trés trabalhos
portugueses meta-investigagao, isto €, estudos sistematicos tentando abarcar numa
visdo global o conjunto de investigagdes sobre uma determinada tematica. Dois
deles abarcam a globalidade das investigagdes sobre Educagdo Matemaética em
Portugal (Matos, 1994; Ponte, 1993a), ¢ um terceiro (Ponte, 1993b) aprofundou as
investigagdes relacionadas com os professores. Este trabalho deve ser entendido
como mais uma meta-investiga¢do que procurara obter um retrato das problematicas
de investigagao sobre aprendizagens de Matemitica em Portugal. Mais
especificamente, procurar-se-i conhecer a distribuigdo destas investigagdes ao
longo dos dltimos anos; identificar os topicos matemaéticos que foram objecto de
estudo; e, finalmente, o peso relativo dos trabalhos efectuados no ambito de
mestrados, doutoramentos ou projectos de investigagdo. Trata-se de um trabalho
inicial que pretende efectuar um primeiro balango da investigagdo nesta érea.
Trabalhos posteriores procurario desenvolver uma anilise mais aprofundada das
tematicas envolvidas na investigagio sobre as aprendizagens em Matematica em
Portugal.

Conforme se pode constatar pelo titulo, este trabalho circula em torno de
quatro termos-chave: aprendizagem da Matemdtica, Portugal , investigagao e
problemdtica. Debrucemo-nos um pouco sobre eles. Os dois primeiros termos sio
razoavelmente claros. Incluiremos na aprendizagem da Matemdtica nio s6 os
aspectos do dominio cognitivo, mas também afectivo e social. Estudaremos ainda
trabalhos que se debrugam sobre aprendizagens da Matematica em todos os niveis
etirios. O termo Portugal refere-se ao ambito do trabalho e ndo i autoria. Embora
existam trabalhos de investigagio feito por portugueses no estrangeiro,
estudaremos aqui apenas aqueles que incluem participantes portugueses. Um
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terceiro termo-chave é investigacdo. Embora existam trabalhos de investigagdo
teéricos relacionados com aprendizagens da Matemdtica, nomeadamente teses de
mestrado (Andrade, 1988; Borralho, 1990; Cebola, 1992; Mourao, 1988), pensamos
que para a discuss@o que pretendemos efectuar é mais importante focar a atengdo
nos trabathos que incluem uma componente de confronto com a realidade, mesmo
que 2 custa de um enfraquecimento da sua reflexdo teérica. Exigiremos ainda que
os trabalhos apresentem uma clareza na apresentagdo de objectivos, uma
metodologias e resultados. O dltimo termo-chave é a palavra problemdtica.
Enquanto que os termos anterjores foram utilizados como modo de seleccionar os
trabalhos objectos de estudo, esie termo procura indicar o foco onde vai incidir este
texto. Significa ele que procuraremos caracterizar os temas, oS assuntos, ou as
questdes de investigagdo que tém vindo a ser preferidas pelos investigadores
portugueses. Existe naturalmente uma certa dose de subjectividade numa tal
caracterizagdo, ji que muitos trabalhos envolvem miltiplos objectivos, donde a
selec¢do dos mais relevantes sera naturalmente motivo de controvérsia.

Metodologia

Este trabalho foi efectuado essencialmente através da andlise de material de
origem diversa: teses, comunicagdes a semindrios de investigagdo, revistas
(Quadrante, etc.), actas de ProfMats, relatorios de projectos, e publicagdes diversas.
Foi depois feita uma analise qualitativa dos objectivos de cada trabalho, bem como
foram identificados outros elementos de interesse (datas, tipo de trabalho, etc.) que
sofreram um tratamento quantitativo.

- Tomaremos em consideragao a data de apresentagdo final, no caso dos
trabalhos do tipo de teses, e de publicagdo nos outros casos. De um modo geral os
trabalhos empiricos foram efectuados ou no mesmo ano ou no ano anterior, embora
havendo casos, em especial em teses de doutoramento, em que existe um maior
espago de tempo. E provivel que posteriormente sejam ainda encontrados mais
alguns trabalhos, em especial no que se refere aos anos mais recuados.

Distribuicio cronolégica das investigacoes

Foram encontradas referéncias a 84 trabalhos de investigagao sobre
aprendizagens em Matematica em Portugal. Trata-se de um nimero elevado, em
especial se nos recordarmos que os trabalhos de investigagdo sé nos dltimos dez
anos comegaram a fazer parte integrante da Educagdo Matemadtica portuguesa.
Observemos a evolugdo temporal quantitativa das investigagdes sobre este tema.

Quadro 1. Distribuicdo dos estudos por anos

Anos  46-47 58 79-81  84-86 87-88  89-90 91-92 93-94 95-96

N° de
trabalhos 4 1 6 13 6 11 12 21 10

A figura 1 revela a distribui¢do temporal destes trabalhos.

25

2048

Frequéncia

1979-81;
1984-86

1987-88

1989-90

1991924

1993-94
1995-96

Anos

Figura 1. Visdo cronolégica das investigages sobre aprendizagem da Matem4tica

Este gréfico é caracterizado pela existéncia de trés momentos com um grande
nimero de trabalhos (46-47, 79-81, 84-86), a que se seguem momentos de paragem,
ou de diminuigio acentuada. Na parte direita do grafico assiste-se a um crescimento
mais ou menos constante. A coluna referente a 95-96 estd obviamente incompleta, e
por isso ndo € claro se existira algum pico anormal em 93-94.

Os trabalhos mais antigos que encontramos relacionados com a investigagio
das aprendizagens da Matematica em Portugal datam da segunda metade dos anos
40. Trata-se de um conjunto de quatro trabalhos de tematica semelhante publicados
entre 1946 e 1947. Trés deles (Alves, 1946; Alves, 1947b; Pereira e Brito, 1946)
analisavam a fiabilidade a validade de alguns exames, e um outro (Alves, 1947a)
estudava “algumas deficiéncias em Matemadtica de alunos dos liceus”. Todo estes
quatro trabalhos revelam uma grande preocupagdo com o rigor metodolégico.
Pereira e Brito (1946) fazem uma apologia da utilizagdo de métodos estatisticos em
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educagio defendendo que a experiéncia pedagdgica sem a estatistica é ‘“‘navegar
sem rumo” (p. 15), que “ndo € admissivel que um professor — de qualquer grau de
ensino ou grupo — ndo esteja familiarizado com termos como estes: mediana,
quartil, distribui¢do normal, coeficiente de variagdo de Pearson, etc.” (p. 15). Os
autores defendem a realizagdo de “estudos das questdes pedagégicas pelos
métodos da Estatistica” (p. 16) levados a cabo por entidades oficiais.

O progresso do professor, o controlo da sua acgfo, quanto 4 diddclica, as alteragdes
nos programas, enfim toda a escola receberia a mais benéfica influéncia. A escola,
quanto ao ensino transformar-se-ia numa casa de vidro. Seria a verdadeira
inspecgao sem inspectores, aquela que todo o ensino portugués de todos os graus
de ensino tanto precisa (p. 16).

Estes quatro trabalhos sdo publicados pela Gazeta de Matemdtica no curto
espago de dois anos, precisamente antes dos acontecimentos que conduziram a
expulsdo de muitos matemdticos do ensino, e, tal como a prépria vida da Gazeta,
ndo tiveram sequéncia. Contém uma problematica clara e revelam preocupagdes
metodoldgicas de caracter cientifico. S6 mais de dez anos depois, em 1958,
conseguimos encontrar um novo trabalho, .desta vez sem identificagio do autor
(1958), publicado nos Cadernos de Psicologia e Pedagogia, que se debruga sobre
as notas dos alunos em Matematica.

O segundo grupo de trabalhos de investigacdo relacionados com a
aprendizagem da Matematica ocorre no final dos anos 70. Vivia-se na altura a
implementagdo do Ensino Secunddrio Unificado e o Gabinete de Estudos e
Planeamento do entdo Ministério da Educag¢do e Ciéncia (GEP) decide efectuar um
extenso programa de avaliagdo desta reforma. E inserido neste contexto que se vao
realizar diversos estudos especificos sobre a Matemaitica (Catela, 1980; Catela e
Kilborn, 1979; Leal e Fagerlind, 1981; Leal e Kilborn, 1981). Em simultineo com
estes trabalhos aparecem duas comunicagdes de Jodo Pedro da Ponte (1981a;
1981b) que, embora ndo constituindo ainda verdadeiros trabalhos de investigagio
apresentam alguns dados sobre a aprendizagem de alguns tépicos (Linguagem
matematica e vectores).

Apenas a partir de 1984 assistimos a uma corrente sustentada de trabalhos de
investigagdo que persiste até aos dias de hoje. Esta corrente inicia-se com um pico
inicial resultante dos trabalhos produzidos no 4mbito de mestrados efectuados em
Boston por futuros docentes das Escolas Superiores de Educagdo. Depois deste
momento com grande impeto inicial o nimero de trabalhos diminui
consideravelmente, para depois comegarem a aumentar, 2 medida que vio
aparecendo programas de mestrado em universidades portuguesas e que sio
proporcionados por diversas instituigdes financiadoras meios para o
desenvolvimento de projectos.
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Problemiticas de investigacio

Estes trabalhos apresentam problemiticas muito diversificadas. Por um lado,
cada estudo envolve um amplo leque de objectivos, por outro, o conjunto destes
trabalhos abrange uma multiplicidade de tépicos, perspectivas e metodologias.

Destacam-se, no entanto, seis grandes reas. Existem, em primeiro lugar,
estudos sobre as aprendizagens produzidas em ambientes 1nova5iores Tratam-se de
trabalhos que procuram intervir na realidade matematica escolar e conhecer os
efeitos produzidos, em especial sobre as aprendizagens. Um segundo tema de
estudos incide sobre o conhecimento especifico de temas ou processos matematicos
revelado pelos alunos mas em que nio foi efectuado nenhum tipo de intervengio
educativa. Um terceiro tema de estudos focou as atitudes dos alunos perante a
Matemitica, ou perante determinados aspectos do seu ensino ou aprendizagem. A
avaliagdo global do desempenho matematico dos alunos constitui um quarto tema
de estudos e estudos sobre a avaliagdo na sala de aula um quinto tema. Por dltimo,
encontram-se estudos relacionados com as interacgdes sociais na sala de aula. O
quadro seguinte apresenta a distribuigdo dos estudos pelas diversas problematicas.

Quadro 2. Distribui¢do dos estudos pelas diversas problematicas

Temas N° de trabalhos
Ambientes de inovagio 25
Conhecimento matematico 31
Atitudes 9
Desempenho global 10
Avaliagdo na sala de aula 7
Interacgdes 2
Total 84

Dominam os trabalhos que envolveram ambientes de inovagdo ou que
estudaram os conhecimentos especificos dos alunos. Os restantes temas apenas
receberam a atengio de um tergo dos estudos. Vejamos com mais atencio os
trabalhos sobre ambientes de inovagio pedagégica, o conhecimento matematico e
as atitudes.

Investigacdes relacionadas com ambientes de movagcdo

As experiéncias de inovagdo pedagédgica constituem uma das temdticas onde
mais investigagdes sobre as aprendizagens da Matematica se puderam desenvolver.
De um modo geral, o investigador preparou um contexto de inovagdo segundo
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determinados principios pedagdgicos, experimentou-o num contexto educativo e
uma das vertentes analisada sdo os efeitos qualitativos ou quantitativos produzidos
sobre a aprendizagem. Existem outras investigagdes relacionadas com ambientes de
inovagdo que aqui ndo serdo referidas, dado ndo incluirem a aprendizagem como
um dos seus objectos de analise. O quadro seguinte traga um panorama diacrénico

destas investiga¢Oes agrupadas em quatro areas de trabalho:

Quadro 3. Investigacoes relacionadas com ambientes de inovacio

Areas Tecnologia Resolucao de Capacidades Remediacao

A0S problemas complexas

1984-86 | (Matos e Ponte,
1986)

1987-88 [ (Matos, 1987) (Neves, 1988)
(Delgado e Garcia,
1988)

1989-90 [ (Almeida, 1989) (Almeida, 1990) | (Zambujo, 1989)

(Moreira, 1989)
(Fernandes, 1990b)
(Machado, 1990)

1991-92 | (Carrapigo, 1991) (Botelho, 1991) | (Carreira, 1992) |(Marchand,
(Duarte, 1991) (Palhares, 1992) 1991)
(Saraiva, 1992) (Pires, 1992)

1993-94 | (Borges, 1994) (Porfirio, 1993) | (Gordo, 1993) (Almeida,
(Fernandes, 1994) Efgllgg’cige%)

1995-96 | (Cardoso, 1995) (Afonso, 1995)

Vejamos mais em detalhe as quatro grandes dreas exploradas por estes 25
trabalhos. A primeira prende-se com a utilizagdo da tecnologia, computadores e
calculadoras, ¢ envolve metade dos trabalhos efectuados. Foram estudadas as
estratégias utilizadas por alunos em jogos de computador (Matos e Ponte, 1986),
linguagens de programagao (Almeida, 1989; Borges, 1994; Carrapico, 1991; Matos,
1987), utilizagao de folhas de célculo (Fernandes, 1994; Moreira, 1989), bem como
programas de computador especificos (Duarte, 1991; Fernandes, 1990b; Machado,
1990; Saraiva, 1992) ou o impacto do computador na modificacio de atitudes
(Delgado e Garcia, 1988). Foram ainda estudadas calculadoras graficas (Cardoso,
1995). O desenvolvimento de ambientes de aprendizagem recorrendo a resolugdo
de problemas constitui uma outra drea presente nestes trabalhos, como método de
ensino (Botelho, 1991; Palhares, 1992; Pires, 1992), relacionada com o estudo de

!
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atitudes (Almeida, 1990), utilizando a calculadora (Porfirio, 1993), ou ainda como
uma via de formagio de professores (Afonso, 1995).

Existem ainda mais duas tematicas envolvendo ambientes de inovagdo que
foram investigadas por um pequeno némero de estudos. Uma delas analisou o
desenvolvimento de capacidades matematicas complexas: a modelagdo (Carreira,
1992; Zambujo, 1989) e a visualizagio espacial (Gordo, 1993). A outra tematica
procurou desenvolver intervengdes centradas nos alunos com desempenho escolar
mais baixo, quer através do recurso ao computador (Neves, 1988), quer pelo
desenvolvimento de curriculos especificos (Almeida e outros, 1993; Marchand,
1991).

A figura 2 permite uma comparagdo entre a evolugio do total de estudos que
estamos a analisar € a evolugdo do nimero de estudos envolvendo ambientes de
inovagio pedagégica, pelo menos os que consideramos neste estudo.

25

20 /P\
\

—T— Ambientes de inovagio

et Cproessees Total de trabalhos

84-86
87-88
89-90 1
91-92
93-94 7]
95-96 7

Anos
Figura 2

Constatamos que os trabalhos envolvendo ambientes de inovagdo apenas
comecam a aparecer a partir de 1986. Verifica-se ainda que o seu crescimento
acompanha o ritmo do crescimento global dos estudos sobre as aprendizagens até
1991-92. Nestes anos, dos 12 trabalhos de investigagio que referimos neste
trabalho, 8 estiveram relacionados com inovagdes pedagédgicas. Reconhecemos a
fase de desenvolvimento do campo da Educagdo Matemdtica a que Jodo Pedro da
Ponte (1993a) chamou de desenvolvimento, durante a qual a investigagdo
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procurou sobretudo desenvolver alternativas pedagdgicas a programas
considerados desadequados, centradas na utilizagao diddctica das tecnologias e na
resolugio de problemas. Depois de 1991-92 € bastante significativo o grande
aumento de trabalhos no periodo 1993-94, e a quebra do nimero de estudos

envolvendo ambientes inovadores.

Investigacdes sobre o conhecimento matemdtico

As investigagdes sobre 0 conhecimento matemético constituem o grupo mais
numeroso (mais de um tergo) das investigagdes estudadas. Normalmente o
investigador prepara um conjunto de instrumentos (testes, entrevistas estruturadas,
etc.) com os quais procura conhecer qualitativa ou quantitativamente o
conhecimento sobre um determinado tépico matematico de alunos ou de futuros
professores. Algumas destas investigagdes procuram ndo perder o contacto com a
realidade escolar, e tentam recolher dados em contextos de sala de aula. O quadro 3
apresenta um agrupamento destes 31 trabalhos em seis grandes dreas.

Quadro 4. Investigac¢des relacionadas com o conhecimento matematico

Areas| Nimeros e | Geometria Algebra | Fungoese | Probabi- | Linguagem
Anos operacgoes Anilise lidades matematica
1979-81 Ponte, (Ponte,
2 (1981b) 1981a)
1984-86 | (Lopes, (Costa, 1984) | (Matos, (Ponte,

1985) (Matos, 1984) 1985) 1985)
(Rodrigues, | (Cordeiro,
1985) 1985)
(Serrazina, Vilela, 1985
1985) WIS, 289
1987-88 | (Morgado,
1988)
1989-90 | (Alverca, Ceia, 1990) (Jodo e (Fernandes, | (Maia,
(1990) ( Rodrigues, 1990a) 1990)
1990)
1991-92 | (Andrade ¢
Paiva, 1992)
(Morgado,
1991)
1993-94 | (Oliveira, (Belchior, (Cabrita,
1994) 1994) 1994)
(Frutuoso e (Domingos,
Nunes, 1994) 1994)
(Mourio, (Jorge, 1994)
1994) (Rodrigues,
1994)
1995-96 (Junqueira, (Martinho,
1995) 1996)
(Pires, 1995) /
(Torres, 1996)
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A érea do conhecimento matematico € caracterizada por uma grande dispersio
de trabalhos. Podemos, no entanto, agrupa-los em seis grandes teméticas. A primeira
¢ a dos ndmeros € suas operagdes, na qual a maior parte das investigagdes assumem
um enquadramento piagetiano. Foram assim investigados o conceito de nimero
(Lopes, 1985; Morgado, 1988; Rodrigues, 1985; Serrazina, 1985), as suas operagdes
(Alverca, 1990; Morgado, 1991), e os nimeros racionais (Andrade e Paiva, 1992;
Oliveira, 1994). A segunda temitica relaciona-se com a aprendizagem da geometria
e foram estudados vectores (Ponte, 1981b), comprimento, drea e volume (Cordeiro,
1985; Costa, 1984; Frutuoso e Nunes, 1994; Pires, 1995; Vilela, 1985), as figuras
geométricas (Ceia, 1990) e a sua construgdo (Junqueira, 1995), niveis de
conhecimento geométrico (Belchior, 1994; Matos, 1984), bem como a
representagdo geométrica (Mourdo, 1994; Torres, 1996). Apenas um trabalho
(Matos, 1985) se debrugou sobre a terceira temética, a aprendizagem de 4lgebra. Em
relagao a quarta temdtica, o estudo de fungdes e da anilise, foram investigados a
proporcionalidade (Cabrita, 1994), o conceito de fun¢do (Domingos, 1994; Ponte,
1985), as sucessdes (Jorge, 1994), o infinito (Jodo e Rodrigues, 1990; Martinho,
1996; Rodrigues, 1994). Apenas um estudo (Fernandes, 1990a) abordou a quinta
tematica, relacionada com a aprendizagem das probabilidades, e dois trabalhos
(Maia, 1990; Ponte, 1981a) se debrugaram sobre o iltimo tema, a linguagem
matematica.

Estudos sobre atitudes e concepgées dos alunos

Identificimos 9 trabalhos centrados nas atitudes e concep¢des dos alunos
sobre a Matemitica e diversos aspectos relacionados com a sua aprendizagem.
Foram estudados diversos aspectos relacionados com a participagdo de alunos em
olimpiadas da Matematica (Castro, 1985; Mesquita, 1985), a influéncia de aspectos
familiares na atitude dos alunos perante a escola (Ceia, 1985), atitudes e
concepgdes perante a Matematica (Abrantes, 1994; Matos, 1991; Santos, Carapeto,
Almeida e Vermelho, 1988), perante a resolugio de problemas (Almeida, 1987), a
reforma (Ponte, Matos, Guimaraes, Leal e Canavarro, 1994), ou o desempenho
matematico (Oliveira, 1996).

A primeira vista poderiamos pensar estarmos perante um niimero reduzido de
trabalhos. Este tema foi, no entanto, abordado como foco secundirio em muitos
trabalhos. Foram deste modo estudadas as atitudes dos alunos perante a
Matematica (Leal e Fagerlind, 1981; Mendonga, 1980), perante a tecnologia
(Borges, 1994; Delgado e Garcia, 1988; Fernandes, 1994; Junqueira, 1995; Matos,
1987; Moreira, 1989; Neves, 1988; Saraiva, 1992), os materiais (Fernandes, 1990b), a
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modelagdo (Carreira, 1992; Zambujo, 1989), a resolugdo de problemas (Porfirio,
1993).

Quadro 5. Investigactes relacionadas com atitudes e concep¢des dos alunos

Areas | Matematica Tecnologia Modela¢io Outros
Anos

1979-81 | (Leale
Fagerlind, 1981)
(Mendonga,
1980)

preenchimento de um inquérito, ou de um teste, ou a efectivagdo de uma tarefa
estruturada. Trata-se de investigagbes que, pelos recursos que mobilizam e pelas
expectativas que criam (“mas afinal os nossos alunos sabem ou nio sabem
Matematica?”’, ou “serd que o dinheiro gasto pelos contribuintes na educagéo esta
a ser bem aplicado?”), estdo sujeitas a uma exposi¢do publica bastante acentuada,
muitas vezes distorcendo o seu significado e empolando a sua relevancia.

Quadro 6. Investigacoes relacionadas com o desempenho global

1984-86 (Castro, 1985)
(Ceia, 1985)
(Mesquita, 1985)

1987-88 | (Santos e outros, | (Almeida, 1987)

1988) (Delgado e
Garcia, 1988)

(Matos, 1987)
(Neves, 1988)

1989-90 (Moreira, 1989) | (Zambujo, 1989) | (Fernandes, 1990b)

1991-92 | (Matos, 1991) (Saraiva, 1992) (Carreira, 1992)

1993-94 | (Abrantes, 1994) | (Borges, 1994) (Ponte e outros,

(Fernandes, 1994) 1994)
(Porfirio, 1993)

Areas Reformas Comparagoes | Competéncias | Classificagoes
Anos curriculares internacionais basicas de exames
1946-47 (Alves, 1947a)

1958 (1958)
1979-81 | (Catela e Kilborn, (Leal e Kilborn,
1979) 1981)
(Catela, 1980)
(Leal e Fagerlind,
1981)
1993-94 (Ramalho, 1994)
(Ramalho e
Correia, 1994)
1995-96 (Amaro, Cardoso | (Benavente,
e Reis, 1996) Rosa, Costa e
Avila, 1996)

1995-96 (Junqueira, 1995) (Oliveira, 1996)

Este quadro revela-nos que o estudo das atitudes e concepgdes dos alunos
sobre a Matemdtica e sobre diversos aspectos da sua aprendizagem tem vindo
regularmente a ser o foco de alguns trabalhos. Verificamos ainda que muitos
estudos que envolveram o uso educativo da tecnologia (folha de calculo, Logo,
etc.) se preocuparam em conhecer as reacgdes dos alunos a estas inovagoes
curriculares. De entre os restantes tdpicos estudados, apenas se destaca
ligeiramente o estudo das atitudes dos alunos num contexto educativo recorrendo
a modelagio.

Estudos de desempenho matemdtico global

Pelo menos desde 1947 que se tm vindo a efectuar trabalhos procurando
caracterizar o desempenho matematico dos alunos portugueses. A maior parte
destes estudos recorrem a amostras numerosas, mais ou menos representativas da
populagdo nacional. Algumas vezes sdo estudadas as notas ou os resultados dos
alunos em testes escolares, mas na maior parte das vezes é solicitado o

Existem trés tipos de estudos que apreciaram o desempenho global dos alunos
em Matemadtica. Um primeiro estd relacionado com a avaliagdo de alteragdes
curriculares. Assim aconteceu com os trabalhos da iniciativa do GEP a que fizémos
referéncia (Catela, 1980; Catela e Kilborn, 1979; Leal e Figerlind, 1981) e que
procuraram conhecer os efeitos sobre a aprendizagem da reforma que implantou o
ensino unificado. Seria de esperar que estudos com objectivos semelhantes
tivessem sido efectuados aquando da implementagio da recente reforma, mas tal
ndao aconteceu. Um segundo tipo € constituido pela recente participagio
portuguesa em dois estudos internacionais, o SIAEP (Ramalho, 1994) e o TIMSS
(Amaro e outros, 1996), tendo o SIAEP motivado um estudo sequencial (Ramalho e
Correia, 1994). A preocupagdo com competéncias matematicas bésicas tem surgido
periodicamente € constitui o terceiro tipo de estudos. Estes trabalhos apresentam
influéncias que vdo desde o comportamentalismo (Alves, 1947a), o movimento
americano “Back to Basics” (Leal e Kilborn, 1981), ou o conceito de literacia
(Benavente e outros, 1996). Um dltimo tipo de estudos de avaliagdo dos
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desempenhos globais é constituido pela anlise de resultados de exames. Apenas
foi identificado um trabalho nestas condig¢des (1958).

Tipos de trabalho

As investigacbes estudadas tiveram a sua origem em trabalhos para a
obtengdo de graus académicos, conforme pode ser observado no quadro seguinte.
De entre estes destacam-se naturalmente os mestrados que representam mais de
metade dos estudos, tendo as teses de doutoramento uma expressio reduzida. Os
projectos de investigagdo tém vindo a assumir um papel maior, embora ainda
minoritério, na gestagdo de investigagdes, tendo-se vindo a assistir, a pouco e
pouco, a realizagdo de teses em estreita colaboragao com projectos de investigagao.

Quadro 7. Tipos de trabalhos de investigagio

Tipos de trabalho N° de trabalhos
Teses de mestrado : 43
Teses de doutoramento 7
Projectos de investigagdo 15
Outros 19
Total 84

Em conclusiao

O conjunto das 84 investigagoes estudadas revelaram preocupagdes que
podem ser sintetizadas em quatro grandes ideias. Muitas investiga¢Ges procuraram
comparar os conhecimentos dos alunos com as expectativas curriculares. Posto de
outro modo, compararam o curriculo intencionado com o atingido. Outras
estudaram as aprendizagens dos alunos num contexto de inovagao, procurando
determinar os pontos nos quais os alunos melhoravam significativamente a
qualidade das suas aprendizagens matematicas. Embora a maior parte dos trabalhos
analisados se possam enquadrar nos dos grupos anteriores, apareceram ainda duas
outros tipos de preocupagdes. A primeira procurou caracterizar, normalmente de um
ponto de vista qualitativo, o conhecimento dos alunos, sem qualquer '[.)rcocupagﬁo
de tipo comparativo. Uma segunda, procurou interpretar o conhecimento dos
alunos 2 luz de uma determinada teoria de aprendizagem.

Conforme referimos, uma visio de conjunto destas investigagdes mostram-nos
uma diversidade de abordagens e problematicas. Se, por um lado, esta caracteristica
tem como aspecto positivo possibilitar uma visdo abrangente das aprendizagens,
tem, por outro lado, um forte aspecto negativo. Constata-se que poucos (muito
poucos) trabalhos se referem a outras investigagbes portuguesas realizadas na
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mesma area. Aparentemente, apesar de existirem muitos estudos, os seus efeitos na
constituigio de uma comunidade de investigagdo e de um conhecimento partilhado
por essa comunidade sdo muito diminutos. A pouco dimensdo assumida pelos
trabalhos associados a projectos de investigagdo, normalmente efectuados por
equipas estdveis, com linhas de trabalho definidas para o longo prazo, e a
predominincia de trabalhos associados a obteng¢do de graus académicos podem
explicar esta situagao.

Conforme referimos, este € um primeiro levantamento, tendo ficado miltiplos
aspectos por explorar. Falta, em primeiro lugar, uma sintese global do resultados das
investigagdes, que revele resultados, bem como novas questoes para a investigagio
futura. Mas faltam também anélises hist6ricas que nos permitam analisar a evolugio
das problematicas, das metodologias, e dos paradigmas.
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Grupo 1. O conhecimento matemético dos alunos:
suas construcoes e producoes

Dinamizadora: Joana Porfirio

As comunicagdes e intervengdes curtas que foram integradas nesté grupo
constituiram o ponto de partida para uma discussio mais aprofundada em torna dos
questdes identificadas previamente:

- 0 que significa saber Matematica?

- que tipo de experiéncias matematicas devem ter os alunos?

- que tipo de conhecimentos matemdticos deverio ter os alunos?

As trés comunicagGes gne foram apresentadas neste grupo de discussdo
centraram-se nos seguintes temas:

- desempenhos de alunos em tarefas estatistica (Carolina Carvalho);

- concepgoes dos alunos sobre sucessdes convergentes (Eduarda Moura);

- aprendizagem da subtrac¢do (Lurdes Serrazina e Isolina Oliveira).

Na sua comunicagdo, Carolina Carvalho, com base na anlise do desempenho
dos alunos na resolugdo de duas tarefas estatisticas "equivalentes", uma
apresentada por meio de graficos de barras e outra apresentada por meio de um
gréfico circular, refere a diferente adesdo dos alunos a cada uma das tarefas, a maior
dificuldade na tarefa em que os dados estio apresentados por meio de um grifico
de barras e a auséncia de estratégias de verificagao.

Nas outras duas comunicagdes e nas duas intervengdes curtas realizadas neste
grupo de discussdo foram apresentados algumas conclusdes preliminares de
estudos realizados no imbito do projecto AMECC. Eduarda Moura, analisa as
conexdes estabelecidas por dois alunos entre os conceitos de monotonia de uma
sucessao, de sucessdo e de sucessio convergente. Lurdes Serrazina e Isolina
Oliveira, depois de uma breve referéncia relativa a literatura sobre a aprendizagem
da subtracgdo, analisam a evolugdo do desempenho de dois alunos na resolugdo de
problemas de subtracgao.

Em intervengGes curtas, Graga Cebola e Cristolinda Costa contribuem para a
discussdo apresentando alguns aspectos relativos a aprendizagem das equagdes e
da proporcionalidade. Graga Cebola analisa a evolugdo do desempenho de um
aluno em relagdo a uma mesma tarefa relativa ao tépico "resolugdo de equagdes”.
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Cristolinda Costa descreve a forma como um aluno recorre aos "métodos proprios”
para resolver situagdes de proporcionalidade.

Todas as contribui¢des referidas anteriormente, contribuiram de uma forma
decisiva para envolver os participantes neste grupo numa discussio bastante viva e
interessante em torno dos seguintes aspectos:

- diversidade de desempenho dos alunos perante uma mesma tarefa;

- modelos que os alunos usam para resolver tarefas;

- aspectos multiplos de um mesmo conceito.

Finalmente, foram dados alguns contributos no sentido de clarificar algumas
"implicagdes" para o ensino. Nomeadamente, foram discutidos aspectos relativos a
forma de lidar com os "modelos préprios” dos alunos no sentido de criar condigbes

para a sua evolugao.

Joana Porfirio, Escola Superior de Educagdo de Setibal, Lugar de Estefanilha,
2900 SETUBAL '

As concepcoes dos alunos sobre sucessao convergente:
resultados preliminares

Eduarda Moura, Universidade Lusiada
Maria José Costa, Escola Secunddria de Augusto Gomes

Introduciao

Nesta comunicagdo serdo apresentados resultados preliminares resultantes da
analise de trés das nove entrevistas efectuadas no ambito da investiga¢ao sobre
Sucessdes Convergentes, uma das unidades integradas no Projecto AMECC
(Matos, 1994).

Em Moura e Costa (1995) propusemos fazer o levantamento das concepgoes
alternativas de sucessdo convergente e investigar , por outro lado, as relagdes entre
os conceitos de monotonia e de sucessdo €, por outro, entre os conceitos de
sucessdo e de sucessdo convergente, considerando, ainda, ser necessario estudar as
conexdes existentes entre estes conceitos:

monotonia |—@» ._>

Figura 1. Que conexdes?

sucessio
convergente

Procedimentos

A turma que participou neste estudo era constituida por 26 alunos que
frequentam o Curso do Ensino Secundério desde o 1° ano da generalizagdo dos
novos planos curriculares. Foi pedido ao professor que seleccionasse os 6 alunos a
entrevistar segundo os seguintes critérios:

e frequentassem o 11° ano pela primeira vez, de preferéncia que nio
frequentassem aulas de explicagdes de Matemitica;

* segundo critérios definidos pelo professor, dois dos alunos tivessem ja
demostrado desempenho alto, dois alunc, desempenho médio e dois alunos
desempenho baixo.
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Dos seis alunos seleccionados quatro sio do sexo masculino e dois do sexo
feminino. Nesta comunicagdo os resultados apresentados emergem da andlise das
entrevistas feitas com os dois alunos de desempenho alto e os quais designaremos
pelos nomes de Anabela e Henrique.

Todos os alunos foram entrevistados trés vezes tendo cada uma das
entrevistas a duragio minima de 45 minutos ¢ maxima de 60. A primeira entrevista
ocorreu imediatamente antes de ser leccionado o tema "SucessOes Convergentes", a
segunda imediatamente depois de leccionada a referida unidade e a terceira trés
meses apés a segunda entrevista. Designaremos estas entrevistas por El, E2 e E3.

Dado que um dos objectivos gerais do projecto AMECC € o de investigar a
aprendizagem no contexto escolar (Matos, 1994, pp. 110), os protocolos das
entrevistas foram desenvolvidos tendo em conta ndo sé a revisdo de literatura
(Moura e Costa, 1995) mas também os livros de texto usados pela turma (Lopes et
al., 1993, 1994) e o conhecimento da planificagdo global da unidade, inclusive de
algumas das situagdes a serem trabalhadas com a turma. As situagdes apresentadas
aos alunos durante as entrevistas foram as seguintes:

« (1) Sucessao nao mondtona, limitada e divergente

+ (2) Sucessio definida por ramos, ndo monétona € constante a partir de
certa ordem

« (3) Sucessao decrescente, igual a zero a partir de certa ordem

* (4) Sucessio ndao mondtona, convergente

* (5) Sucessdo crescente e nao limitada

Em cada uma destas cinco situagdes, foi apresentada uma tabela de valores;
nos casos em que os alunos nio fizeram espontaneamente a representagdo grafica
dos valores dados, também lhes foi fornecida essa representagdo. Nos casos (2), (4)
¢ (5) foi também providenciada a expressao algébrica da sucessao.

Na segunda entrevista foram novamente apresentadas as situagdes da
primeira, tendo sido acrescentadas as expressdes algébricas de trés leis de
correspondéncia, nas seguintes condigoes:

+ duas correspondéncias ndo univocas, uma delas definida por ramos;
+ uma sucessio definida por ramos ndo monétona € nao limitada;

Na terceira entrevista foram repetidas todas as situagdes da segunda. Todas as
entrevistas foram semi-estruturadas e os protocolos foram baseados nas seguintes
perguntas:

1. Para cada situagdo:

» (a) Esta situago é uma sucessdo?!;

« (b) Como poderias obter o termo, por exemplo, de ordem 507;

*(c) Qual o comportamento da suicessﬁo quando n aumenta
indefinidamente?

68 V ENCONTRO DE INVESTIGACAO EM EDUCAGAO MATEMATICA

As concepgdies dos alunos sobre sucessio convergente: resultados preliminares

2. Compara as sucessdes em termos do seu comportamento, quando n
aumenta indefinidamente: qual delas tem comportamento mais parecido
com o da situag@o (2)?;

3. Inventa uma sucessio que se aproxime, por exemplo, de 1,5 ;

4. Inventa uma sucessdao que nio se aproxima de nenhum ndmero.

As situages (1) e (3), correspondentes a situagdes em que ndo & possivel ou
seria bastante dificil obter o termo geral, foram escolhidas porque nos interessava
saber aprofundadamente o que os alunos aceitam como sendo sucessdes. Vejamos
as situagoes: '

e Situagdo (1): Com este dado (um dado tetraédrico) fizemos 34
langamentos cujos resultados registimos na seguinte tabela. Imagina
que o dado € langado indefinidamente;

* Situagdo (3): Com este péndulo fizemos a seguinte experiéncia:
Levantamos o péndulo de tal forma que o fio esticado coincidisse com a
marca 90 na régua circular (Figura 2). Seguidamente, largdmos o
péndulo nessa posi¢do. Como sabes o péndulo oscila em torno da marca
0 at€ que pdra. Registimos, entdo, 38 amplitudes correspondentes ao
angulo que o fio do péndulo fez com a direcgao AQ. A partir do
momento que o péndulo para o 4ngulo que faz com AQ &,
indefinidamente, de O graus.

A

90 t 90

oL
B

—

Figura 2. A situagio "péndulo”

Ambas as situagdes aqui descritas foram exemplificadas e quase todos os
alunos fizeram, durante as entrevistas, experiéncias quer com o péndulo quer com o
dado.

Durante uma das entrevistas piloto os alunos insistiram que tanto na situagdo
(1) como (3) o conjunto de nimeros registado nio era uma sucessio porque nao
apresentava nenhuma lei; essa insisténcia levou-nos a aprofundar o significado que
0 aluno atribui a “lei” e a incluir no protocolo da primeira eatrevista a pergunta "e
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o0 que é uma lei?" nos casos em que O aluno recusou aceitar a sequéncia de nimeros
como sucessdo por "ndo ter lei". Tanto esta pergunta como a introdugdo de leis nédo
univocas nas segunda e terceira entrevistas visaram o aprofundamento desse
significado, no sentido de compreendermos o conceito sucessio dos alunos.

Na situagdo (5) a sucessdo em causa, bn=(75x%0.07)n, foi apresentada através
de um problema de juros, vejamos como:

» Se 75 contos forem investidos a uma taxa anual de 0.07 (7%) € os juros
sobre os 75 contos sio acumulados, ao fim de cada ano, numa conta
aberta para o efeito. O saldo dessa conta decorridos n anos € dado por
bpn=(75x%0.07)n.

As situagdes (1), (3) e (5) foram muitas vezes designadas pelos alunos e por
nés durante as entrevistas por "dado”, "péndulo” e "banco", respectivamente. No
Quadro I podemos ver as sucessoes € leis escolhidas para concretizar as situagoes

das entrevistas.

Analise

Com base na transcri¢io das entrevistas realizadas a constitui¢ao de
categorias foi feita seguindo a metodologia de anilise de dados expressa em
Bogdan e Biklen (1994). Nesta comunicagio analisaremos os significados de
sucessdo, comportamento de uma sucessdo "no infinito" e sucessdo convergente
durante as trés entrevistas, E1, E2 e E3, cada uma delas realizada com os alunos
Henrique e Anabela em simultineo.

A decisio de entrevistar os alunos aos pares deve-se ao facto de os sujeitos
que participaram neste estudo serem jovens com idade de 16 anos e com uma
agenda bastante ocupada. O horério da turma ocupava ndo sé todas as tardes até
18:30 como ainda trés manhis; combinado com este horério os alunos prosseguiam
actividades extra-curriculares como musica € desporto, por exemplo. Em face desta
agenda os alunos ficam com pouco tempo disponivel para a colaboragao em outros
projectos, nomeadamente de investigagdo. Com o objectivo de satisfazer a
exigéncia do projecto AMECC (Matos, 1994, p. 114) de que as primeiras ¢
segundas entrevistas fossem feitas imediatamente antes e imediatamente depois do
ensino do conceito em questdo, ficou decidido que os alunos seriam entrevistados
aos pares, agrupados segundo o seu desempenho e garantida a disponibilidade dos
alunos nas alturas certas.

O formato da entrevista em pares resulta em desvantagens e em vantagens;
algumas das desvantagens detectadds foram por nés previstas, como por exemplo,
em certas partes da entrevista um dos alunos poder omitir-se escutando mais do que
falando ou a personalidade de um deles sobrepér-se a do outro ndo deixando que
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este pudesse exprimir a sua opinido livremente. Porém, quando os alunos se
encontravam em desacordo e pediamos a um deles que explicasse ao outro o que
queria dizer, resultaram didlogos interessantes em que 0s entrevistadores estiveram
"quase" ausentes.

Nas duas secgdes que se seguem tentaremos descrever os conceitos de
sucessdo e sucessio convergente revelados pela Anabela e pelo Henrique.

Sucessao e lei

Na primeira entrevista o Henrique afirma que sucessdo ¢ uma correspondéncia
com dominio N; contudo, o conceito que ele deixa transparecer para sucessio €
uma sequéncia de nimeros, obtidos por uma lei, ou uma regra, que transforma
nimeros naturais. Tem de ser possivel "criar uma fungdo" para essa sequéncia de
nimeros constituir uma sucessdo. A situagdo do dado, por exemplo, ndo constitui
uma sucessio: "Isto tinha de ter uma regra, uma lei... S6 que nds aqui ndo
podemos fazer isso, porque [langa o dado] dd resultado [a sorte]...” e ainda "Sim,
56 que eu ndo posso... criar uma fungdo para este tipo, para este conjunto de
solugdo. E impossivel criar uma fungdo para este conjunto...”.

Ambos os alunos tinham a ideia de que uma sucessao tinha de apresentar uma
lei e, quando interrogados sobre o que é uma lei, responderam prontamente como se
ja tivessem pensado nisso, vejamos o Henrique:

Nés sabemos que a Matemética... para interprelar a lei sabemos que a Matemétjca €
um discurso demonstrativo, n'é? E como tal, rege-se de leis para que esse discurso
seja véilido! [que] permite 3 Matemitica fazer... tudo portanto, tudo 0 que pretende
fazer, tudo o que pretende escrever ou demonstrar que seja‘vahdo!.,, E isso que ey
interpreto como lei, € algo que possibilita & Matemdtica criar solugdes vilidas... E
iss0...

e a Anabela :

Pronto entio eu acho que a0 dizer isso [as fungdes tém de ter uma leif tem a ver
com um ndmero... um ndmero quando substituido pela sua fungdo dé uma
imagem, pronto.., e entretanto na mesma fungio SUD'Slilu[da por outro ndmero, vai
dar, pode dar 0 mesmo ndmero, pode dar outro nimero; mas € qualquer coisa,
qualquer processo que hd ali, ou uma soma, uma subtracgdo, uma divisdo ou
multiplicagdo, que dd outro ndmero qualquer!.

A Anabela é clara relativamente ao que pensa ser uma lei: tem de ter uma
. - 1P ¥3
expressdo algébrica que envolva as operagdes que ela conhece e que “dé para

todos os niimeros”.

A visdo de lei do Henrique é menos restrita que a de Anabela. Para o Henrique
na situagao (2) esti definida uma §ucesséo: segundo ele, esta criada uma regra: a lei
que define a sucessdo ndo tem de fornecer uma s6 expressdo para nela serem
substituidos todos os nimeros naturais: "Todos os termos sdo iguais! Quer dizer,
se 0 as, se 0 a]Q, se 0 a2Q, é igual a 7 e se nos dizem que todos os termos sio
liguais a 2] ... eu acho que, que estd aqui criada uma regral...”. A primeira
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reacgio de Anabela 2 situacdo (2) € a de duvidar da legalidade (em Matemética) de
se poder escrever tal coisa:

Podem-se fazer sucessdes com... com nimeros e depois dar o... dar logo 2 partida,
por exemplo, para a ordem a5 o valor... o valor? Eu posso fazer uma sucessdo em
que escreva, sucessdo... uma sucessdo qualquer que nos dé igual a 2, ou n=2
excepto as que tem de ser igual a... eu posso escrever mesmo isto? Isto passa a ser
uma.,, é uma sucessdo, com estas restrigdes?

Tanto a Anabela como o Henrique parecem ter uma ideia do que é préprio
acontecer quando estdo a tratar de "coisas da Matematica”, como se houvesse um
conjunto de regras que lhes permitisse fazer s6 algumas coisas.

Para a Anabela a situagdo (2) podera ser um tipo especial de lei mas nio o que
ele pensava que deveria ser uma lei: "E uma lei com excepgoes! Pois. Mas assim
entdo ndo é lei! Assim com isto, acho que ndo consigo fazer uma lei'. Lei tem
um caracter deterministico, € a transcrigdo de um fenémeno fisico, € algo a que os
nimeros "estdo submetidos" correspondendo a um certo acontecimento que os
determina e que em Matematica é expresso por uma férmula:

N&o, mas eu acho que estdvamos a falar em leis, era a submeter por exemplo, o
n=n+1 [un=n+1], ou isso. Entdo af, nio tinha nada a ver com isto! Ndo &? Aqui
[situagdo (2)] j& estamos a pbr tudo em excepgdes, e a lei que nds estdvamos a fazer
€ sem excepgio nenhuma. Pronto, ou admitimos uma lei que era a lei que ia ser
aplicada a isto, todos os termos sdo iguais a 2, com estas excepgdes, ndo &7 ou senio

Nas segunda e terceira entrevistas, tanto o Henrique como a Ana parecem ter-
se libertado da necessidade de uma sucessdo ter de apresentar uma lei com
caracterfsticas deterministicas: uma sequéncia de nimeros define uma sucessio se
for uma correspondéncia entre niimeros naturais e ndmeros reais. Esta posigédo é
mais visivel na terceira entrevista do que na segunda em que se verifica ainda uma
necessidade de justificar a lei. A Anabela refere-se ao facto de ja ter estudado em
Probabilidades de que quando n aumenta indefinidamente, no caso do "dado", a
probabilidade de sair 1, 2, 3, ou 4 é igual e consequentemente hd uma lei (em
Probabilidades) que rege aquela sucessio:

Apesar de ndo estar muito convencida sei que isto sdio sucessdes e sei que, daqui a
bocado ... daqui ... se isto fosse feito indefinidamente assim ... isto ia dar o
mesmo... ia dar parecido com ... cada vez mais parecido do ... Ora bem, quantas é
que sdo? Sdo 4 entdo ia aparecer quase 0 mesmo ndmero de 1, de 2, de 3 e de 4
porque a sorte € mais ou menos ... é considerada 0,5 ... ndo é7.

Fora esta necessidade de explicar a lei no caso do dado, a Anabela aceita
como sucessdao qualquer correspondéncia entre niimeros naturais e reais nio
deixando de expressar, no entanto, uma certa decepgio que é como que aprovada
pelo Henrique:

Aa,.. niio sei! E que, a mim custa-me aceitar que isto [dado] é uma sucessio embora
saiba que isto € uma sucessio! [E- E porqué? [Porque eu estou habituada a ter tudo
em termos gerais ... estou habituada sempre a fazer o n ... a0 n corresponde um
n+1 ou um n+20 ou um n sobre 2, assim uma coisa ... [e Henrique completa: ] "
Pois ... E aqui...e como neste caso ndo ndo...ndo podemos fter isso, & impossivel!,
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No entanto a posi¢do mantida por ambos na segunda entrevista € a de que
uma sucessio é uma correspondéncia com dominio N, ndo exigindo que a
correspondéncia seja univoca; na verdade todas as correspondéncias que
apresentdmos, univocas ou néo, foram consideradas sucessdes (ver Quadro II),
vejamos o seguinte didlogo:

H- Nio ... sdo sdo sucessoes. Sio tudo sucessdes ...[E2- Todas?];

H- Uma divergente, outra ndo divergente ... mas sdo sucessdes!; [E2- Porqué?]; A-
Bem, eu comego a achar que isto das sucessdes € assim: hd uns nimeros quaisquer

que tém uma correspondéncia a outros nimeros quaisquer ..., [interrompe o
Henrigue] H- Os nimeros naturais. A- Exacto, exacto, nimeros naturais faz
corresponder mimeros reais ... acho que € assim [...].

Esta posi¢do é mantida mesmo depois de lhes ser pedido para fazer a
representagio grafica das sucessdes. Sucessdo € uma colecg@o de nimeros e este
conceito vai ser confirmado e defendido na terceira entrevista em que a palavra lei
esteve omissa. Ndo falaram de leis nem precisaram que a sucessao "tivesse uma lei":

Esta, prontos, é uma sucessdo porque sdo uma sucessio de numeros, -€ que uma
sucessdo podem ndo ser expressa, pode nio ser... nés estamos habituados aquelas
sucessdes [em] que uma pessoa transformam os nimeros, mas pode nfo, pode ser
assim uma coisa deste género [dado}

Na terceira entrevista, a Anabela suspeita que a correspondéncia da sucessdo
tem de ser univoca somente quando faz a representagio grifica da sucessdo: nessa
altura lembra-se que afinal a uma ordem s6 pode corresponder um valor numérico.
O facto de a Anabela se lembrar, através da aparéncia do grifico, que a
correspondéncia tem de ser univoca nio muda a posigdo tomada por Henrique que
continua a defender que as dnicas correspondéncias que ndo sao sucessdes sao
aquelas que tém um dominio que ndo estd contido nos nimeros naturais. No
seguinte quadro resumimos as posi¢des tomadas pelos alunos durante as trés
entrevistas relativamente a sucessio e lei:

_Quadro I1. Sucessoes e leis

sujeito sucessoes ndo sucessdes lei

El | Anabela | banco; sp

dado; péndulo e ap banco, sp e péndulo2

an € lei ¢/ excepgoes

El |Henrigue | banco, spean | dado todas menos dado
E2 | Anabela | todas dominio#N
E2 | Henrique | todas domfnio#N
E3 | Anabela |todasunivocas | ndo univocas; dominio#=N | palavra omissa

E3 | Henrique | todas domfnio ¢ N

palavra omissa
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Comportamento no infinito e convergéncia

Nesta secgdo tentaremos explicitar o que os alunos entendem por:

* comportamento de uma sucessdo quando n aumenta indefinidamente, antes
de terem sido ensinados sobre o que € uma sucessio convergente e,

* sucessao convergente. r

Tentaremos, através desta explicitagdo, dar uma visio da forma de
aprendizagem QO conceito de sucessdo convergente e veremos ainda de que forma
a nogdo de sucessdo que estes alunos tém intervém no significado de convergéncia.

Comecemos por considerar o que € dito pelos alunos sobre comportamento de
uma sucessao no infinito para cada uma das sucessdes apresentadas:

Quadro III. Comportamento no infinito

sucessao comportamento no infinito

"péndulo” mantém-se zero
"dado” variaentre 1, 2, 3, 4

mantém-se no 1, 2, 3, 4

34 (—1)n nao estabiliza = ndo se mantém num nimero
n hd uma aproximagao dos valores
"banco” aumenta sempre
tende para infinito = cada vez vai aumentando, é crescente
1.5; 1.5; 1.5; 1.5;...... estdem 1.5

éde 1.5
ndo se aproxima de 1.5, estd 14

Esta forma de se exprimirem é usada antes de terem pensado no grifico da
sucessdo e ¢ sempre usada nas segunda e terceira entrevistas como parte do
processo de classificar uma sucessdo do ponto de vista da convergéncia.

Além da linguagem acima descrita os alunos fizeram gestos, falaram sobre
linhas das quais a sucessdo se aproximava e fizeram figuras para exprimir o

comportamento da sucessdo. O que foi entendido por comportamento no infinito,
foi descrever quando é que a sucessdo crescia ou decrescia e com que regularidade
o fazia. Parece-nos que a regularidade que exigiam a uma sequéncia de ndmeros
para ser sucessdo € transferida para o processo de descrigio do comportamento no
infinito e, depois da unidade de ensino, para estudar a sua convergéncia.

A forma de descrever o comportamento da sucessdo através de caracteristicas
referentes a monotonia — querendo nés dizer que a descri¢do do comportamento
da sucessdo € feito descrevendo a forma como a sucessio cresce ou decresce e a
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regularidade com que o faz — é um instrumento usado pelos alunos nas trés
entrevistas.

No caso do Henrique detectamos que este aluno na primeira entrevista
defendia uma posi¢do que deixava transparecer a seguinte nogdo: uma sucessio
quando decresce (cresce) entdo diminui (aumenta) até infinito. No caso da sucessao
da situagdo (4) o Henrique procurou descrever o comportamento da sucessio
através de duas subsucessdes, a dos pares e a dos impares: depois de ter descoberto
que uma das sucessdes crescia enquanto a outra decrescia, conjecturou que ambas
se encontrariam e depois continuariam uma a crescer € outra a decrescer:

Mas € que dé sempre [argumentando com Anabela], porque ... Se isto € ... uma
infinidade de vezes, isso obrigatoriamente tem de acontecer ... portanto € 6bvio que
... se eles aqui mantém esta diferenca e portanto se um vai aumentando e outro vai
diminuindo portanto o 0 e o 0.1 ndo é7... Obviamente que depois ... depois de
passar de ambos serem iguais de ambos ... da diferenga ser, portanto seja nula,
depois vdo continuar a... pela mesma ordem que aqui estiol... Ou seja, um aumenta

e 0 outro diminui!...

Na primeira entrevista o Henrique nio imaginava que uma sucessdo pudesse
crescer indefinidamente e ser a0 mesmo tempo limitada uma vez que defendeu esta
nogdo repetidas vezes argumentando com a Anabela; esta, apesar de afirmar
compreender o que ele queria dizer e até concordar com o raciocinio, sabia que
apesar de uma sucessdo estar sempre a aumentar podia ser limitada. O argumento da
Anabela a rebater a ideia do Henrique de que as duas subsucessdes se encontrariam
e depois se afastariam, foi sempre de natureza algébrica:

Se dividires aqui por um n° muito grande, um a dividir por um n° muito grande vai
dar um n° muito pequenino, ndo &? Depois a continuar a dividir por um n° muito
grande de ordem seguinte vai continuar a dar um n° pequenino e até ainda mais
pequenino ... vai ser diferenga s6 dos sinais, um vai ser positivo outro vai ser
negativo! [H- Sim!]. Assim sendo vais sempre subtrair ou somar um n° diferente,
ndo &7 Se sabes que um a dividir por n dd um n° infinito de ndmeros ... [...JE agora
faz outra vez a diferenga porque vais verificar € que a diferenga deste para este vai
ser maior do que a diferenga deste para este, vai ser sempre a diminuir! Mas ndo se
chegam a encontrar, nio se conseguem chegar a encontrar porque os ndmeros vio
sempre existir, apesar de, ui! ndo haver mdquina de calcular para eles, percebes?, vio
continuar sempre ... um a dividir por qualquer coisa vai dar sempre um nimero
cada vez menor!... Como & que eu te hei-de explicar, espera ai!... Um a dividir...

O Henrique, mesmo nas duas dlitimas entrevistas, em que ja aceitava que uma
sucessdo pudesse ser crescente e limitada, continuava a insistir que tinha razdo no
seu raciocinio: apenas nao tinha admitido a hipétese da sucessdo, apesar de estar
sempre a crescer ¢ do conjunto das imagens ser infinito, ter um "tecto”, uma
"barreira”.

Em qualquer dos casos, para a 'Anabela ¢ o Henrique, ver como a sucessio
cresce ou decresce constitui um instrumento para conhecer o comportamento da
sucessdo e nas duas dltimas entrevistas para as classificar de convergentes ou

divergentes, como veremos adiante.
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No Quadro I'V expomos alguns exemplos de gestos e ex pressdes usados pelos
alunos para expressar o comportamento da sucessio. Seguidamente, apresentamos
figuras feitas por ambos os alunos para descrever o comportamento das sucessdes
apresentadas.

Quadro IV. Gestos e expressoes

sucessio exemplos de gestos e expressoes

péndulo | «H- Mantém-se no mesmo nimero depois fica sempre assim... oscilagdo...
pois fica sempre vai assim mantém-se sempre em zero
A- E [faz gesto com o l4pis indicando linha horizontal] "

dado *"vai também andar por aqui a saltar" [faz £esto para cima e para baixo)

4 ﬁ *Ao que parece eles estdo-se a aproximar até chegar uma linha! [Figura 3.]

n [ *Vai-se continuar por aqui...e depois até o meu lapis poder fazer isto [anda
com o lépis para cima e para baixo a oscilar de cada vez menos] porque eu
ndo consigo fazer, é assim [desenha no  gréfico que lhe demos |

banco *Mas é sempre 5,25 + 5,25 + 5,25 ... Por isso vai ser assim uma recta, por af

1E i 5
fora! E isso!... Mantém-se sempre a aumentar, mas ... assim constante! [faz
gesto com o l4pis no ar a subir, a desenhar uma Tecta, a0 mesmo tempo que
sibila como se um foguete subisse no ar].
*“Mas vai ser constante, vai-te constante ’(i.é aumenta com acréscimo
constante).

. Nos gestos e expressdes e nas figuras estd presente a linguagem, que na
literatura é chamada de dindmica, e que os ajuda a expressar o que querem dizer
sobre 0 comportamento da sucessio no infinito.

Ao nivel da segunda entrevista as representagoes graficas feitas por estes
alunos ainda sdo continuas como se desenhassem funcdes definidas em R; ja na

terceira entrevista os graficos sio desenhados de forma discreta e os alunos
mostram grande facilidade em os fazer.

AV —

Figura 3. Aproximar uma linha
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As figuras usadas pelos alunos para expressar o comportamento no infinito
das sucessdes sdo outro indicio da confirmagao da nossa ideia de que o modo como
uma sucessdo cresce ou decresce € um poderoso instrumento de andlise para o
aluno. Relativamente a situagdo (4), Anabela diz a medida que desenha: "Ao que
parece eles est@o-se a aproximar de chegar a uma linha':

E o Henrique, mesmo depois de lhe apresentarmos a representagio grafica dos
primeiros 34 termos da situagdo (4), insiste na sua teoria das subsucessdes que se
afastam a medida que n aumenta indefinidamente e desenha por cima do grafico
que lhe demos:

Figura 4. Crescente até ao infmito

Tanto o Henrique como a Anabela hesitam, mesmo na terceira entrevista, em
aceitar como convergente uma sucessao constante a partir de certa ordem:

A- Sim, claro! Convergir ... convergir € mesmo ... tender para ... mas nio chegar!

H- S6 que neste caso aqui por exemplo, aqui chega! [péndulo]

A- Pois chega, essa € a minha divida, ndo sei se ...

[E- E agora esta aqui, é convergente, a do péndulo?]

H- Pois, mas era isso que nés estdvamos a ver ... Porque ndés nio sabemos se o
convergir implica chegar a ... a esse valor.

Relativamente a situagdo do péndulo, a posi¢cdo que os alunos defendem é
interessante: apesar de considerarem que esta converge para zero porque vai a
decrescer até zero, de vez em quando hesitam, porque a sucessio “ndo sai de 0” a
partir de certa ordem; se nio fosse a caracteristica da sucessio decrescer até zero
com uma certa regularidade (a regularidade dada pela lei fisica que, segundo os
entrevistados, define a variag?lo medida) os alunos provavelmente considerariam a
sucessdao ndo convergente:

H — E que aqui hd uma aproximacio de valores, para zero, no é?

[E- Entdo para convergir tem que haver aproximagdo, é isso que estamos aqui, que
estao a tentar dizer?]
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H — Tem que haver uma aproximagio, mas neste caso nio ¢ uma aproximacgio &
um valor exacto, € isso.

Na segunda e terceira entrevistas os alunos, quando interrogados sobre
convergéncia de uma sucessdo, comegam por descrever o comportamento da
sucessdo no infinito tal como na primeira entrevista. Podemos também notar que
usam um certo conhecimento sobre procedimentos para discernir sobre a
convergéncia das sucessdes apresentadas e usam esses procedimentos, juntamente
com o tipo de sucessio, para decidir sobre a sua convergéncia. Exemplo de tais
procedimentos sao: uma sucessio quando converge é para um s6 valor e a sucessio
(-1)M € uma sucessdo divergente porque as subsucessdes "n par” e “n impar" "nio
t8m a mesma convergéncia";

A- Mas s6 uma coisa ... divergir é convergir para dois nimeros entdo, nio &?

H- Oh Anabela ... por exemplo ... -1 senpare | se n é fmpar ... € divergente, nio
converge para um ndmero, pois ngo?

A-Nio ...

H- Isto € que € uma sucessio divergente!

Estes dois procedimentos foram usados por ambos para argumentar sobre a
convergéncia das sucessdes com ramos, mesmo que algumas vezes os “ramos”
correspondessem a um nimero finito de termos.

Para distinguir as situagdes de sucessdes mondtonas limitadas das nio
limitadas, os alunos usaram a nogdo de "tecto” ou "barreira”. Foi assim que

e . < 1 z
distinguiram as sucessGes "banco” e 3——, ambas crescentes: "S6 que esta [banco]
n

sobe sempre sem nenhum tecto, sobe sempre sem nenhum tecto e esta sobe sempre
com tecto”. A Anabela esclarece estes termos usando quase a defini¢ao formal de
convergéncia, embora nio distinga bem entre essa definigdo e a definigdo de
sucessdo limitada: o que ela pretende é enquadrar os valores, no caso de estes se
encontrarem "a tender” para algum nimero.

O raciocfnio que eu fiz aqui foi que a0 3 somando ou diminuindo, nunca se
conseguia atingir o 3 mas fa sempre para 14, e conseguia definir uma vizinhanga a
partir da qual todos os nimeros, a partir da qual todos 0s nimeros estavam a0 lado
do 3 a menos de 0.0..., t4 bem nesta também consigo definir uma vizinhanga, mas. .
8¢ eu puser uma vizinhanga...oops, calma!

Imaginando-nos no lugar de um aluno poderiamos resumir a sua posigio sobre
sucessOes convergentes da seguinte maneira:

* Se a sucessdo € definida por uma “férmula” entio "¢ ficil”: basta ver para
que ndmero tende ou de que linha o grifico se aproxima, para que linha é que o
grifico vai; se tal nio acontece entio é porque a sucessdo aumenta sempre (num
sentido global) mas sem “tecto” em oposi¢do a uma sucessdo que aumenta sempre
mas com “tecto” e que é convergente.
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* Se a sucessdo é definida por ramos entdo a sucessio (-1)1 é o modelo de
sucessdo divergente: se a sucessdo admite subsucessdes “que t€m a mesma
convergéncia”, a sucessdo é convergente; caso contrario, € como a sucessdo (-1) e
¢ divergente.

« O caso da sucessdo constante a partir de certa ordem € tratado a parte
porque esta nio tende — “é”, “esta 1a” — o grafico ndo se aproxima de nenhuma
linha e por isso os alunos ndo se sentem confortiveis para a considerar
convergente.

Parece-nos nio exagerado afirmar que os alunos decidem sobre a
convergéncia de uma sucessao com base na tipologia da sucessdo, a saber: se estd
definida por ramos, se € constante, se é constante a partir de uma certa ordem, ou se
¢ dada por uma sé férmula. Além de considerarem o "género" da sucessdo, os
alunos comegam por determinar de que forma a sucessio cresce ou decresce para
verem qual € o “ponto” para o qual a sucessao tende.

A nog¢do de sucessdo limitada, permitindo ao aluno arranjar uma vizinhanga
que "englobe” a sucessio a partir de certa ordem, ajuda-o a diferenciar sucesses
em termos de convergéncia; permite, por exemplo, distinguir entre a do "banco” ¢ a

1 "n 1"

3-—, porque esta "cresce com um tecto", logo passa a ser convergente em vez de
n

“crescer sem tecto” e tender para mais infinito.

Como despertar para o infinito?

A laia de conclusio podemos adiantar que, nesta investigagdo, foram
vislumbradas dimensdes ndo aprofundadas na literatura, nomeadamente: a escolha
de um método, por parte dos alunos, para decidir sobre a convergéncia de uma
sucessdo associado, a0 modo como a sucessdo esta definida e a forma como esta
decresce ou cresce.

Os métodos até agora explicitados revelam que os alunos resolveram com
grande eficiéncia quase todas as situagdes apresentadas, embora fosse desejavel
que despertassem para o infinito, isto €, que reconhecessem que as implicagdes da
frase “quando n tende para infinito" passam por considerar que o comportamento
da sucessdo no infinito é caracterizado por gualquer segmento final e ndo por um
qualquer segmento inicial, independentemente da ordem de grandeza deste.

Podemos sugerir que a sucessdo constante a partir de uma certa ordem tem um
papel neste despertar: ndo a classificaram na tipologia "sucessio de valor constante
k, é convergente para k".

Dado que as noc¢des do que € uma sucessdo sdo transferidas para a
investigagdo para decidir sobre a convergéncia da mesma, serd, talvez, benéfico que
os alunos contactem na sala de aula com situagdes reais — como a situagio do
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péndulo e do dado, ou seja, com sucessdes definidas por outros meios que nio
algébricos e interpretadas nas entrevistas como definidas por leis "ndo perfeitas”, Os
grificos das sucessdes revelaram-se instrumentos que ajudaram no discernimento
de que uma correspondéncia para definir uma sucessio tem de ser univoca.

Para terminar colocariamos uma pergunta: Que concepgdes do infinito tém os
alunos? Nesta investigagio as concepgOes de infinito reveladas foram
contextualizadas na situagdo das sucessdes: "o n tende para infinito", "infinito é o
resultado de uma sucessdo crescente — aumentando sempre”. Talvez despertar

para o infinito torne as concepgdes de infinito catalogadas na revisiio de literatura
mais explicitas.
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A aprendizagem da subtraccio

O case do Miguel e da Catarina

Maria de Lurdes Serrazina, Escola S uperior de Educacdo de Lisboa
Isolina Oliveira, Escola Bdsica 2,3 Damido de Gois

Esta comunicagio refere-se ao estudo da aprendizagem da subtracgdo que
estd a ser realizado no 4mbito do projecto AMECC!. A revisio de literatura
subjacente a este estudo foi apresentada no V SIEM2. Foi também ai analisada uma
categorizagdo das situagdes aditivas e subtractivas.

A metodologia do estudo consistiu na realizagdo de trés entrevistas
individuais a seis alunos que estavam a frequentar pela primeira vez o primeiro ano
de escolaridade. A primeira entrevista teve lugar antes da subtracgao ter sido
formalmente abordada pela professora, a segunda imediatamente a seguir a essa
abordagem e a terceira trés meses depois. As entrevistas foram audio e video-
gravadas e posteriormente transcritas.

Aqui vamos apresentar duas situagdes escolhidas pela riqueza de
procedimentos revelados palas criangas.

As situagdes que selecciondimos para esta comunicagdo (integrada num grupo
de discussao) sao;

* Mudar juntando — falta o fim — é uma das situagdes aditivas mais simples.

Exemplo: O Pedro tinha 4 rebugados. A Ana deu ao Pedro mais 5 rebugados.
Quantos rebugados tem o Pedro agora?

* Tornar igual — diferenga desconhecida — ¢ uma situagdo subtractiva.

Exemplo: A Susana tem 8 berlindes. O Pedro tem 3 berlindes. Quantos
berlindes tem o Pedro que ganhar para ter tantos como a Susana?

Nesta comunicagdo apresentdamos um video das situa¢des acima descritas das
entrevistas realizadas a dois alunos, e os participantes foram convidados a visiona-
lo. Propusemos ainda que apés o visionamento a discussio se centrasse nas
seguintes questdes:

* Que estratégias foram utilizadas por cada um dos alunos?
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Ha diferengas/semelhangas nas estratégias usadas na primeira, segunda e
terceira entrevistas?

» Ha consisténcia na(s) estratégia(s) que as criangas usam?

* Os sistemas de signos (por exemplo, a representagdo utilizando os dedos) sao
facilitadores ou inibidores do raciocinio?

¢ Que aspectos ndo cognitivos ressaltam da situagdo de entrevista? De que
modo interferem na resolugdo das situagdes?

Descricdo das situacdes

Mudar juntando — falta o fim

Miguel

Perante uma situagdo do tipo: “O Pedro tinha 4 berlindes, deram-lhe 5, com
quantos ficou?”, nas trés entrevistas o Miguel resolveu a situagdo através de
contagem um a um, comec¢ando sempre a partir do 1. Contou cada um dos
conjuntos e depois voltou a contar todos novamente. Quando solicitado fez o
registo 44+5=9. A estratégia usada pelo Miguel, em todas as entrevistas foi a da
modelagio directa (Bergeron e Herscovics (1990) em que os objectos foram usados
como representacdes directas dos entes do problema.

Catarina

Na primeira entrevista a Catarina resolveu uma situagao do tipo: “A Barbara
tem 6 bombons. A Ana deu a Barbara mais 7 bombons. Quantos bombons tem a
Bérbara agora?” por contagem um a um, isto €, contou seis berlindes, depois mais
sete e, por fim, contou-os todos juntos. Na segunda entrevista comegou por fazer o
registo escrito 6+3=9 e, de seguida, procurou materiais disponiveis para contar de
modo idéntico ao da entrevista anterior. Na entrevista realizada trés meses depois a
Catarina nao procedeu a modelagio directa, e apds ser confrontada com a situagao
respondeu quase de imediato “dezanove” e depois registou 15+4=19.

A Catarina usou procedimentos de solugio diferentes ao longo das trés
entrevistas, conseguindo sempre com facilidade resolver a situagdao Mudar
Jjuntando — falta o fim.

Tornar igual — Juntar a diferenga desconhecida

Miguel

Na primeira entrevista para a situagdo “tu tens 5 berlindes e o teu amigo
Ricardo tem 8, quantos tu tens de ganhar para ter tantos como ele?” o Miguel
contou por duas vezes e deu uma boa resposta.

A aprendizagem da subtrac¢do

Na segunda entrevista, numa primeira situagdo de comparar, transcreve-se
parte do didlogo mantido entre a entrevistadora (E) e o Miguel (M):

E: Tu tinhas 4 cubinhos azuis e o Fibio 7 cubinhos verdes. Quantos tu tens a menos
que ele?

M: Tenho 4

E: Tu tens 4 e ele tem 7

M: Tenho menos 1

Mostrou-se desinteressado. Mas a entrevistadora continuou:

E: Pronto. Tu tens esses 4 cubinhos e o teu amigo Fébio tem esses 7. Quantos é que
tu tens de ganhar para ficares com os mesmos que ele? ’

M: (fez a contagem, contou 7, separou 4) 3

Questdes afectivas parecem estar presentes. Bastou mudar a pergunta
“quantos tens a menos que ele?” para “quantos tens de ganhar?”’, para o Miguel
se voltar a interessar pelo problema e o resolver correctamente. Este facto esti de
acordo com os resultados da literatura (Nunes e Bryant, 1996), em que se considera
a situagdo apresentada ja ndo é a mesma, isto é, de uma situagdo de Comparar
passou-se para uma de Tornar igual, que ¢ mais facil.

Na terceira entrevista na situagdo (15,8) o Miguel conta um a um até 15.
Depois conta um a um até 8 e responde 3. Questionado pela entrevistadora o
Miguel retoma a contagem e a terceira vez consegue resolver a situagao.

Mais uma vez, em qualquer das entrevistas, a situagio é resolvida recorrendo 2
contagem e através da modelagio directa.

Catarina

Na primeira e na segunda entrevistas a Catarina recorreu i modelagao, aplicou
o conhecimento da equivaléncia de subconjuntos e respondeu bem para a situagio:
“A Ana tem 8 bonecas. A Bérbara tem 5 bonecas. Quantas bonecas a Barbara tem
de ganhar para ter tantas bonecas como a Ana?”’.

Na terceira responden quase de imediato “sete” para a situagao (12,5) — e
tentou a representacdo escrita, registando 12+7=12.

Neste tipo de problemas, a Catarina consegue resolvé-los recorrendo i
correspondéncia um a um, que em certa medida é sugerida pela questdo colocada.
No entanto, tem dificuldades na escrita formal, como se pode verificar na situagio
da terceira entrevista. A Catarina resolveu-a mentalmente com facilidade mas o
mesmo ndo aconteceu quando tentou representar simbolicamente a situagio.

Discussio

Da anilise do video e da discussdo surgida foram evidenciados alguns
aspectos que se podem resumir do seguinte modo:
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Ao longo das trés entrevistas o Miguel utiliza preferencialmente estratégias de
contagem, que se podem enquadrar na “modelagio directa”.?

O que é facto € que ele resolve as situagdes com a ajuda dos materiais e muitas
vezes por tentativa e erro, mas chega a uma solugdo verbal.

Foge ao registo, por dificuldades na escrita dos nimeros, ndo sé no trago
como na identificagdo dos mesmos. Por exemplo, na ultima entrevista, tinha que
perguntar sempre como se escreviam os nimeros quando maiores que 10. Duma
forma perfeitamente a vontade registava a situagdo e perguntava “12 é um 1 e ?”
Obtida a resposta completava os registos.

Neste aspecto € de salientar uma evolugdo da segunda para a terceira
entrevista, onde se verificam mais registos € com uma maior correc¢do na escrita

(menos inversdes).

A Catarina comega por recorrer a utilizagdo de materiais para resolver as
situagOes, na primeira entrevista, na segunda usa-os como meio de confirmagdo do
que ja registou por escrito e na terceira abandona por completo o recurso aos
materiais.

Se na primeira entrevista nunca recorre a escrita simbdlica, na segunda e na
terceira, apos a aprendizagem formal, a aluna usa-a com frequéncia para representar
as situagdes, embora nem sempre com facilidade.

Ao longo das trés entrevistas observa-se uma progressao, podendo afirmar-se
que se na primeira a aluna se mantinha no nivel I das estruturas conceptuais de
adigdo e subtracgdo?, também usava ja procedimentos caracteristicos do nivel II, isto
¢, conduzia os processos de solugdo tendo uma contagem abreviada da soma
comegando essa contagem na primeira parcela. Em determinadas situagbes (nao
discutidas nesta comunicagdo), durante a terceira entrevista, a aluna consegue
chegar a solugdo através de factos deduzidos, usando factos numéricos que ja
conhece como passos intermédios, o que corresponde a procedimentos de nivel II1.

Em suma, ao longo das trés entrevistas observa-se que a Catarina vai
desenvolvendo a compreensao dos conceitos de adigdo e de subtracgdo, tornando-
se capaz de usar os diferentes sistemas de representagio e coordenando estratégias
que lhe permitem lidar com as situages que envolvem esses conceitos.

"
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A aprendizagem da subtrac¢do
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Grupo II. Capacidade de matematizacio

Dinamizadora: Ana Paula Mourio

O segundo grupo de discussdo tinha como objectivo principal, no 4mbito das
aprendizagens dos alunos, o debate de problemiticas e metodologias de
investigagdo particularmente relacionadas com a capacidade de matematizagio, nas
suas vertentes de abstracgdo, visualizagio, interligagdo de representagdes e
modelagio.

O grupo reuniu sempre em plendrio e o debate, que se desenvolveu em trés
sessoes de trabalho ao longo dos dois dias do encontro, contou com uma
introdugdo muito curta ao tema de discussdo, com a apresentagio de comunicagdes
orais, seleccionadas de entre as inicialmente oferecidas no 4mbito do encontro,
intervengdes curtas convidadas e o envolvimento dos participantes.

Desenvolvimento dos trabalhos

Introdugao

Poderfamos pensar na capacidade de matematizacdo, de uma forma simplista,
como a capacidade de trazer a Matemdtica para o dia-a-dia, isto é, de introduzir
num qualquer contexto ou situagio ndo matemiticos pensamentos ou métodos
matematicos (raciocinios, leis, conceitos, simbolos, ...). Esta introdug@o poderia
assumir diferentes niveis de sistematizagao dependendo da intencionalidade com
que a Matemdtica ¢ trazida para ... — por exemplo, ao ordenar, organizar e ou
estruturar uma situagao, a matematizagio pode estar presente de uma forma nio
intencional e, neste sentido, todos matematizamos ainda que possamos estar
inconscientes do uso que fazemos da Matematica. Fardo parte integrante do
processo de matematizagdo estes ordenar e organizar do dia-a-dia ou seri que s6
podemos falar de matematizagio quando pensamos matematicamente as situagGes
de uma forma deliberada ou quando Jazemos matemadtica'?

Estas ideias sugerem um conjunto de questdes que, ao serem colocadas no
inicio deste debate, pretendem servir um objectivo duplo: contribuir para uma
eventual clarificagio de terminologias e orientar a discussio no sentido de
identificar problematicas de investigagdo e possiveis metodologias a usar.
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Um primeiro grupo de¢ questdes poderia ser organizado em torno de uma
procura de significados e interpretagdes de termos que surgem, de uma forma
natural, em qualquer discussdo do tema em causa — O que se éntende por
capacidade de matematizagcdo?, Serd o mesmo que pensar matem’attcamente (3u
que raciocinio Matemdtico? Ao termo pensar matematlcameflte sdo
frequentemente associados virios outros termos, como form.ulagf“lo de conjecturas,
argumentagio, particularizagdo, generalizagdo, sistematizagio e ouu?s, que
traduzem processos que o individuo pode desenvolver quando envolv1dc? em
actividades matemdticas. Serdo estes processos raciocinios matemdticos ou existira
apenas um raciocinio matemdtico que resulta, em cada momento, da combinagio
destes processos? . .

Um outro aspecto, directamente relacionado com a questio anterior, diz
respeito a abrangéncia do tema — Especificaram-se vertentes da capamdafie de
matematizagido: abstrac¢do, visualizagdo, interligacdo de representagdes e
modelagdo. Serdo estas vertentes dnicas?, que relagdo existe entre estas vertentes e
os processos acima referidos?, que processos cognitivos sdo exigidos aos alunos no
desenvolvimento de tais vertentes? ‘

Um segundo grupo de questdes surge de interesses e ou necessidades de
investigagdo e pode envolver, entre outras, as seguintes formulagdes — A
capacidade de matematizagdo pode ser ensinada e/ou desenvolvida na escola?,‘ qual
a contribuigio da matematica escolar para tal desenvolvimento?, como medir (se
isso interessar) esse desenvolvimento?, o que se tem feito em Portugal, nesta 4rea?,
como t&ém sido divulgados os resultados de investigagio?, qual o impacto que estes
resultados tém tido na comunidade de Educagao Matematica?, tem existido alguma
interacgdo entre os resultados de investigagBes nacionais e o curriculo ou a
formagao de professores?

Comunicagdes orais

As trés comunicagdes orais inseridas neste grupo, cujas apresentagdes e
subsequentes debates ocuparam grande parcela do tempo destinado aos trabalhos
do grupo de discussdo, foram introduzidas em momentos distintos de reuniio do
grupo. Serdo referenciadas aqui de uma forma muito breve pois os seus textos
podem ser consultados neste mesmo volume.
,  Paulo Afonso apresentou um estudo exploratério, elaborado conjuntamente
com Candida Moreira, sobre o papel das video-gravagdes no desenvolvimento de
estratégias metacognitivas de futuros professores de Matematica enquanto
resolvedores de problemas. Os resultados apresentados apontam para uma
influéncia positiva do uso do video no desenvolvimento das capacidades de pensar
sobre o pensz;r e de resolver problemas. Esta comunicagdo suscitou algumas

Capacidade de matematizacio

questdes gerais sobre resolugdo de problemas e formagdo de professores — como
por exemplo, que formagdo especifica dar aos futuros professores de modo a que
estes se revelem bons resolvedores de problemas?, ou quanto tempo € necessario
trabalhar com os professores de modo a que estes adquiram habitos
metacognitivos? — e outras questdes mais especificas sobre o papel mediador que
0 video pode desempenhar no desenvolvimento de processos de auto-avaliagdo.

Isabel Amorim, na sua comunicagéo, analisou o papel da folha de calculo como
amplificador conceptual ou organizador conceptual da actividade de alunos do 11°
ano de escolaridade quando estes se encontram envolvidos' na exploragio de
problemas de modelagio matematica. Um dos resultados apresentados pela autora
salienta a ideia de que a folha de cilculo funciona como amplificador conceptual ou
organizador conceptual dependendo das caracteristicas pessoais dos alunos, da
hatureza do problema, das interac¢es entre os elementos do grupo de trabalho e
das interacg¢Ses com a ferramenta computacional. No final, foram levantadas
algumas questdes em torno dos conceitos de amplificador conceptual e organizador
conceptual e do papel que o computador e, particularmente, a folha de cilculo
podem assumir junto destes conceitos.

Maria Isabel Coelho apresentou um estudo sobre processos de resolucdo de
problemas revelados, por alunos do 6° ano de escolaridade, durante a resolugdo de
problemas, que envolviam conceitos relacionados com quadrilteros e simetrias,
com o auxilio do Cabri-géométre. Além da identificagdo e interpretacio dos
processos evidenciados a autora analisou as interacgdes estabelecidas entre os
alunos e destes com o software e o papel deste iltimo como facilitador da
aprendizagem. Esta apresentagdo suscitou algumas questdes especificas sobre o
software em si — algumas particularidades técnicas sobre o seu funcionamento- e
sobre o seu potencial como organizador ou reorganizador conceptual,
particularmente de conceitos geométricos.

Debate e intervengées curtas

O tempo ocupado pelo debate nio directamente relacionado com as
comunicagdes apresentadas nio foi muito e nem sempre revelou o mesmo nivel de
dinamismo. Nalguns instantes, parece ter mesmo surgido, entre os presentes, uma
certa sensag¢do de dificuldade de envolvimento denunciada numa ou noutra
expressdo interrogativa que parecia querer perguntar por onde comegar?, como
responder as questoes inicialmente colocadas?. No entanto convém salientar que
s¢ a abordagem a algumas questdes iniciais foi superficial o mesmo nio aconteceu
em relagdo a outras. Para este facto contribufram muito significativamente as
intervengdes curtas convidadas que a seguir se sintetizam.
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Conceig¢do Costa explorou diversas vertentes de um dos proc.esso-s uszildous n(,)
pensamento matemético — a visualizagdo. Como a Geometria, a visualizagdo "estd
relacionada com os mais diversos ramos da Matematica” e é multifacetada — com
raizes na Matemdtica e com aspectos histdricos, filoséficos, psicolégicos,
pedagégicos e tecnoldgicos importantes (Zimmermann e Cunningham, 1991). O
termo visualizagdo tem diferentes conotagdes ou significados, onde ressaltam
diferentes modos de pensamento visual-espacial e € sempre considerado de grande
importincia. As definigdes e as reflexdes sobre visualizagdo a seguir aPreser}mdzis,
evidenciam esses diferentes significados ligados quer a Matematica, a investigagao
cientifica, a Educagdo Matematica e a Psicologia:

* "visualizagdo € um processo pelo qual as representagdes mentais ganham
existéncia” (Dreyfus, 1991).

* "visualizag¢do é o processo de formar imagens (mentalmente ou com papel e
lapis ou com a ajuda do computador) ¢ usar tais imagens adequadamente para
descobrir e compreender Matemdtica”" (Zimmermann e Cunningham, 1991).

¢ "o termo visualizagdo cientifica ¢ comummente corrente para o uso da
tecnologia grafica do computador” (Cunningham, 1991).

* "visualizagdo do ponto de vista da educagdo matemdtica inclui duas
direcgdes: a interpretagdo e compreensdo de modelos visuais e a capacidade de
traduzir em informagdo de imagens visuais o que € dado de forma simbdlica”
(Dreyfus, 1991).

* "a visualizagdo € uma das grandes componentes das tarefas espaciais, e €
definida como a compreensao e a execugdo de movimentos imaginados de objectos
no espago a duas e a trés dimensdes” (Bishop, citado em Clements e Battista, 1992).

* "visualiza¢do € a ac¢do de "ver" mentalmente tanto objectos concretos (uma
cadeira, uma mesa ...) como conceitos abstractos (paz, esperanca, fungio
matemdtica) e pode ser o resultado de diferentes estimulos visuais, por exemplo
representagdes graficas” (Mariotti e Pesci, 1993).

« "visualizagdo € a relag¢do entre imagens” (Solano e Presmeg, 1995).

* "o sentido espacial joga um grande papel no raciocinio matematico e também
o termo sentido espacial tem sido conhecido por uma variedade de outras
classificagdes desde visualizagdo espacial, raciocinio espacial, percepg¢ao espacial,
imagética visual ou rotagGes mentais” (Wheatley, 1990).

Parece entdo importante clarificar os conceitos, as representagdes, 0s
processos, as capacidades espaciais, as competéncias de visualizagio envolvidf)§ no
pensamento visual-espacial usado pelo aluno quando executa tarefas especllflcas
para a aprendizagem da Matemadtica. Interessa saber: serd que as competéncms.de
visualizagdo sdo ensinaveis ¢ podem ser melhoradas com a pratica?; em que medida
as concepgles que os professores da escola elementar t€ém sobre a Matematica e
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sobre o que € ensinar Matemitica interferem no seu envolvimento em tarefas que
dao enfase ao raciocinio visual-espacial?, como vio influenciar o envolvimento dos
alunos?; que tipo de formagio dar aos professores da escola elementar de forma a
convencé-los da funcionalidade de representagOes particulares para favorecerem a
aquisi¢do de capacidades, a construgao de conceitos ou mesmo o melhoramento de
certos processos de pensamento?

Num outro momento, José Manuel Matos partilhou com o grupo uma
perspectiva de criagdo/desenvolvimento da Matemdtica como um processo social
que nao se desenvolve de uma forma isolada mas que acontece em contextos e/ou
comunidades. Contribuem para esse processo varidveis pessoais de cada individuo
participante — as suas experiéncias, cognigdes, intui¢des, emogoes, ... -, aspectos
culturais e sociais de cada comunidade e aspectos intrinsecos a prépria Matematica,
entre outros. Neste processo é il considerar duas vertentes nas quais todos estes
aspectos e varidveis se interrelacionam — o raciocinio matematico e a actividade
matemadtica.

Dreyfus (1991) caracteriza o raciocinio matematico referindo-se a dois tipos de
pensamento matemdtico — o pensamento matematico avangado e o elementar —
distinguindo o primeiro do segundo pela sua complexidade e pela forma com que se
lida com essa complexidade — através dos processos de representacdo e
abstrac¢ao. Segundo este autor, quando falamos sobre qualquer objecto ou
processo matematico, cada um de nés relaciona-o com algo que tem em mente —
uma representagao mental do objecto -, e quando comunicamos com outros usamos
representagoes simbdlicas externas, escritas ou faladas; os simbolos permitem tornar
explicitos conhecimentos pessoais implicitos — os significados. As representagoes
mentais sdo talvez mais importantes que as simbélicas para a aprendizagem e
pensamento matematicos. A representagio mental refere-se a esquemas internos
que o individuo usa para interagir com o mundo exterior o que podera significar a
possibilidade do individuo criar vérias representagoes mentais diferentes para um
mesmo conceito matemadtico. O sucesso das aprendizagens matematicas esti
relacionado com representagbes mentais ricas dos conceitos e, por seu turno, uma
representagao mental, de um dado conceito, é rica se contiver muitos aspectos
relacionados desse mesmo conceito. Como, entido, identificar e analisar as
representagdes mentais de conceitos matematicos junto dos alunos?, como
enriquecer essas representacdes mentais de modo que a aprendizagem seja cada
vez mais significativa?

Relativamente 2 segunda vertente, Fischbein (1978) refere que a actividade
matematica envolve trés componentes: a formal, a algoritmica e a intuitiva. A
componente formal diz respeito as definigdes, teoremas, axiomas, leis,
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demonstra¢des, que permitem exprimir os conceitos matematicos através de
proposi¢des consideradas adaptiveis a todas as circunstincias; a componente
algoritmica envolve as competéncias que sido adquiridas através de treino
sistematico € que permitem uma certa economia de pensamento ao adaptar um
conjunto de procedimentos a situagdes problemdticas; finalmente, a componente
intuitiva que diz respeito aquelas cogni¢des que nos aparecem como evidentes por
si proprias, e onde a imaginagdo, a visualizagdo e experi€ncias anteriores
desempenham um papel fundamental. A actividade matemdtica ocorre em
interacgdes sociais, por exemplo, num contexto de sala de aula. Como, em termos de
investigagdo, considerar as diversas varidveis intervenientes (sociais/individuais,
afectivas/cognitivas e culturais) num contexto deste tipo?, Que influéncia tém estas
varidveis nas aprendizagens dos alunos e, particularmente, no desenvolvimento da
capacidade de matematizagao?

Nota final

Em jeito de conclusdo gostaria de mencionar que estes momentos de debate
parecem ter constituido um primeiro contacto com um tema que apresenta imensas
potencialidades de investigagdo e que entre alguns presentes parece ter surgido
interesse em posteriores debates organizados talvez em torno de vertentes
especificas.

Finalmente, gostaria de salientar algumas palavras-chave a este debate.
Embora uma grande parte ja tenha sido mencionada ao longo deste resumo como,
por exemplo, raciocinio matematico, representagdo, multiplicidade de
representagoes, interligagio de representagdes, visualizagdo, actividade matematica,
discurso social, contexto, amplificador conceptual, organizador conceptual, etc.,
houve outros termos que, tendo surgido em diferentes momentos, nio foram
aprofundados, ndo por ndo terem sido considerados relevantes, mas porque o
debate, entretanto, havia tomado outras direcgdes. Sao exemplo destes termos:
experiéncia matemadtica, experiéncia em pensamento, exploragdo (explorar —
conjecturar — provar), resolugdo de problemas, etc.
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O Cabri-géométre na resolugio de problemas: Processos
evidenciados e construcao de conhecimentos por alunos
do 6° ano de escolaridade

Maria Isabel Coelho, Escola Bdsica 2.3 do Funddo

Introducio

A importancia da resolugdo de problemas como suporte de construgio de
ideias matematicas tem sido defendida por varios autores (Abrantes, Leal e Veloso,
1994; Arsac, Germain ¢ Mante, 1988; Barbin e Charlot, 1986; Boavida, 1992,
Direc¢ao Geral do Ensino Bésico e Secundério (DGEBS), 1991a, b; Laborde, 1993a;
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), 1989/1991). A resolucdo de
problemas apresenta-se, assim, como uma das componentes do contexto favoravel a
constru¢ao de conhecimento matemitico.

Estudos recentes, quer em resolugio de problemas, quer em construtivismo,
apontam a importancia do contexto: parte do significado de qualquer conceito é
sempre herdado do contexto em que foi utilizado (Boavida, 1992; Brown, Collins e
Duguid, citados em Teodoro, 1992; Lester e Charles, 1992; Steffe e Kieran, 1994).

As Tecnologias de Informagio e Comunicagdo (TIC), quando devidamente
utilizadas, podem constituir potentes ambientes de ensino-aprendizagem,
nomeadamente no dominio da Matemitica (Laborde, 1993b: Laborde e Laborde,
1992; Noss, citado em Ponte, 1992; Schwartz, 1993).

Desde que os computadores passaram a ser utilizados em Matematica, diverso
software tem sido desenvolvido com o objectivo de potenciar os processos de
aprendizagem. A importincia das representagoes externas no ensino-aprendizagem
da geometria torna-a num dominio particularmente apropriado para explorar as
potencialidades do computador.

O trabalho que aqui se apresenta resume um estudo que teve como objectivo
analisar, de modo holistico, os processos evidenciados em resolugio de problemas e
a construgao de conhecimento relativo a quadrildteros e simetria, em ambiente
geométrico dindmico (AGD), assim como o papel deste como facilitador da
aprendizagem (Coelho, 1995).
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Diagramas e ensino-aprendizagem da geometria

A geometria assume grande relevo nos novos programas de Matematica, pelas
suas possibilidades de ligagao a realidade, pela facil interac¢do com outras areas da
disciplina, pelas potencialidades que apresenta para o desenvolvimento de
capacidades de raciocinio e de resolugdo de problemas (DGEBS, 1991a; Geddes e
Fortunato, 1993; Junqueira, 1994b).

As formas geométricas tém natureza dual: sdo encaradas quer como 0s
objectos da teoria, quer como os respectivos modelos (Junqueira, 1993; Laborde,
1993b). As figuras t8m simultaneamente o estatuto de significante e significado
(Laborde e Laborde, 1992). A figura é o objecto tedrico, diferente da respectiva
representagdo material, o desenho ou diagrama.

O cardcter dual das formas tem repercussdes significativas no ensino-
aprendizagem da geometria. "Como representagdes de figuras, os desenhos
provocam percepgdes visuais € sugerem conceitos tedricos.” (Laborde e Laborde,
1992, p. 179), podendo os aspectos tedricos e perceptuais entrar em conflito.

Os diagramas tém um lugar importante no ensino-aprendizagem da geometria
por serem inspiradores de intuigdes e facilitarem a passagem gradual do concreto ao
abstracto, isto &, do desenho a figura

Segundo Yerushalmy e Chazan (1993), os diagramas constituem um dos
processos mais vulgares de representar € comunicar o conhecimento geométrico.
Como entidades materiais, os desenhos nido sdo perfeitos. O aspecto visual do
desenho pode trazer dificuldades & compreensdo da figura que representa. A
particularidade dos diagramas pode provocar que caracteristicas irrelevantes sejam
consideradas como propriedades; o uso de desenhos em posigdes prototipicas pode
dificultar a interpretagido de diagramas nao estandardizados e provocar confusdes
entre o referente e o referido. J4 em 1945, Poélya, ao referir-se a utilizagao de
desenhos em problemas geométricos, alega que "As diferentes partes da figura nao
devem exibir relagGes aparentes que nao sejam exigidas pelo problema.”, (p. 84).

Laborde (1993b) alega que o conhecimento geométrico € modificado quando
mediado pelo computador. Os AGD ndo oferecem, apenas, a possibilidade de
efectuar qualquer construgao geométrica, de modo mais rapido e preciso do que em
ambientes de papel e lapis; o movimento e a modificagao dos desenhos possibilitam
uma mais facil visualizagao de propriedades e relagdes geométricas, permitindo
minorar a influéncia de elementos distractores. A variabilidade dos diagramas
permite investigar se uma afirmagdo que se revelou verdadeira, num caso particular,
continua a sé-lo noutros casos ¢ estabelecer a sua generalizagao.

A utilizagdo de software que propicie a generalizacdo de propriedades
afigurou-se-nos como extremamente proveitosa para o desenvolvimento do
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pensamento geométrico de alunos que se encontrem no, ou na transi¢do para, o
segundo nivel de van Hiele (nivel de andlise), caracterizado precisamente pela
capacidade de descoberta e generalizagdo, a partir da experimentagao

Cabri-Géomeétre: Razdes de uma escolha

LOgo()s ;at;r;fdei(;n;;tsre(,i: ?;Zf;f::i dSupposer 6,:, zfjnda, 0s programas d.erivados do
Log 0s geométricos. Foram concebidos com o
Intuito de efectuar desenhos, como materializagdes de figuras.
ol ds s v xSl o et
Cabri-Géometre como no Supposerg ou o Pe p selecga'o B Il
‘ , ou pela escrita de uma lista de comandos nos
Rrogramas de filosofia Logo. O processo de construgdo estd assim intimamente
ligado com estruturas profundas da geometria.
funcizlajiscj:;::azZorc(:)zt:;l;: r(SI(,):b::dS: n?;);f I::esma e PofSibilitada -
construido quando, ao ser-lhe a lic;lda af, ).~Um desenh'o *e B C?‘TeCtamentC
i s mar;tém il p a un.g:ao de'rep?e.tlgao, origina outros
d I : priedades da figura significada, enquanto que
Caracteristicas ndo pertinentes s3o alvo de modificagio.

Os trés AGD a que nos referimos diferenciam-se, principalmente, pelo modo
como se traduz a repetigio.

Em qualquer dos programas Logo s6 & possivel fazer variar um desenho
através de procedimentos proprios da linguagem de programagdo. A utilizagdo de
software deste tipo por principiantes pode reduzir-se ao nivel do desenho e nio
chegar ao nivel da figura, caso niio saibam utilizar os procedimentos de repetigdo.

No Supposer, qualquer construgdo pode ser repetida a partir de objectos de
base diferentes. A repeti¢do é discreta e o utilizador apenas tem um controle
indirecto sobre a mesma, visto que esta se produz, muitas das vezes, a partir de uma
forma aleaténia.

No Cabri-Géometre, a variabilidade obtém-se por manipulagdo directa do
desenho. Esta caracteristica ¢ a que mais diferencia o CABRI dos outros
micromundos a que nos temos vindo a referir. "Uma nova dimensdo foi
acrescentada ao espago grafico (...): o movimento." (Laborde, 1993b, p. 56). Na
perspectiva de Laborde e Strisser (1990), o CABRI poderd mesmo ser considerado
um micromundo completo, devido 4 funcionalidade de manipulagao directa.

Tendo comparado o modo como se processa a repetigio no software em
causa, o CABRI afigurou-se-nos como o mais apropriado para o estudo que
pretendiamos realizar. Acresce, ainda, o facto de existir a tradugdo em portugués da
versdo 1.7. e do programa ter disponiveis mensagens de "Ajuda” que podem ser
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consultadas para cada operagdo a efectuar; ser possivel suprimir algumas opgoes,
em fungio dos objectivos definidos e do nivel etdrio dos alunos.

Razdes de ordem metodoldgica vieram, também, influir na nossa escolha.
Tanto o "Jornal de Sessdo”" como o "Histérico” apresentam potencialidades que os
permitem encarar, quanto a recolha de dados, como meios complementares das

observagdes e dos registos audio ou video.

Completando o software educativo

Tal como referido em Freitas (1992), o software educativo € constituido por
um ou mais programas de computador, manuais e, eventualmente, outro material de
suporte. No presente estudo, utilizdmos a versao 1.7 do Cabri-Géometre para MS-
DOS. Substituimos o manual de referéncia por dois guides por nds estruturados. O
material de suporte consistiu num pacote formado por treze ficheiros-base. Estes,
complementados por esclarecimentos constantes dos guides de trabalho,
constituiriam arquivos de informagdo que poderiam ser utilizados pelos alunos e

alvo de posterior manipulagao.

Tarefas-problema

Visto o estudo pretender analisar os processos em resolugao de problemas e a
constru¢do de conhecimentos decorrente e/ou relacionada com essa mesma
resolugao, os problemas por nos seleccionados-construidos situam-se na intersecgao
dos problemas de processo com os de conteiddo (Fernandes, Borralho ¢ Amaro,
1994; Fonseca, 1995).

Adoptimos para os nossos problemas a designacao de "Tarefas-Problema”.
Diversas estratégias poderiam ser utilizadas para a resolu¢do de uma tarefa-
problema (no que se assemelhavam a problemas abertos, segundo a terminologia de
Arsac et al., 1988). Para determinar a solugao, os alunos deveriam mobilizar nogdes
ja adquiridas que lhe permitissem a construgdao de novos conceitos . Assim, 0s
problemas que utilizimos eram semelhantes a situagdes-problema, conforme Arsac
et al. (1988).

O trabalho com alunos desenvolveu-se em duas fases. A primeira destinava-se
a0 ensino em resolugao de problemas, manipulagdo do Cabri-Géometre e aquisigao
de conceitos basicos relativos a quadrildteros e simetria. As tarefas para esta fase
foram perspectivadas em termos sistémicos das trés dreas de ensino. Utilizamos
quatro tarefas que forneceram o contexto para o ensino do CABRI e que
permitiram que os alunos construissem alguns quadrildteros. Os tridngulos
constituiam os elementos matematicos de partida, as primitivas, segundo Scaife
(referido em Teodoro, 1992). A simetria axial era a operagdo que, ao actuar sobre os
tridingulos, permitia a construgdo dos quadrilateros.

O Cabri-géometre na resolugdo de problemas: Processos evidenciados e construgdo de conhecimentos por
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A recolha de dados foi efectuada, principalmente, enquanto os alunos
resolviam seis problemas. Duas dessas tarefas-problema visavam a construgao de
um rectangulo e de um paralelogramo obliquangulo, a partir dos pontos médios de
dois lados opostos. As trés ultimas tarefas eram variantes do problema de Varignon
e respectivas extensdes.

Desenvolvimento do estudo

O estudo decorreu durante os anos lectivos de 1993/94 e 94/95. Nele
participaram, durante cerca de cinco meses, seis alunos do 6° ano de escolaridade
duma escola da Beira Interior. Estes foram seleccionados entre dezasseis
voluntdrios que tinham utilizado, no ano anterior, o Cabri-Géométre na perspectiva
de ferramenta de desenho e que ja estavam, de algum modo, habituados a resolver
problemas.

Os critérios de selecgdo dos alunos tiveram por base as “categorias alargadas e
interdependentes de factores" que, segundo Lester (1994, p. 26), parecem
influenciar o desempenho em resolugio de problemas. Pelo cruzamento desses
critérios, formaram-se trés grupos de dois alunos, igualmente distribuidos por sexos.

O quadro que segue resume a conjungio de prdpriedadcs definidoras dos

grupos.

Nivel em | Nivel Perseve- Opiniao Habilita-

Matemat. e global 1 ranca- sobre coes

L. Portu- Participa- | resolucido | literarias

guesa ! ¢dao no de da mae

trabalho problemas
de grupo!

Superior a 3. | Niveis nao Pﬁggresso Muito Curso
Grupo A: inferiores a | avaliado positiva e médio/super
Nuno e 3; moda como justificagdo | ior.
Filipa igual ou "Muito", plausivel.

superior a 4.

Nao inferior | Niveis nao Progresso Muito
Grupo B: | a3, ndo inferiores a avaliado positiva mas
Catarina e sendo simul- | 3; moda como sem
Pedro taneamente 4 | inferior a 4. | "Médio". justificagio

nas Fiugas plausivel; 2° ciclo ou

disciplinas. positiva.

Nivel inferior [ Pelo menos, Progresso Pouco 4* classe
Grupo C: |a3em,pelo | um nivel avaliado positiva. ‘
Paulae Rui | menos, uma | inferior a 3. | como

das "Médio" ou

disciplinas. "Pouco".
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Todas as actividades foram realizadas fora do hordrio lectivo. Decorreram em
trés sessOes de duas horas semanais, durante a fase de ensino que ocorreu em
simultdneo para os trés grupos, entre meados de Janeiro de 94 e o final do 2°
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Periodo desse ano lectivo. A maioria dos trabalhos que serviram de base a recolha
de dados tiveram lugar durante o 3° Periodo e foram essencialmente realizados em
grupo, tendo, no entanto, havido alguns momentos de trabalho individual.

Método

Atendendo a natureza das questdes a investigar, optimos por um estudo
descritivo/interpretativo (Merriam, 1988). A insuficiéncia de dados releYafltes em
resolugio de problemas e construgdo de conhecimentos sobre quadr’ll'ateros. e
simetria, em AGD, conduziu-nos a um estudo de caracteristicas exploratérias (Yin,
1989). N

A recolha de dados baseou-se, principalmente, na observagio participante ¢
na entrevista. Os documentos produzidos pelos alunos complementaram aquelas
duas fontes de recolha de dados, tendo os ficheiros e Jornais de Sessdo, com a
"resolugdo” das tarefas-problema, assumido especial importincia. ' .

Enquanto procediamos a recolha de dados, comegdmos a identificar dlferc/ngas
significativas entre os intervenientes. Terminada aquela fase do estudo,.opta.m?s
por nos focalizar em dois alunos, o Nuno e o Rui, o que nos conduziu a dois
estudos longitudinais de caso, seleccionados através de critérios de caso extremo
(Goetz e LeCompte, referidos em Matos, 1991).

Resoluc¢io de problemas em ambiente geométrico dinamico

Os resultados relativos 2 Compreensido do Problema, assim como os referentes
a Execugdo do Plano sdo consistentes com os existentes na literatura. )

A interpretagdo do enunciado foi um dos pontos criticos da resolugdo dos
problemas, para os alunos mais fracos. Mesmo os alunos "bons", que Ilunca
demonstraram dificuldades de compreensdo, revelaram ter a concepgdo da
dificuldade desta fase. Apés terem resolvido a tarefa da construgdo do rectangulo a
partir dos pontos médios de dois lados opostos, escreveram em "Opinides":

"Ambos achamos mais diffcil compreender o enunciado do problema."

As dificuldades de interpretagdo, mais notdrias no caso do Rui, relacionavam-
se com a ndo compreensio de termos e conceitos especificos (opostos, adjacentes,
paralelismo, perpendicularidade) e/ou com a ndo identificagdo de elementos do
problema (dados, condigdes, questdes). \

Nas duas primeiras tarefas, observamos que todos os alunos pass?fam. a
execugao, sem qualquer plano, ou com um plano muito incompleto, o que € muito
caracteristico da segunda fase de Pdlya. )

Quase sistematicamente, os alunos intercalavam a organizagﬁlo € a execugio
do plano. Este facto leva-nos a colocar uma primeira questdo: Sera que 0s a{unos
planeiam uma parte do problema ¢ testam a eficicia do planeado, através da
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execugdo que, num AGD, se torna muito mais rapida e precisa do que em ambientes
de "papel e lipis"? E que, depois de confirmarem a eficicia do planeado, se sentem
mais confiantes para continuarem a organizagao do plano, cuja validade volta a ser
testada através da execugdo, ¢ assim, até chegarem 2 solucdo? Todo este processo
nio traduzird uma estratégia de "tentativa e erro globalizante"?

Na execugdo, detectdmos um outro “tipo” de tentativa e erro que designamos
por "estratégias parciais de tentativa e erro", as quais foram mais notérias nos
grupos B e C. O CABRI, como um "espelho intelectual” (Schwartz, 1993), permitia
aos alunos receber feedback sobre a correcgdo ou incorrec¢do de determinado
tragado. Terd a facilidade de utilizagio de procedimentos de tentativa e erro
possibilitada pelo software influenciado positivamente a fase de execugio?

Os alunos de todos os grupos verificavam, frequentemente, os passos
intermédios, através da manipulagdo directa de elementos livres ou semi-livres.
Neste aspecto, afigura-se-nos haver uma modifica¢do significativa em relagdo aos
processos usuais referidos na literatura, "o seguir em frente, sem se fazer a
verificagdo de cada passo”, Pélya (1945/1975, p. 59). A evidéncia fornecida aponta
para que esta alteragdo esteja relacionada com as caracteristicas dindmicas do
micromundo e pelos aspectos perceptual e conceptual do feedback.

A omissdo da verificagdo dos resultados tem sido, vulgarmente, apontada
como uma das caracteristicas dos processos em resolugdo de problemas. Neste
estudo, recolhemos evidéncia de que os alunos avaliavam a solu¢gdo. O modo
sistemdtico como procediam 2 verificagdo de passos intermédios parece ter
contribuido para este resultado.

Acabamos de referir que os resultados eram verificados por todos os grupos.
No entanto, ndo encontramos a mesma regularidade a nivel do reconhecimento de
miiltiplas solu¢ées nem da generaliza¢do dos resultados. Estes processos sd se
tornaram evidentes para os alunos dos grupos A e B.

A verificagdo da existéncia de mais de uma solugdo parece dever-se aos
arrastamentos, visto ter sido através desta funcionalidade que os alunos chegavam
a essas conclusdes.

Os alunos "bons" e "médios" verificavam os resultados na figura: arrastavam
pontos livres e semi-livres "para ver se estd certo em todos os casos".
Simultaneamente, a funcionalidade de repeti¢do fornecia-lhes escoras para poderem
concluir da manutengao da condigio.

Cremos, assim, poder concluir que os processos relativos as terceira ¢ quarta

fases de Pélya foram positivamente influenciados pelas caracteristicas do
micromundo.
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Construcio de conhecimentos em ambiente geométrico dinimico

O construtivismo defende que ndo € possivel afirmar se determinado
conhecimento foi "aprendido”. De acordo com Simon (1995), considerdmos que
houve aprendizagem se o conhecimento "funcionou" ou se revelou "vidvel”, na
medida em que se coadunou ao que o aluno necessitava para resolver determinada

tarefa.

As simetrias

A construgéo de propriedades dos quadrilateros passava pela viabilizacéo de
simetrias, com maior incidéncia na existéncia de eixos.

Inicialmente, verificaram-se sub-estratégias de tentativa e erro para
determinagio do simétrico de um ponto. Estes procedimentos subsistiram no grupo
C, durante toda a experiéncia.

Qualquer que fosse o tipo de simetria, a maioria dos alunos verificava a sua
existéncia, através da dobragem de prints dos quadrildteros em estudo. S6 depois,
passavam a constru¢do em computador. O Nuno foi o Gnico aluno que utilizou,
quase exclusivamente, o CABRI para explorar as simetrias.

O nivel concreto em que os alunos se encontravam e habitos de trabalho em
ambientes de "papel e ldpis” poderdo constituir possiveis explicagdes para a
preferéncia demonstrada para a exploragio da simetria através da dobragem de

prints?

O rectangulo e o paralelogramo obliquingulo

Duas das tarefas-problema permitiram a viabilizagdo de conhecimentos
relacionados com o paralelogramo (obliquingulo e rectingulo). No entanto, os
alunos manifestaram mais facilidade na construgdo de conhecimentos relacionados
com o rectingulo do que com o paralelogramo obliquingulo. O facto de serem
possiveis mais estratégias de tentativa e erro, durante a construgdo do rectangulo,
poderd ser uma das justificagdes para a maior facilidade de funcionamento de
conhecimentos referentes a este quadrilétero.

Outra das hipéteses que aventamos para a maior facilidade de constru¢do do
rectangulo prende-se com a preferéncia que os alunos demonstraram em trabalhar
com a perpendicularidade do que com o paralelismo. Numa das sessoes,
perguntdmos se gostavam mais do paralelismo ou da perpendicularidade, se
achavam o tragado em algum dos casos mais fécil ou mais dificil.

Eles: "Achamos a perpendicularidade mais facil."

Nos: "Porqué?”

Nuno: "Porque vemos logo o 4ngulo, vemos logo que o 4ngulo ¢ recto e com o
paralelismo ndo vemos o ingulo."

O Cabri-géometre na resolugo de problemas: Processos evidenciados e construgdo de conhecimentos por
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Com o prosseguimento do estudo, continuou a manifestar-se a preferéncia da
perpendicularidade em relagdo ao paralelismo. Serd que o micromundo proporciona
uma mais facil conjugagdo dos feedback visual e conceptual no caso da
perpendicularidade do que no do paralelismo? A evidéncia recolhida apontou
nesse sentido.

A maior dificuldade de construgdo de conhecimentos referentes ao
paralelogramo podera ser explicada pelo facto de um mesmo aluno se encontrar em
diferentes estdios de van Hiele em relagdo aqueles dois quadrildteros?

Durante o estudo, observamos que a defini¢do de rectangulo foi, geralmente,
feita de modo formal. Para definirem o paralelogramo, os alunos recorreram, na maior
parte das vezes, a uma lista exaustiva de propriedades.

A conjectura de que existam sub-niveis diferentes de van Hiele para os dois
quadrilateros podera ser sustentada se atendermos que os alunos, quando chegam
a0 6° ano de escolaridade, tém tido contactos muito mais frequentes com o
rectingulo do que com o paralelogramo, tanto na realidade escolar como extra-
escolar.

O problema de Varignon e a construcdo de relagées

O problema de Varignon e respectivas extensdes permitiram que os alunos dos
grupos A e B estabelecessem relagdes entre os elementos dos dois quadrilateros
constantes daquelas tarefas-problema. Designavam as relagdes como "propriedades
entre figuras". Alids, o grupo B, antes de chegar as relagdes, comegou por enunciar
propriedades comuns e nao comuns aos dois quadrilateros,

O grupo C ndo conseguiu resolver o problema de Varignon por nio ter feito
funcionar a nogdo de relagao. Apenas, conseguiram descobrir propriedades comuns
(por exemplo, "Nos dois, a soma dos angulos € 360°), primeiro estadio por que tinha
passado o grupo B.

Parece-nos, assim, haver um "continuo” no modo como os diferentes grupos
construiram a ideia de "relagio".

Cremos, também, que o problema de Varignon nio teria sido tio facilmente
resolvido pelos alunos dos grupos A e B, caso a construgio se tivesse efectuado em
contextos de "papel e ldpis" ou computacionais nio dinimicos. Quantos desenhos
teria sido preciso executarem para poderem concluir que o quadrilatero dos pontos
médios de qualquer quadrilatero é sempre um paralelogramo? Teriam criangas deste
nivel etirio a capacidade e perseveranca para executarem varios desenhos até
validarem a solugio de qualquer uma das extensées?
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Classificagéo logica de quadrildteros

A possibilidade de alunos do 6° ano de escolaridade efectuarem a classificagéo
l6gica de quadrilateros foi um dos aspectos orientadores da formulagao do
problema.

H4 evidéncia que os alunos do grupo A foram capazes de classificar
logicamente os quadrildteros considerados neste estudo (papagaios e
paralelogramos). Desde o inicio da experiéncia que o Nuno utilizou a manipulagéo
directa para transformar determinado quadrildtero noutro incluido naquele.
Posteriormente, também a Filipa efectuou arrastamentos com o mesmo objectivo. O
assunto nunca foi abordado em termos de classificagdo mas de "parentescos”. Estes
eram traduzidos por arvores de familia, a medida que os alunos faziam os
arrastamentos. Os alunos deste grupo aproveitavam todas as oportunidades para
“"transformar figuras noutras”. Estes p‘rocedimentOS verificaram-se, quase sempre,
por iniciativa dos alunos.

No relatério final, a Filipa escreveu:

(...) foi onde aprendi coisas novas sobre quadrildteros e nunca pensei que 0 mundo
dos quadrildteros era tdo giro e divertido onde se pudesse fazer problemas tdo
engragados como os que fizemos. Nunca pensei que os quadrildteros como nés
também tivessem graus de parentesco.

Os alunos do grupo B também foram capazes de classificar alguns
paralelogramos, recorrendo, igualmente, aos arrastamentos. No entanto, ndo
revelavam a mesma apeténcia que os do grupo A, visto que s6 agiam nesse sentido,
quando solicitados.

Nunca tivemos oportunidade de abordar este assunto, de forma sistematica,
com os alunos do grupo C, visto terem demorado, quase sempre, muito tempo para
compreenderem o problema. Os resultados que obtivemos ndo foram suficientes
para estabelecer conclusdes.

Em relagdo aos grupos A e B, pensamos existir evidéncia de que a
manipulagdo directa se revelou como um sélido "andaime” da classifica¢do I6gica

de quadrilateros.

A manipulacdo directa

Niao foi apenas na classificacdo de quadrilateros que os arrastamentos
forneceram "escoras” a constru¢ao de conhecimento geométrico. Pensamos ter, ja,
apresentado alguns resultados que sustentam ter esta funcionalidade influenciado
positivamente alguns processos em resolugdo de problemas, assim como a inducéo €
a generalizagdo.

Verificou-se que os alunos que mais progrediram na construgdo do dominio
dos quadriliteros (grupo A) foram precisamente os que mais utilizaram a
manipulagdo directa. Pelo contrério, os alunos do grupo C foram os que utilizaram o

O Cabri-géometre na resolugdo de problemas: Processos evidenciados e construgdo de conhecimentos por
alunos do 6° ano de escolaridade

software numa perspectiva mais estitica ¢ também 0s que menos progrediram na
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construg¢do de conhecimentos.

. O quadro que segue pretende resumir os principais aspectos em que incidiu a
manipulagio directa do sofrware.

Grupo A Grupo B Grupo C
Verificacfio de passos intermédios Muito Muito Muito
frequente frequente frequente
Verificagiio da condigiio Muito Muito Pouco
frequente frequente frequente
Generalizagiio da solugdo Sempre Sempre Pouco
: frequente
Exploragdo de propriedades e Muito Muito Pouco
rela
cles frequente frequente frequente
Exploragdo de simetrias Frequente Pouco Nunc
a
frequente
Classifica¢do de quadriliteros Muito Quando Nunca
frequente solicitados

. .Os resultados da experiéncia permitem presumir que o software influenciou
positivamente, quer alguns processos em resolucdo de problemas, quer a construgﬁc;
de conhecimentos na 4rea de quadrildteros, pela possibilidade de utilizagio de
estratégias de tentativa e erro, pela natureza do feedback e pela funcionalidade de

repeticd ) .
epeti¢do relacionada com o movimento, caso em que a geometria assume a sua
natureza dinimica.
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Notas
1 No dltimo periodo de 1992/ 93,

Isabel Coelho, R. Cidade da Covilha, 25, 3°E, 6230 FUNDAO.
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Grupo I11. A contextualizagiio das aprendizagens em Matematica

Dinamizadora: Madalena Pinto dos Santos

O resumo apresentado no programa para este grupo de discussdo, propunha
como temas de reflexdo as seguintes questdes:

1. Que relagdo existe entre contexto e aprendizagem da Matemitica?

2. A aprendizagem serd um fenémeno culturalmente situado?

3. Que questdes se colocam a investigagio desta problematica?

A discussdao decorreu ao longo de trés sessdes tendo sido apresentadas, em
cada uma delas, uma comunicagio que foi discutida com os(as) autores(as), mas que
funcionou também como ponto de partida para o debate entre os participantes
sobre as questoes propostas. Pretendeu-se e foi razoavelmente conseguido que
durante as duas primeiras sessdes o debate se centrasse nas duas primeiras questdes
€ que a terceira fosse mais especificamente abordada na dltima sessio.

Na primeira sessdo foi feita uma breve apresentacao (pela dinamizadora) de
diferentes formas de se encarar: (i) o Contexto, (ii) a Aprendizagem e (iii) a
Matemdtica. Nesta apresentagio realgaram-se alguns aspectos destes conceitos
que pudessem ajudar a reflectir sobre a relagio entre o contexto escolar das
aprendizagens da Matematica e a natureza humana e cultural da prépria
Matemitica. Por exemplo, o contexto foi entendido nio tanto como algo que é
exterior ao individuo, distinto dele e que o constrange, mas sim como algo que é
construido pelas partes em interacgio. Por outro lado, apresentou-se trés metaforas
do processo de aprendizagem que se relacionam com outras trés perspectivas de a
olharmos: aprendizagem enquanto (i) construgdo — processo individual
subordinado ao desenvolvimento, (ii) apropriagdo — processo socio-cultural e (iii)
participagdo — um aspecto da actividade situada cultural e historicamente.

Ainda nesta sessio foi apresentada uma comunicagdo — "Como € que as
emogdes estdo presentes na aprendizagem da Matemaitica”, por Ilda Lopes — em
que era abordada a relagdo entre emogdes ¢ aprendizagem, assim como a relagio
entre emogao e racionalidade. Ficaram no ar perguntas, tais como: (1) porque € que
se colocam as emogoes, habitualmente, de fora da aprendizagem da Matemitica? e
(i) serd que se pode aprender na auséncia das emogdes? Na segunda sessdo foi
apresentado um projecto de investigagio — "Um projecto de interacgdo entre pares
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na sala de aula”, por M. César, E. Cardo, M. H: Costa, E. Guerra, M. Manderico, M.
Torres — a decorrer em turmas de 7°, 8° e 10° anos de escolaridade de varias
escolas. Com este projecto procura estudar-se o papel das interac¢des dos alunos
na construgio do seu conhecimento matematico através da implementacdo de uma
dinamica de aula baseada no trabalho em diade como preparagdo dos alunos para o
trabalho em grupo. A discussio desenrolou-se essencialmente em torno de questdes
praticas da experiéncia relatada na comunicagao. No entanto, desta apresentagio ¢
da sua discussio, ficou saliente a importancia da participagdo dos alunos como
elemento fundamental da aprendizagem da Matemética, assim como a nogao de que
o contexto é algo mutdvel e constantemente reajustado pelos préprios
intervenientes na aula.

Na idltima sessio procurou discutir-se, essencialmente, os aspectos
relacionados com a investigagdo desta problemitica. Jodo Filipe Matos apresentou
a comunicagio “Aprendizagem da Matematica em contexto: Perspectivas actuais”
que impulsionou a discussdo da referida temdtica entre os presentes. Nesta
comunicagido foram apresentadas duas ferramentas conceptuais que parecem ser
prometedoras em termos de investigagdo da aprendizagem da Matematica: (i)
metiforas conceptuais (Lakoff) e (ii) Participacao Legitima Periférica (Lave). A
discussdo desenrolou-se i volta de questdes como por exemplo: (i) ddvidas dos
presentes sobre alguns dos conceitos apresentados; (ii) razdes para que as
ferramentas sejam consideradas prometedoras; e (iii) necessidade e utilidade de
maior didlogo e trabalho conjunto com préticos de outras dreas de saber (ex.
psicélogos, socidlogos, antropdlogos, professores de outras disciplinas,...) para
enriquecimento da capacidade de estudo da aprendizagem da Matematica.

Madalena Pinto dos Santos, Pr. Luanda, 8, 6°E, 2780 OEIRAS.
emada@cc.fc.ul pt.
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Como ¢é que as emogdes estio presentes na aprendizagem
da Matematica?

Ilda Couto Lopes@),Escola Secunddria de S. Pedro

Introducio

A actualidade do Mundo em que vivemos ¢ marcada por exigéncias no campo
da aprendizagem da Matematica. A sociedade actual espera que as escolas
garantam que todos os estudantes tenham a oportunidade de se tornarem
matematicamente alfabetizados, sejam capazes de prolongarem a sua aprendizagem,
tenham iguais oportunidades de aprenderem e de se tornarem aptos a
compreenderem as questdes em aberto numa sociedade tecnoldgica. Por varios
motivos, os resultados a disciplina de Matemdtica vio interferir directa ou
indirectamente, nas escolhas de um curso médio ou superior, nas saidas profissionais
possiveis ¢ /ou na selecgdo de candidatos para este ou aquele oficio, chegando,
mesmo, numa grande parte das situagdes, a ser apresentado como um obsticulo
muito dificil de ultrapassar. Como educadora matematica e, em primeiro lugar como
cidada que sente como prioritiria a alfabetizagdo matematica de todas as pessoas,
sinto a preocupagdo de compreender, ou melhor, tentar compreender possiveis
razées do insucesso sistemdtico ¢ continuado dos nossos jovens face a
aprendizagem de Matematica. Tém-se feito muitas investigagdes nas concepgdes,
nas atitudes perante a Matematica, na resolugio de problemas, na aprendizagem, no
tipo de ensino, no tipo de actividades, nos materiais computacionais utilizados, etc.,
mas verifica-se nestes trabalhos que hd a omissdo de um aspecto da pessoa humana
que me parece primordial: as suas emogdes. Porventura por ser tio 6bvio termos
emogOes este aspecto tdo caracteristico e tdo complexo do ser humano tem sido téo
pouco estudado e aprofundado. Confesso que, particularmente, esta dimensio do
ser humano (e, em particular como professora e educadora matematica), me desafia
de uma forma muito especial uma vez que parto do pressuposto de que se
conseguirmos perceber e compreender de que forma as emogdes estdo presentes na
aprendizagem de Matemadtica poderemos ultrapassar alguns obsticulos
encontrados na sala de aula que consideramos estarem, humanamente, no limiar do
insoldvel. Sem dudvida, que o problema central deste trabalho e o que me mobiliza,
como objectivo a médio e a longo prazo é a melhoria da aprendizagem da
Matemitica por parte dos alunos e estou consciente que este tipo de investiga¢do
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comporta algumas oportunidades de compreendermos os aspectos emocionais do
ser humano no trato e relacionamento dos nossos jovens com a Matematica. Nao
estou alheia a que existe uma sensibilidade maior por parte do cidadao comum aos
aspectos emocionais € i sua importincia quer na racionalidade quer,
especificamente, na tomada de decisGes; isto deve-se em muito ao livro de Anténio
Damidsio "O erro de Descartes” e aos avangos promissores nos campos da
neurobiologia e da neurociéncia. Num artigo recente da revista Visdao n° 133, de
Outubro de 1995, e num artigo "Sociedade: Razio e Coragdo” de Nancy Gibbs
escrevia-se "Os estudantes deprimidos ou irritados ndo conseguem aprender. As
criangas com dificuldade em serem aceites pelos companheiros tém duas a oito
vezes mais possibilidades de desistirem. A incapacidade para distinguir sentimentos
de aflicdo ou enfrentar a frustrag@o tem sido relacionada com desordens alimentares
nas raparigas".

Por todos estes argumentos apresentados este trabalho visard estabelecer
algumas pontes entre as emogdes e a aprendizagem nao por elas estarem separadas
mas porque nés as termos separadas nos nossos esquemas conceptuais. E de referir
que em toda a nossa Histéria € em todo o nosso legado cultural partimos do
pressuposto de que somos constituidos por corpo e cérebro, razio e coracéo, inato
¢ adquirido numa dualidade de realidades separadas e com alguns pontos de
contacto. Devemos esta dualidade cientifica 2 obra de Descartes. Nos dias de hoje
hd um conjunto de investigadores que rejeitam esta dualidade como referencial
cientifico e firmam-se sobre o pressuposto de que ha um tnico organismo
biologicamente constituido por um corpo, propriamente dito, € por um cérebro que
ndo t€m razao de ser um sem o outro; hd as emogdes e a razdo que funcionam numa
interdependéncia estreita; que o que é geneticamente inato num ser humano cresce
¢ desenvolve-se em estreito relacionamento com o meio ambiente natural, social e
econoémico. Por isso, apesar de fisicamente ir separar, no trabalho, as emogdes da
aprendizagem fago-o por uma questdo pritica de apresentagcio. Em termos
filoséficos estou convicta que a pessoa é uma unidade, é um todo em que os
diversos aspectos que a caracterizam convergem para o seu desempenho nos
diversos sectores da sua vida: humanos, sociais, culturais, etc..

Assim, este trabalho sera constituido por trés grandes partes: A- O que se sabe
acerca das emogdes; B — As emogdes e a Educacdo Matemitica; C —
Aprendizagem e Curriculo. Na parte A, este trabalho tenta apresentar um conjunto
de ideias muito gerais acerca do que se sabe acerca das emogdes e pretende fazer
uma introdugdo mais concreta e profunda ao estudo das emogdes, que sio do
conhecimento geral, nos aspectos mais pertinentes que lhes estdo associados para a
compreensdo da interrelagdo com a aprendizagem da Matemdtica na sala de aula.
Todos nés consideramos 6bvia a importincia dos aspectos emocionais para a
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predisposi¢do ou sua falta, na aprendizagem da Matemitica e, mesmo, para a criagdo
de atitudes favordveis 4 Matematica. Esta parte fundamenta-se, essencialmente
s/obre um trabalho de Robert Dantzer (1988), uma sintese denominada "Les
Emotions" da colecgido que sais je?

Na parte B apresentarei uma perspectiva do que se tem feito na educagio
matemadtica na investigacdo dos afectos e aspectos afectivos. Para isso recorrerei
aos autores Fennema e McLeod nos seus artigos datados de 1987 e de 1991,
respectivamente. Tecerei algumas consideragdes acerca do que é do conhecimento
geral da Educag¢do Matemitica em Portugal na drea dos aspectos afectivos e das
emogdes em particular, das suas necessidades e limitagdes.

Na parte C farei uma reflexdo acerca da Aprendizagem de Matematica
focando, especificamente, algumas teorias da aprendizagem, e do Desenvolvimento
Curricular e da sua relagio com os aspectos afectivos. Focarei também a urgéncia
de considerar os aspectos afectivos nos trabalhos de investigagio na Educagio
Matemadtica de uma forma integrada com os aspectos cognitivos e vice-versa, num
trabalho articulado e de colaboragdo dos saberes e dos saberes fazer entre os

investigadores que estdo mais sensibilizados quer para os aspectos afectivos quer
para os aspectos cognitivos.

A — O que se sabe acerca das emocoes?

I — Natureza e funcées das emocgoes
1. Natureza das emocdes

As emogdes sio um elemento bastante essencial da nossa existéncia e
determinam, na vida humana, muitas das decisdes que marcam indelevelmente o
Tumo ¢ o percurso da humanidade e de cada homem. Assim, trata-se de um tema do
interesse da filosofia. Por outro lado, como as emog¢des se manifestam através de
modificagGes somdticas e fisiolégicas no nosso corpo tem sido objecto do interesse
dos bidlogos.

Assim, "o estudo das emogdes tem sido feito com base em duas tradi¢des
diferentes: a da filosofia e a da biologia. O filésofo interessa-se pela natureza das
emogdes, pelas suas relagdes com as forgas da vida afectiva que so as paixdes e os
sentimentos e o que as diferencia da vida racional e reflexiva.” (Dantzer, 1988, 10).
Este autor usa a diferenciagdo entre emogdes, paixdes e sentimentos e afirma que "a
emogdo pode ser mais que uma simples reacgao e constituir uma verdadeira atitude,
uma avaliagdo dos seus préprios estados em relagdo, eventualmente, com outra
pessoa, juiz ou partido"(Dantzer, 1988, 11). Dantzer afirma que segundo esta
concepgdo filosofica, € possivel distinguir trés niveis de classificagio das emocdes:
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1) as emog¢des fundamentais que sdo simplesmente reac¢do a um
acontecimento exterior real ou imagindrio (o desgosto e 0 medo, por exemplo);

2) as emogdes derivadas que sdo fundadas sobre as emogdes geradas pela
imagem que se tem da consciéncia de outro (o desprezo que é o desgosto pela
pretensdes duma outra consciéncia, a desconfianca que € o medo do mistério posto
por outros);

3) as emogdes tercidrias que nascem da consciéncia de si face ao olhar de uma
outra pessoa (a vergonha que € o desprezo de si, a timidez que é o medo do seu
proprio valor tal e qual € percebido por outros).

"Para o bidlogo, pelo contririo, a emogao ndo € acessivel a ndo ser através das
modificagbes objectivas que a acompanham: interessa-se pelas modificagdes
comportamentais ¢ fisioldgicas que tomam lugar nos individuos face a situagdes
«emocionais» € investiga os mecanismos que estdo na base destas reacgdes. Alguns
bidlogos chegam, mesmo a negar a nogdo de emogdo, na medida em que as
respostas que eles estudam podem ser explicadas directamente pelas caracteristicas
da situagio causal, independentemente de todo o processo mental intermedidrio.
Um dos comportamentalistas mais influentes, Skinner, ndo hesitou em escrever que
as emogdes sao um dos melhores exemplos das causas ficticias as quais nés
tendemos a atribuir os comportamentos. Esta posi¢do que é caracteristica da
doutrina behaviourista pura na qual somente os elementos objectivos do
comportamento sio reais, nao € unanimemente partilhada: a maior parte do bidlogos
admite que as emogdes tém um papel determinante na organizagdo dos
comportamentos; reconhecem, contudo que nio sio directamente acessiveis e que
elas devem ser apreendidas indirectamente, pelo estudo das suas manifestacdes.

Para o psicologo experimental, as emogdes sdo os estados centrais induzidos
por certos estimulos e que se traduzem por modificagbes numa grande variedade de
comportamentos. Assim, um individuo submetido a um acontecimento totalmente
inesperado e relativamente ao qual tem dificuldade em perceber a evolugio sente
que o medo o toma; simultaneamente ele interrompe o que estava previsto ser feito
e imobiliza-se ou procura fugir a situacdo de ansiedade. Segundo esta concepgio, o
organismo € submetido aos constrangimentos do meio envolvente: ele da resposta
aos estimulos externos mas sem grande capacidade de iniciativa.

A psicologia cognitiva rejeita esta passividade do organismo nas suas
interacgdes com o meio envolvente: um individuo perante uma situagdo dada num
momento preciso da sua existéncia ndo reage unicamente em funcdo das
caracteristicas sensoriais dos estimulos aos quais é exposto; o0 modo como ele vai
tratar a informagéo que ele recebe depende, de facto, da sua experiéncia anterior e
da sua expectativa; a sua percep¢io dos acontecimentos nao €, assim, linear assim
como as suas possibilidades de acgdo. Por outras palavras, a emog¢do nasce da
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interpretagdo da situagdo e ndo propriamente da situagdo em si. Esta posi¢io
implica uma relagdo de dependéncia entre as emogdes € a cognigdo. A natureza
exacta desta relagdo €, ainda, objecto de numerosas controvérsias." (Dantzer,
1988,11-13)

Em todas estas perspectivas referidas e que denotam uma evolugio no estudo
das emogGes assim como um enriquecimento do préprio conceito, as emogdes siao
tratadas como algo estranho ao ser que as possui e que as sofre e, por isso, se
estudam as maiores ou menores relages de dependéncia ou de independéncia, por
exemplo, das emog3es com as aquisi¢Ses cognitivas. Voltaremos a falar neste
aspecto mais adiante.

De qualquer modo hd um conjunto de investigadores de vérias 4reas da
ciéncia (neurologia, biologia, psicologia, linguistica) que partem do pressuposto que
a experiéncia consciente € fruto de uma mente incorporizada num determinado
corpo. Nesta perspectiva as emogdes ¢ a aprendizagem, por exemplo, fazem parte
de um mesmo ser e sdo interinfluenciiveis de tal modo que uma aprendizagem
provoca alteragdes nos estados emocionais e as emogdes ocorridas vio facilitar ou
ndo a aprendizagem. Esta perspectiva é muito recente e & consequéncia dos
grandes avangos dos campos da neurobiologia e da neurociéncia. Trata-se de uma
perspectiva emergente que parte do Pressuposto que a pessoa é um ser, um dnico
Oorganismo em que a razdo e as emogdes sdo aspectos indissocidveis de uma mente
de um cérebro num corpo. Nos paises de expressdo anglo-saxénica hd o termo
embodied para designar esta caracteristica de tudo se passar num corpo ¢ de ser por
ele enformado e influenciado.

APRENDIZAGEM

Fig. 1: Relagdo entre emogdes e aprendizagem

Nesta perspectiva ndo podemos falar de emogdes € de aprendizagem como
manifesta¢des independentes com uma interface de relacionamento; teremos de
assumir que emogdes ¢ aprendizagem sio diferentes aspectos de um ser com uma
mente de um cérebro de um corpo. Isto &, nio partimos do pressuposto filoséfico de
Descartes e do seu dualismo, mas temos como pressuposto o monismo: o ser
humano ¢ um organismo determinado por virias facetas entre as quais a
aprendizagem e as emogdes se interrelacionam de uma forma indissocidvel; isto &, a
aprendizagem faz-se tendo como pano de fundo situagBes emocionais € as emogdes
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sentidas de uma forma consciente ou inconsciente direccionam e facilitam ou nao a

aprendizagem efectuada.

EMOCOES
APRENDIZAGEM

Fig. 2: Relagdo entre emogdes e aprendizagem

Damdsio na sua obra "O erro de Descartes” defende a tese de um organismo
inico que interage com o meio envolvente: ndo s6 um corpo, nio sé um c~érebro
mas um organismo constituido com corpo e cérebro. "Em Cf)nclu~sao, as
representacdes que o nosso cérebro cria para descrever uma 51tu.agao e ~OS
movimentos formulados como resposta a essa situagdo dependem de interacgdes
mutuas cérebro-corpo.[...] Fazer a mente surgir, ndo de um cérebro sem corpo mas
de um organismo, € compativel com uma série de suposi¢Ges.(Damasio, 19?5, 236-
237). Continua afirmando que a concep¢do de organismo humano. ¢ a relagao entre
emogio e razio que emerge dos resultados discutidos no seu.llvro sugerem, .no
entanto, "que o fortalecimento da racionalidade requer que seja dada uma maior
aten¢do a vulnerabilidade do mundo interior."(Damasio, 1995, 253)

E claro que as relagSes de uma mente com o cérebro e deste cc’)m o corpo do
qual faz parte € um tema polémico e nio consensual. No ent.zinto' é ao? t.:normes
progressos nos campos da neurologia, da neurociéncia e das 01en?1as médicas que
se colocam estas hipéteses que a confirmarem-se poderdo proporcionar abordagens
substantivamente diferentes daquelas em que estamos enformados pela heranga de
Descartes.

2 — Funcgoes das emocoes

Qual € a importancia das emogdes no ser humano? ) ’

Dantzer responde da seguinte forma: "a universalidade das emogdes através
das culturas no homem e no reino animal deixa pensar que se tratam de proc/essos
adaptativos, favorecendo a sobrevivéncia do individuo e da/ espécie. . E tio
importante ter medo dos predadores como reconhecer o caricter nocivo .ou
benéfico dos diversos alimentos. Os medos das criangas, tais como o medo da noite,
o medo de estar s6 ou 0 medo gerado pelas modificagdes stibitas no meio ambiente
sdo o resultado de uma longa série de associagdes na histéria da humanidade entre

estas situagdes e um potencial perigo.

Como € que as emogdes estio presentes na aprendizagem da Materética?

As emogdes jogam, igualmente um papel organizador importante na avaliagao
do mundo que nos rodeia: entre os conceitos que construimos € dificil de encontrar
um mais fundamental que a dicotomia agradavel/desagradavel ou benéfico/nocivo.
Esta caractegorizagdo motiva e orienta a acgao.

Uma outra fungdo importante das emogoes € representada pelo seu valor de
sinal. Utilizando a postura, a expressao facial, a gestualidade e expressiao vocal
daqueles que me rodeiam, posso ter acesso aos seus estados emocionais. Se eu sej
que 0 meu companheiro esti triste, posso predizer com alguma precisdo as suas
reacgOes posteriores e, assim, posso ajustar, consequentemente, 0 meu préprio
comportamento. Mais ainda, um individuo inexperiente pode fundamentar-se na
Interpretagao afectiva dos acontecimentos de uma pessoa mais experiente para
reagir de uma forma apropriada. [...] Esta fungdo de sinal das emogdes encontra-se,
também nos animais"(Dantzer, 1988,13-14).

Como vimos as emogdes tém trés grandes fungdes: uma fungdo de adaptacio
favorecendo a sobrevivéncia do individuo e da espécie; uma fungdo de avaliagio
do mundo que nos rodeia e uma fungao de sinal. Estas duas dltimas terio bastante
importancia no processo de ensino aprendizagem uma vez que, na sala de aula, o
conjunto professor-alunos é caracterizado por emitir e receber um conjunto de
sinais reveladores do seu estado emocional que podem proporcionar ou nio um
bom ambiente. Este ambiente nio & percepcionado por cada um do mesmo modo:
cada um percepciona-o de uma forma especifica atendendo 2 sua especificidade, as
Suas experi€ncias anteriores e ao ambiente cultural €m que estd imerso. Neste
sentido, serd possivel um aluno nio gostar de Matemitica mas ter de estudar para
"sobreviver" na sociedade em que vivemos.

Damisio também afirma que "a um nivel pritico, a fungdo atribuida 3s emogdes
na cria¢ao da racionalidade tem implicagdes em algumas das perguntas com que a
nossa sociedade se defronta actualmente, entre elas a educagdo e a
violéncia"(Damisio, 1995, 253); a este prop6sito, Daniel Goleman, autor de
investigagdo comportamental sobre Como a mente processa os sentimentos afirma
que o debate sobre inteligéncia emocional é mais premente nas escolas, onde tanto
0s riscos como as oportunidades lhe parecem maiores. E de opinido que em vez de
constantes intervengdes de crise, ou de declaragdes de guerra a droga, 4 gravidez
das jovens ou a violéncia é tempo de fazer medicina preventiva: os estudantes
deprimidos ou irritados nio conseguem aprender; as criangas com dificuldades em
serem aceites pelos companheiros tm duas a 0ito vezes mais possibilidades de

desistirem. O problema da educagdo e, em particular, da aprendizagem na sala de
aula, € multifacetado e, por isso mesmo, devemos tentar perceber de que modo cada
uma das suas facetas interage para o problema no seu todo. Esta ser4, também, outra
das nossas grandes preocupagodes: que a preocupagio pelas emoc¢des nio nos
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impega de percebermos o caracter holistico da aprendizagem dos nossos jovens na
nossa sociedade.

3 — Teorias das emocgoes

Para o estudo das emogdes ser feito precisamos de perceber em que
referenciais tedricos nos podemos situar € quais sao 0s seus pressupostos. Assim,
segundo Dantzer, "as teorias propostas para estudar as emogdes variam segundo a
perspectiva de estudo. As teorias evolutivas especulam sobfe 0s elcmentf)s que
conferem vantagens selectivas as capacidades de expressdo das emogoes. A
principal contribuigdo para estas teorias foi dada por Darwin na sua malc_)r obfa
sobre a expressao das emogoes no homem ¢ no animal. Segundo Darwin, trés
principios presidiram ao desenvolvimento das emogdes: )

a) O principio de utilidade: todo o acto gratificante ou redutor de tensdo

transforma-se em hdbito por forca da repeticdo, se bem que ele aparece
automaticamente logo que a emogao € sentida de novo, mesmo se isso nao serve
para nada; o processo evolutivo reduz estes actos ao estado de esbogo r.nas sem 0s
fazer desaparecer: a careta de raiva do homem € parecida ao aparecimento das
babas do animal que esta prestes a atacar; N

b) O principio de oposigdo ou de antitese: as emogles antagdnicas gerilm
comportamentos antagénicos: o cdo que vai atacar c<?m a cﬂabega alta, o pélo
erigado, a cauda hirta e o corpo em tensédo; pelo contrdrio, o cio que reconhece o
seu dono estende-se no solo, levanta a cabega e abana a cauda;

¢) O principio de acgdo directa de excitagdo nervosa sobre o corpo: os
circuitos nervosos controlando a expressdo motora das emogdes sdo de qualquer
modo, pré-transmitidos e tornam-se cada vez mais permedveis a mcd.id.a. que sdo
solicitados. Esta teoria foi a primeira a atrair a aten¢do sobre a possibilidade de
caracterizar as emogdes segundo a sua expressio somatical...]. )

As teorias cognitivas da emocdo debateram, durante muito tempo, a relagdo
entre emogoes em fungdes cognitivas. Os desenvolvimentos mais re.ccntes .destas
teorias insistem no papel dos factores de personalidade e da experiéncia anterior.

As teorias fisiolégicas acentuam o seu estudo sobre o tipo de relacdes
possiveis entre a emogao, enquanto estado mental ou cognitivo, € a sua expressz:zo
somética. Dois pontos de vista extremos foram expressos, um fazendo da percepgio
das modifica¢des viscerais consecutivas aos acontecimentos do meio ambienfc a
fonte da emogéo, e a outra reduzindo estas modifica¢bes a simples correlagdes.
Resumindo estas teorias de modo caricatural, pode-se dizer que se trata de saber se
eu tenho medo porque eu corro ou se eu corro porque tenho medof...J; discut~iremos
igualmente a validade de um outro grupo de teorias flSlOlOgl(‘iaS das em(?g_oeslas
teorias da activacdo: estas teorias reconhecem uma influéncia das modifica¢des

Como € que as emogies estio presentes na aprendizagem da Matemdtica?

fisiolégicas sobre as emogbes, mas somente numa dimensio unicamente de
intensidade: a emogdo sentida é tanto mais intensa quanto a fisiologia é mais
perturbada, mas a qualidade da emogio ndo € afectada.” (Dantzer, 1988,14-17)

II — Expressdo das emogées

Se eu vejo alguém que tem a boca e os olhos, grandes, abertos, as
sobrancelhas esticadas para o alto e faz um «oh» exclamativo, ndo tenho dividas
em reconhecer a surpresa. Do mesmo modo, sei que devo desconfiar dum gato rente
a0 solo, que agita a cauda nervosamente, tem as orelhas erguidas, as garras de fora,
a boca aberta com os dentes a verem-se, porque se me aproximo tenho fortes
hipéteses que ele me ataque. Estes dois exemplos mostram que tanto no homem
como no animal, as emogdes ndo ficam puramente internas, mas sio €Xpressas por
mimicas, posturas ¢ movimentos e mesmo por gesticulagdes e vocalizagdes
caracteristicas. Os trabalhos realizados ao longo destes dltimos 20 anos permitiram-
nos avangar, consideravelmente, no conhecimento nas modalidades de expressao
das emogdes: agora é possivel responder, com alguma precisio, a questdes
relacionadas com a especificidade da expressdo emocional (diferentes emogoes
terao expressodes diferentes?) e a universalidade da expressdio emocional (a
expressao € independente da raga e de factores socioculturais?).

1 — Meétodos de estudo da expressio das emogdes no sujeito humano

Quando reflecti acerca das emogdes € de que modos se poderiam identificar as
emogoes e distingui-las apercebi-me que se era dificil observi-las com algum rigor,
mais dificil seria descrevé-las por forma a que houvesse uma comunicagio,
minimamente clara e que fosse fiel ao observado e representasse com o maximo de
fidelidade as emogdes sentidas. No trabalho de sintese de Dantzer h4 a constata¢io
de quais os métodos usados para o efeito até 1988 e quais as suas possibilidades e
limitagoes.

Assim, Dantzer refere que "o essencial dos trabalhos no sujeito humano
Teporta-se as mimicas faciais e, em menor grau, sobre as posturas, as gesticulacoes e
as caracteristicas acusticas da voz.

No dominio da expressao facial das emogdes, os métodos subjectivos
consistem em apresentar a um grupo de sujeitos experimentais, fotografias,
diapositivos ou excertos de video de Pessoas que mimam uma emogio ou a sentem
verdadeiramente (uma crianga a tomar uma vacina, por exemplo) e pedir-lhes que
reconhegam a emogio expressa seja espontaneamente(de escolha livre), seja através
de uma lista fornecida (escolha limitada). Pode-se, igualmente, apreciar a intensidade
da emogdo através de uma pontuagdo numa escala linear de trés ou mais pontos,
Um outro método subjectivo consiste em projectar filmes curtos contendo cenas
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destinadas a suscitar emogdes tais como a alegria ou o horror, a registar a expressio
dos sujeitos e a compara-la com a descrigdo dos sentimentos sentidos.

Os métodos objectivos sdo baseados sobre a caracterizagao dos grupos

musculares implicados nas mimicas faciais. Cada uma das partes méveis do rosto é
animada por um ou mais misculos e as relagdes entre as contracgdes de cada um
desses musculos e as modifica¢Ges de aparéncia da face sdo bem conhecidas. Assim,
a contrac¢ao do misculo zigomdtico levanta os cantos da boca enquanto que o
musculo depressivo do angulo dos labios os abaixa; um sorriso irénico pde em jogo,
simultaneamente, estes dois musculos. Muitos sistemas de medida da expressio
facial das emogdes estdo disponiveis. Todos utilizam como suporte do trabalho uma
banda de registo video da face dos sujeitos submetidos a experiéncia. O sistema de
codificagdo das acgdes faciais (Facial Action Coding System, FACS) elaborado por
Ekman e Friesen na Universidade de Califérnia em S. Francisco distinguindo 44
unidades de acg¢@o([As unidades descritivas sdo designadas de unidades de acgao
em alternancia a unidades musculares. S3o o produto das possibilidades de ac¢do
do aparelho muscular e do que um observador pode distinguir nas suas melhores
condi¢des de observagdo]), correspondendo a tantas outras modificacdes de
expressao do rosto sob a ac¢do de um ou de um grupo de misculos faciais bem
precisos, 8 posi¢des da testa e 6 posi¢des dos olhos"(Dantzer, 1988, 19-20). Neste
sistema tem-se como pressuposto de que ha seis emog¢des de base: felicidade, medo,
desgosto, tristeza, surpresa e cdlera. A familiarizagdo com este sistema de
codificagdo demora entre 44 ¢ 100 horas de trabalho assiduo e obtém o acordo da
ordem dos 80% entre observadores treinados. Ha um outro sistema similar proposto
por Caroll Izard, da Universidade de Delaware, um pouco menos complexo, o
sistema de codificagdo discriminativo dos movimentos da face (Maximaly
Discriminating Facial Movement Coding System que tem por abreviatura Max).
Este sistema sé considera as mudangas de aparéncia da face que permitem
descriminar entre muitas emogdes. Neste sistema considera-se nove emogdes
elementares: alegria, surpresa, tristeza, célera, desgosto, desconfianga, medo,
vergonha/timidez e culpabilidade. A familiarizagdo com o Max demora cerca de 11
horas e obtém o mesmo grau de acordo que o FACS. Izard propGe a organizagiao
dos resultados da descodificagdo de video segundo um «afectograma» onde se
representa a evolugdo no tempo das diversas expressdes faciais observadas. A
importincia de uma emogdo dada no afectograma pode ser apreciada por um indice
afectivo que exprime o tempo de apari¢do da emog3o considerada em relagdo ao
tempo total, em percentagem; mais ainda, para avaliar o0 modo como uma emogao
expressa por um individuo influencia um outro individuo, € possivel realizar um
afectograma diddico que sobrepde os afectogramas individuais.

Como ¢ 4ue as emogoes estdo presentes na aprendizagem da Matemitica?

.ESt(.ES métodos t€m como limitagdo o facto de que nem todos os estados
emocionals s€ associam e/ou dio lugar a modificagées de expressao facial; as
er_nog:oes podem ser escondidas de um modo voluntirio ou, mesmo, involuntério €]
na’o s.e ter acesso as modificagdes de expressao facial. O registo da actividade
elAectnca dos miisculos do rosto (electromiograma facial) permite apesar de tud
por -em evidéncia as diferentes contrac¢des musculares conforme (; tipo de u ~°’
sentida, na auséncia de qualquer outra manifestagdo externa de emogﬁi e

2 — Reconhecimento das emogdes no sujeito humano

Segundo Dantzer nio sio experimentadas grandes dificuldades em
reconhecer a emogio sentida por outra pessoa a partir de fotografias dos rostos das
pessoas. Refere que h4 emog¢des mais facilmente reconheciveis que outras, co
por exemplo a alegria € identificavel entre 08 96% e 99% dos casos. Ref<=,rc7ainlc;10
que o medo € das emogdes mais dificeis de identificar(as respostas correctas, i i
entre os 51% e os 78%) cnquanto que a tristeza, a céler vouts
g’io medianamente identificiveis. Acrescenta que o
influencia de forma significativa a identificagio das emog
no geral, melhores que os homens.

a, a surpresa e o desgosto
nivel de educagiio nio
Oes e que as mulheres sio,

e Que o reconhecimento & mais facil a partir de
gratias de pessoas que sentiram verdadeiramente as emog¢des do que em

uma emogao noutra pessoa se fazer em grande
u rosto hd, ainda, outros indicadores que nos
e b ¢ao tais Somo 0s in,dic?es vocais que jogam um
e intenSi(,iade " grau, os~ par/ametros acusticos (tonalidade, gama de
telefone, co;lseguunos id t'fémpO). gl a?aso He

s entticar com alguma precisdo alguns estados emocionais

Outr . 7 o
o factor determinante para a identificagdo das emogdes sentidas por

alguém € o contexto em que sdo sentidas: muitas vezes & dificil distinguir
pessoa, fora de contexto, chora de felicidade ou de tristeza et
Em smte§e, poderiamos dizer que € possivel reconhecer as emogdes na
pCSanS essenc/lal.mente através das expressdes faciais; os indices vocais e 0s seu:
parametros acusticos jogam, relativamente, um papel mais secundirio: o context
e@ que a p.cssoa estd inserida é outro elemento bastante determinante ’Pod t .
ainda referir que a expressdo emocional & t . G

anto mais clara quanto f i
. ; or sen
mais alto grau e, por isso, & : =i

possivel que nem todas as emogdes sentidas possam ser

identif: : ) 8
ntificadas devido, possivelmente, 2 sua pouca intensidade. A sua identificagdo é
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regra geral, mais facilmente feita pelas mulheres e nao depende do nivel de

educagio de quem as esta a fazer.

Sala de aula

Professor
Aluno A =l \
Aprendizagem da Matematica*
/'Modo: individual; T.(G.; toda a turma
|Emogdes/ Através de: . o
sentimentos actividades:R.P.; ge ometria;estatistica;...

resolugo de exercicios
discussdo e di.ilogo na turma

Aluno B <

*Q que significa aprender Matemitica? o
=Saber regras e formulas para as utilizar na res'olugacl) de exercicios?
=A judar os cidaddos a resolver problemas do dia-a-dia? P
=Preparar os cidad@os para os futuros empregos, vocag¢des ou profissdes?

Ao reflectirmos sobre as nossas aulas facilmente recordamos "passagens" ricas
em expressdes emocionais que nos foram determinantes para gerl.r/q.uer 0
funcionamento da sala de aula quer o nosso relacionamento por vezes dificil com
alguns alunos. Nido é, assim, despropositado, que 1nv1sta:i10s na ~tarefa a que nos
propomos: tentar compreender de que modo as emogdes estdo presentes na
aprendizagem da Matematica no contexto da sala de aula.

Poderiamos perguntar, entdo: - '
O modo como percebemos e exprimimos as emog¢des € universal ou varia

segundo a raga e os factores culturais? . 5

A resposta a esta pergunta, segundo Dantzer, tem .Sl{SCItadO g/ran es
controvérsias apaixonadas entre os antropdlogos e os psicélogos. Ha duas
concepcdes que tém prevalecido durante muito‘tempo: uma aicentuandc.) as
diferengas culturais e a outra acentuando o cardcter inato das emoi;(?es e, por 1s§0,
universal. Dantzer afirma que na obra comemorativa do centenario de Darwin,
Ekman apresenta de forma detalhada as posi¢des defemildas por cada uma d(ajls
concepgoes referidas e considera anedético as observagdes gue lhes servem ~e
suporte afirmando haver uma grande confusdo entre as modahdiides de expr?ssao
das emogdes € as regras socioculturais que modelam a expressdo das emogdes €

i i do
conclui que estad de acordo com o que foi postulado por Darwin, que a express

Como € que as emogiies estao presenies na aprendizagem da Matemitica?

das emogdes € universal ¢ que as diferengas culturais interferem, sobretudo, sobre as

regras de expressio das emogdes. A atestar esta conclusio Dantzer, refere
numerosos estudos que confirmaram estes resultados.

Como facto curioso é de referir que as possibilidades de expressio facial das
emogdes s6 estdo verdadeiramente desenvolvidas nos primatas; estas possibilidades
estdo intimamente ligadas ao desenvolvimento da musculatura da face e, em
particular, a capacidade de dissociar os movimentos dos labios dos das narinas
gragas ao musculo que envolve os 14bios. Serd errado atribuir estas modificagdes
evolutivas aos constrangimentos da expressdo emocional; Dantzer refere, ainda,
que o nimero de emogdes diferentes que um individuo pode exprimir sobre o seu
rosto varia de 6 a 9, mas mantém-se quando passamos do macaco, ao chimpanzé e
ao homem. E também curioso que nas culturas ocidentais hd mais de 1000 termos
diferentes para designar as diferentes emogdes, mas no uso da linguagem comum
nao se utilizam mais do que 10 termos para as referir.

3 — Factores de variacdo na expressio das emocdes

Perante uma mesma situagdo duas pessoas diferentes tém expressdes
emocionais diferentes. Esta afirmagdo é Gbvia e levanta uma questdo bastante
pertinente: se as expressdes emocionais dependem da personalidade da pessoa que
as possui, as caracteristicas individuais sio inatas ou, pelo contrario sio adquiridas
em resultado da educagio? Responder a esta questdo remete-nos para o estudo da
influéncia dos factores genéticos(a natureza) e dos factores do meio ambiente(a
cultura) no desenvolvimento das emogoes. No entanto, Dantzer considera esta
separa¢ao bastante artificial na medida em que os factores genéticos interagem de
modo permanente com o meio ambiente em cada etapa do desenvolvimento.

Em trabalhos feitos em gémeos monozigbticos e dizigéticos estudando o
determinismo genético das emogoes sobre os tragos da personalidade revelaram
que, de um modo geral, os factores genéticos tém uma influéncia moderada mas
constante. Assim o determinismo genético ndo € a wdnico factor que influencia, o
sexo e a idade também sio factores determinantes. Os factores de
desenvolvimento também influenciam as emogdes e a respectiva intensidade uma
Vez que, por exemplo, os medos do recém-nascido nio $30 0s mesmos que os medos
de um individuo formado e h4 €mogdes como a piedade ¢ o orgulho que aparecem
mais tardiamente. Ha4, ainda factores de experiéncia anterior que influenciam de
modo profundo o comportamento posterior de uma pessoa. E consensual que o
meio ambiente social pode afectar o comportamento, ji é mais dificil de
compreender porqué. O meio ambiente exerce trés tipos de efeitos sobre o
desenvolvimento: tem uma fungdo de manutengio, uma facilatacdo das transi¢oes
nha manutengio e uma fungio indutiva sobre as possibilidades de aprendizagem em
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geral e mais particularmente sobre a formagdo de estratégi.as .sociais. As§1m.,dp((i)r
exemplo, a formagao de tendéncias como a agressividade, a timidez, € a Cl%n;)?] : :11 e
dependem ndo do meio ambiente enquanto tal mas .do modo como o individuo
aprende a dialogar com ele. Ao longo do desenvolvimento, segundo Dant.zer, .0
individuo constréi pouco a pouco uma personalidade onde o-s aspectos emocionais
definem o temperamento. E fcil reconhecer a ex1stén01a.de. t/er‘nperamento.s
diferentes consoante as pessoas e isso desde a nascenga; ja € mais dificil de os medir
de modo objectivo e de compreender o seu determinismo. o

Em sintese, os factores de variagdo na expressao das emogdes sdo de orfiem
genética mas de uma forma moderada mas constante enquanto p.oAdeI.nos am.da
encontrar factores de ordem do desenvolvimento, factores de experlerjcm antf:nor
assim como influéncias da personalidade e do temperamento nas en.logoes sent'ld.as‘
Dizendo de outra forma, as emogdes sdo inatas mas também t€ém muito de adquirido
pela educagao dependendo de factores socio-culturais. Até ha Pen} Poucc') tempo
tem-se sobrevalorizado os factores genéticos talvez até por ser mais fam} de isolar as
varidveis a estudar. No entanto cada vez mais se assiste a estudos que tém e.m coilta
as influéncias culturais sobre a experiéncia consciente e sobre as situagdes
emocionais vividas. Este tipo de influéncias € muito mais dificil Qe ser estudado uma
vez que se tratam de fendmenos muito mais complexos e de dificil estudo.

III — Conclusao

Segundo Dantzer, o olhar de cada um de nds sobre o mum.io q.ue: nos rodeia é
marcado pelas nossas preferéncias e as nossas aversdes; a intui¢do eﬂa nossa
predilec¢do guiam as nossas decisdes em muito maior nimero d.0 que a razao. ~Face
a isto afirma que € importante compreender em que € que consistemn as emogdes €
em como elas podem ser dominadas e orientadas. N

Assume que a tarefa ndo € ficil uma vez que as emog¢des cobrem dor&m@s
tradicionais como a biologia e a psicologia; que a emocido é uma experiéncia
consciente que € antes de mais pessoal; pode ser estlmada.pelos ~seus a'spe.ctos
subjectivos, tal como sdao expressos pelo sujeito ou por I.namfestagoes. o.bje/ctllvas
somadticas (mimica, postura ou comportamento) ou viscerais (respostas fisioldgicas,
reac¢des hormonais) que podem ser medidas por um observador ext(.err’lo.

Cada um destes aspectos nao € a emogao mas, na melhor das hipéteses um seu
indicador; este indicador € de qualquer maneira imperfeito porque "enviesado" p~elo
meio sécio-cultural € pela personalidade do sujeito. De qualquer modo, és emogdes
nao sdo substancialmente diferentes das outras operagGes mentais tais como,~a
percep¢do, a memdria ou a formagdo de conceitos. Os processos que ndo sio
directamente observaveis podem ser, mesmo assim, estudados: se presentemente se
compreendem melhor as operagdes mentais que o cérebro realiza é porque a
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psicologia cognitiva reconheceu a realidade desses processos e em vez de se limitar
a0s seus aspectos subjectivos procurou traduzi-los em respostas observiveis de
modo objectivo.

A nossa compreensio da experiéncia emocional beneficiou desta mudanga
radical de concepgdo. Apesar do conhecimento destes processos estar bastante
desenvolvido hd todo um mundo desconhecido que é preciso desbravar. Dantzer
da-nos conta da controvérsia que existe na actualidade a propésito da relagio entre
emogdes e cogni¢io sendo extremada pelas duas seguintes posi¢bes: "para uns a
apari¢do de uma emogio esti dependente de um avaliagdo cognitiva da situagdo
provocadora; para outros, a informagdo aferente pode ser transformada
directamente em emocgdo, sem mediagdo cognitiva: para escapar ao ataque de um
predador, o animal nio tem tempo de avaliar, de comparar ¢ de se relembrar: ele
deve agir répida e instintivamente. Contudo pode-se argumentar que, mesmo neste
caso, a identificacdo do perigo necessita do minimo de comparagio entre
informagdo sensorial e uma representagao interna do mundo envolvente, o que ja ¢
uma forma de cognigio; para as reacgbes indispensdveis i sobrevivéncia do
individuo e da espécie, pode-se pensar que esta operagdo toma lugar no seio de
circuitos rigidos, pré-transmitidos de qualquer modo; a dependéncia face aos
programas de base deveriam, contudo, diminuirem A medida que aumenta a
complexificagio das relagdes com o meio envolvente, em particular nas suas
componentes sociais; nas espécies mais evoluidas e no individuo adulto, a
diversidade e a plasticidade das emogdes resultam da influéncia crescente dos

processos de aprendizagem ¢ das capacidades de simbolizagio" (Dantzer, 1988,
114-115)

O trabalho realizado por Dantzer di-nos uma panordmica geral do que se fez
no campo das Emogdes até ao ano de 1988. Em termos de teorias
comportamentalistas muito se fez e muito se conhece, mas, em simultineo apareceu
um vasto campo desconhecido até entdo; isto €, as respostas encontradas
proporcionaram e levaram a outras tantas perguntas ainda sem resposta. Na década
de 90 assiste-se a emergéncia duma perspectiva de, tratamento das emogdes assente
no principio filoséfico do monismo relativamente ao corpo-cérebro como
constituintes de um wnico 0rganismo em oposigio ao dualismo de Descartes. Assim,
as emogdes sdo fruto de uma mente caracteristica de um organismo e, como tal, que
sofre influéncias determinantes do meio envolvente e, em particular das suas
ctomponentes sociais e culturais. Apesar de virios autores considerarem que hi
emogdes universais, entre os quais Ekman, ndo podemos ignorar que os dominios da
ciéncia social incluindo psicologia social, psicologia desenvolvimental, psicologia
cultural, antropologia médica e psicopatologia apontam para a perspectiva de
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emogdo e cultura estdo mutua e reciprocamente relacion.adz}s.. "A pr:-se-ntle/ eir::fjssengz
cultura ndo parte do pressuposto de que os proces-sos bl'ologjcos e ;sm ogas e
sdo importantes na emogdo. Pelo contrario, a 1nvest1gag~ao gefa noiucugs 1o°
biolégicos, demonstrou, amplamente que estes pr?cessos sdo pntf)ots ”eEc —
processos emocionais. [O que é proposto por Kitayama, na obra "Em =
Culture”] € que o desenvolvimento e orgamzagéo /dgs prO?es.sos.:.m(i? onas ¢
experiéncia, com todas as suas sustentagdes blOlOglCﬁS? e.s.lgm icativ e
influenciada, sustentado ou modificado pelos sistemas~de ﬁlgr?l'flcados r:)s qtua -
eu, outros ou acontecimentos sociais ou objectos que saf) mgmfwan?es. e)fdensna
da influéncia cultural pode ser maior do que prevxamen‘te foi assurml.o t
psicologia. Esta visdo de emogdo a partir dei uma. perspectiva cultulral szrlrcer;:z
ilumina aspectos da emogdo que nao te'm sido captados pela oo
universalistica, e principalmente bioldgica." (Kitayama, 1992., 2) Este autor a e
que a emogdo pode ser conceptualizada de uma forfna enriquecida c<~)mo/ s,.iudo
social na natureza ou parafraseando Lutz(19$8), afirma que a emogio ¢

menos natural”.

B — Os afectos e a Educacio Matematica
Nesta sec¢ao apresentarei dois artigos da drea da Educagao Matemadtica que

trabalham os aspectos afectivos: o
1) Fennema, Elizabeth (1987) em '"Um Estudo em Afecto e Matematica: Um

Modelo Genérico Proposto para a Investigacio' aborda os seguintes tépicos:
Trabalho descritivo em afecto

Metodologia tradicional
Metodologia da Ciéncia Cognitiva e afecto

Afecto e resultados educacionais ‘

O modelo do comportamento autonémico da aprendizagem
Diferengas de género em Matematica

O modelo

Um modelo genérico
Um modelo genérico para a investigagdo em afecto e produtos

2) McLeod, Douglas (1991) em "Reconceptua.lizagﬁf) .da Investigacao dos
Afectos em Educagio Matematica'', aborda os seguintes tGpicos:
*Terminologia e conhecimento basico;
*Teorias psicologicas e afecto;
* Aproximagao cognitiva a investigacao em afecto; N
*Crengas, atitudes e emogdes na aprendizagem da Matematica:

reconceptualizando o dominio afectivo
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*Conceitos do dominio afectivo relatados(confianga, auto-conceito,
auto-eficécia, ansiedade Mmatematica, atribuigdes causais, atribuigdes
do esforgo e da capacidade)

*Tépicos do dominio cognitivo relatados(autonomia, estética, intuicio,
metacognigdo, contexto social, tecnologia)

*Teorias e métodos para a investiga¢io no dominio afectivo.

O texto 1) apresenta um modelo genérico para a investigagdo em afectos e
resultados. E de referir que Fennema trabalha francamente no paradigma
quantitativo e, por isso, faz referéncia a variaveis, estudos do tipo causa e efeito,

O texto 2) é uma revisio teérica dos trabalhos j4 feitos a nivel americano no
dominio dos afectos e em dominios correlacionados. McLeod, neste artigo, aponta
para a utilidade da utiliza¢io do paradigma qualitativo na investigagéo no dominio
afectivo apesar da maior parte dos artigos considerados na revisio de literatura
fazerem uso de métodos quantitativos e de se compreenderam no paradigma
quantitativo.

A leitura do livro "O erro de Descartes" de Anténio Damisio apesar de nio ser
do dominio da Educac¢do Matematica pode ajudar-nos a fundamentar da urgéncia e
da pertinéncia de se focar a investigagio sobre o papel das emogdes no
desenvolvimento da racionalidade de uma pessoa e de, consequentemente, ser um
contributo muito importante na fundamentagio da necessidade de investigacio dos
dominios afectivo e cognitivo de uma forma integrada:

"Nao se pretende negar com isto que as €mogdes € os sentimentos podem
provocar distiirbios destrutivos nos processos de raciocinio em determinadas
circunstincias. O bom senso tradicional ensinou-nos que isso acontece na
realidade, e investigagGes recentes sobre 0 processo normal de raciocinio tém
igualmente colocado em evidéncia a influéncia potencialmente prejudicial das
emogdes. E, por isso, ainda mais surpreendente e inédito que a auséncia de emogdes
nao seja menos incapacitadora nem menos susceptivel de comprometer a
racionalidade que nos torna distintamente humanos e nos permite decidir em
conformidade com um sentido de futuro pessoal, convengao social e principio
moral.

Tdo pouco se pretende afirmar que, quando as emogdes tém uma acg¢do
positiva, tomam as decisdes por nds ou que nio somos seres racionais. Limito-me a
sugerir que certos aspectos do processo da emocio e do sentimento sio
indispensiveis para a racionalidade. No que t€m de melhor, os sentimentos
encaminham-nos na direc¢do correcta, levam-nos para o lugar apropriado do
espago de tomada de decisio onde podemos tirar partido dos instrumentos da
I6gica. Somos confrontados com a incerteza quando temos de fazer um juizo moral,
decidir o rumo de uma relagdo pessoal, escolher meios que impecam a nossa
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pobreza na velhice ou planear a vida que se nos apresenta pela frc?nte. As emog(')ef
¢ os sentimentos, juntamente com a oculta maquinaria fisiolégica que lhes esta
subjacente, auxiliam-nos na assustadora tarefa de fazer previsdes relativamente a
um futuro incerto e planear as nossas acgdes de acordo com essas
previsdes'(Damasio, 1995, p.14-15). - )
Relativamente a trabalhos académicos portugueses no dominio da Educagao
Matematica ndo conheco algum cujo foco sejam as emogdes apesar de haver
diversos trabalhos que estudam e se debrugcam sobre crencas e atitudes que sdo
consideradas por McLeod do dominio afectivo. E de salientar que em muit?s
trabalhos até agora saidos a lume no dmbito das atitudes no contexto da Edu.cagao
Matematica incluem referéncias a sentimentos tais como ansiedade, confianca,
frustragdo e satisfagdo para descrever respostas a tarefas matematicas propostas.

1. O modelo genérico de investigagdo de Fennema

Fennema no seu artigo "The study of affect and mathematics: a proposed
generic model for research” apresenta uma visdo global acerca dos estud.os do
afecto e da Matematica. Comeca por referir as metodologias utilizadas neste tipo de
estudos: a metodologia tradicional e a metodologia da ciéncia cognitiva ligada ao
afecto. Refere-se aos diversos estudos realizados e ao seu ambito. Apresenta, ainda,
0 Modelo de Aprendizagem para o Comportamento de Autonomia (ALB) baseado,
essencialmente, no incremento de actividades que proporcionem a autonomia dos
jovens nao esquecendo os factores que influenciam todo este processo:

1) o sistema de crengas internas donde se destacam

a) a confianca na sua capacidade de fazer Matemdtica;,

b) a utilidade percepcionada da Matematica;

¢) a atribuigdo causal.

2)factores externos e sociais

-Sala de aula (influéncias na ...)
Professor (o que diz, o que faz;
as suas crengas e expectativas;
as actividades proporcionadas;
o modo como trata os alunos).

3) importancia dos resultados da Educagao Matematica.

De seguida fundamenta através de seis razdes porque € importante o estudo
da influéncia do afecto na educagdo matematica, a saber: primeira: a selecco de
varidveis afectivas relevantes estd baseada na teoria — o facto de que a varidvel
confianca em aprender Matematica proporcionou resultados bastantes
significativos ndo foi uma questdo de sorte; segunda: a varidvel a ser es:.tud.ada
devia estar definida de uma forma clara e precisa em contraste com as primeiras

Como ¢ gue as emogdes estdo presentes na _gprcndl?;_tgcm da Matemética?

investigagdes em atitudes; terceira: a varidvel foi transposta e definida claramente
com respeito a Matematica; quarta: a varidvel foi medida usando um método que
atestava a sua validade e fidedignidade; quinta: os resultados de contelido foram
especificados claramente em relagdo a Matemtica; sexta: foi tido como hipétese
que as varidveis definidas com clareza estavam relacionadas com os resultados
através de certas varidveis mediadoras. Refere as tendéncias dos trabalhos nesta
area, na actualidade e que demorou as duas dltimas décadas para reunirem
conhecimento acerca das cognigdes matemiticas dos alunos para perceber o modo
como esse conhecimento podia ser aplicado nas decisdes acerca do curriculo de
Matemitica (Fennema, Carpenter e Peterson, 1986). Formula o desejo que nio
demore tanto tempo para se perceber o suficiente acerca dos afectos e dos
processos mentais para se desenvolverem as necessirias implicagdes no curriculo.

Sintese

Considera que ha duas dreas na metodologia tradicional que podem orientar-
nos: a primeira € decidir quais sio as varidveis que se podem estudar; a segunda
refere-se ao cuidado com o qual o trabalho é feito. De uma forma minuciosa propoe
um conjunto de conselhos que um investigador deve tentar seguir se quiser fazer
uma investigagao nesta drea: nao havendo dividas de que um trabalho de
investigagdo deve ser cuidadosamente planeado para que possa, posteriormente. ser
transformado em conhecimento replicavel; que se devem definir quais sdo as
variaveis que se vao estudar em relagdo com a Matemdtica e¢ medi-las
cuidadosamente. Fennema alerta que o trabalho na drea cognitiva das criangas
resultou em conhecimento importante por causa da modelagdo e hipéteses
cuidadosas e espera que o trabalho no dominio afectivo resulte do mesmo modo.
Considera, ainda, que as duas perspectivas teéricas que se podem complementar
serao as abordagens diferencial e cognitiva. Apresenta ainda um conjunto de
problemas inerentes a esta rea tais como: se na nossa sociedade somos educados
para ocultar muitas das nossas emogoes, crengas e sentimentos, mesmo perante nos
proprios, como identificar essas manifestagoes afectivas sem invadir a privacidade
pessoal. Pergunta mesmo, se nés temos o direito, em termos éticos, de o fazer. Refere
que o trabalho no dominio afectivo é essencial mas bastante dificil. No entanto, para
Fennema, hi o pressuposto que os afectos influenciam a aprendizagem matematica
€ que se deve continuar a investir na investiga¢do no dominio afectivo até que
muitos alunos aprendam Matematica e se sintam bem como alunos de Matematica.

Comentario: A abordagem que a Fennema faz é, caracteristicamente, na defesa
e apologia da utilizagio dos métodos quantitativos numa abordagem positivista e,
por isso, hd uma grande preocupagio na defini¢do de varidveis e, a nivel geral, pela
validade e fidedignidade do estudo. Este tipo de estudos tiveram uma importincia
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determinante numa dada época e se ha resultados de estudos no dominio afectivo
devem-se ao uso do paradigma tradicional. Contudo hd algumas lacunas que
parece que ndo podem ser ultrapassadas com o uso do mesmo tipo de

metodologias.

2. Reconceptualizacao da investigacdo dos afectos na Educagdo Matemdtica —
McLeod

2.1. Justificagdo da pertinéncia do estudo do dominio afectivo na Educacao
Matematica

Para McLeod os aspectos afectivos jogam um papel central na aprendizagem
¢ instru¢cdes matematicas. Comeca por lembrar que quando os professores falam
acerca das suas turmas quase que se remetem a referir o entusiasmo ou hostilidade
dos seus alunos relativamente a Matemadtica; comentdrios acerca de gostar ou
detestar a Matemadtica sao muito comuns nos relatérios das actividades lectivas.
Embora o afecto seja um aspecto central dos estudantes e professores, McLeod
afirma que a investigacao dos afectos na educagdo matematica continua a ser
periférica a este dominio. "Se a investigagao na aprendizagem € na instrugdo serve
para maximizar o seu impacto nos alunos e professores, os aspectos afectivos
necessitam ocupar um lugar mais central nas mentes dos investigadores" (McLeod,
1991, 575) E de opinido que a investigagio em educagdo matematica pode ser
reforgada se os investigadores integrarem os aspectos afectivos nos estudos de
cognigao e instrug3o.

Os esforgos actuais para a reforma do curriculo da Matematica atribuiram uma
importancia especial ao papel do aspecto afectivo. O NCTM (National Council of
Teachers of Mathematics reafirmou a centralidade dos aspectos afectivos na sua
publicagdo recente das Normas (Standards) do curriculum e da avaliagdo (Comissao
das Normas para a Matematica Escolar, 1989). Dois dos seus maiores objectivos
neste documento ocupam-se com ajudar os alunos a compreender o valor da
Matematica e com desenvolver a confianga dos alunos. Nesta Norma na disposic¢do
para a Matemdtica, sdo recomendadas a avaliagiao da confianga dos alunos, o seu
interesse, a sua perseveranga e curiosidade. De um modo analogo, no relatério do
Conselho Nacional de Investigagdo (National Research Council, 1989) no futuro
da educagdo matematica (Everybody Counts) pde bastante énfase na necessidade
da mudanca das crengas e atitudes do piblico, em geral, em relagdo a Matematica.
Afirma, ainda, que segundo esta perspectiva o progresso da educagdo matematica
requerera mudangas nas respostas afectivas tanto das criangas como dos adultos
(McLeod refere que as pessoas dos Estados Unidos assumem que aprender
Matemdtica depende mais das capacidades do que do esforgo; aceitam,

Como € que as emogdes estdo presentes na aprendizagem da Matematica?

passivamente, o seu insucesso a Matematica: e tanto os adultos como as criangas
proclamam, passiva e naturalmente. a sua ignorancia a esta disciplina).

McLeod baseado em trabalhos de Dossey, Mullis, Lindquist e Chambers
(1988) relativos ao que se passa nos Estados Unidos e em trabalhos de Foxman,
Martini e Mitchell , 1982; McLean, 1982 em estudos relativos a0 que se passa
noutros paises, afirma que, conforme os estudantes avangam em escolaridade menos
confiantes sio na sua relagio com a Matemitica. Considera, ainda que, apesar dos
esfor¢os para avaliar programas, promover a reforma e incrementar a Educacio
Matematica, estes esforgos sdo feitos & base de questiondrios com o fim de obter
consenso no que se refere as crengas e atitudes; contudo considera que ainda nao
foi encontrado uma estrutura teérica para avaliar os afectos que incluisse dados de
uma escala mais especifica e estudos qualitativos que permitissem outro tipo de
abordagem as respostas afectivas dos alunos. Considera que é importante
incrementar a teoria no dominio afectivo e o uso de diversos métodos de
investigacao.

2.2. Terminologia e teorias psicologicas

McLeod vai utilizar a nomenclatura que foi proposta por Simon (1982) para o
dominio afectivo: afectos é o termo geral € os termos usados para referir
subconjuntos mais especificos dos afectos serio as crengas (tradugio da palavra
"beliefs"), as atitudes e as emogdes; vai fundamentar-se nos fundamentos teéricos
pa.ra a investigagdo em afectos na teoria de Mandler (1984) que foi o primeiro
psicélogo cognitivista a esforgar-se por aplicar as suas ideias Educagio
Matemitica e que ilustrou como & que os afectos podiam ser incorporados em
estudos cognitivos do ensino e aprendizagem de Matemitica e em que muitas das
suas ideias sdo compativeis com outros tedricos cognitivistas. Segundo Hart
(1989b) e Simon (1982) a descri¢do de fenémenos do dominio afectivo nio € uma
tarefa facil uma vez que os mesmos termos tém significados diferentes conforme sio
utilizados em psicologia ou em Educagdo Matemitica ¢ mesmo dentro do mesmo
dominio cientifico usando a mesma terminologia pode ndo se estar a estudar o
mesmo fenémeno. Esta situagdo ilustra bem a complexidade e a dificuldade de
trabalhar de uma forma adequada no dominio afectivo. Apesar de haver virias
revisdes de literatura sobre o dominio afectivo na Educagio Matemaitica elas focam,
essencialmente, as atitudes relativas 3 Matematica mais do que tentar descrever e
analisar todas as componentes do dominio afectivo. Refere, ainda que, que sio
marcados pelo paradigma tradicional na investigagdo educacional, com énfase nos
métodos quantitativos, nos testes de papel e lapis dentro de uma perspectiva
positivista da psicologia behaviourista e/ou diferencial.
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McLeod apresenta sumariamente as teorias psicoldgicas dominantes € a sua
influéncia no estudo dos afectos: considera que o behaviourismo e a sua
influéneia foi um importante factor para o facto do dominio afectivo ter sido
negligenciado uma vez que de uma forma extrema consideravam as emogdes
construg6es imaginarias e tinham relutincia em analisar os processos do dominio
afectivo que utilizavam a introspecgdo e os relatérios verbais. Por outro lado o
trabalho dos investigadores seria muito mais simples se as emogdes fossem
supérfluas como Norman (1981) referiu. Uma outra possivel causa da lacuna do
estudo do dominio afectivo na ciéncia cognitiva foi o desejo de evitar
complexidade segundo Gardner (1985). Apresenta, de seguida, a influéncia da
psicologia diferencial e a psicologia social como tendo dado bastante atengdo a
nogdo de aspectos afectivos especialmente ao estudo das atitudes. O trabalho
dentro desta perspectiva da énfase as definigbes dos termos, é caracterizado pela
preocupagio com os aspectos de medigdo e pela sua confianga nos questionarios e
pelos métodos quantitativos. McLeod refere uma grande quantidade de trabalhos e
autores dentro da ciéncia cognitiva e considera que quase tudo o que sabemos
dentro do dominio afectivo se deve ao paradigma tradicional e apresenta a
Fennema como grande defensora dos métodos e contribui¢des quantitativas; no
entanto comenta que nada do paradigma tradicional da psicologia diferencial,
rigorosamente aplicado, tenha produzido grande conhecimento acerca dos afectos
na Educagao Matematica. Contudo este conhecimento tem sido particularmente
util nas diferengas de participagdo na Matemitica (Fennema, 1989; Fennema e
Leder, 1990); no entanto noutros tdpicos ha resultados de investigagdo que sdo
contraditorios e confusos. Apesar das limitagSes das teorias psicolégicas McLeod
chama a atengio de que € importante ndo esquecer o que se tem aprendido ao
longo dos tempos, apesar de novas abordagens no estudos dos afectos
promoverem o progresso da investigagdo e a utilizagdo de novos paradigmas
poderem liderar reconceptualizagdes facilitadoras. Por dltimo, apresenta o
paradigma alternativo dentro do trabalho da psicologia desenvolvimental e com a
influéncia crescente da psicologia cognitiva do passado recente. Este novo
paradigma de investiga¢ao nos afectos dentro da aprendizagem matematica pode
ser caracterizado pela €nfase nos aspectos tedricos, o seu interesse pelos métodos
qualitativos, o uso de entrevistas e protocolos em que se pensa em voz alta e a sua
aten¢do nas crengas e emogdes tanto como nas atitudes. Os autores que apresentam
andlises com estas caracteristicas com algumas aplicagdes e extensdes dentro da
Educagdo Matemdtica sdo: Bassarear (1989), Goldin (1988) e McLeod e Adams

(1989).

Como é que as emogdes estdao presentes na aprendizagem da Matemética?

2.3. Sintese da teoria de Mandler -

Segundo Mandler h4, pelo menos, trés grandes facetas da experiéncia afectiva
dos estudantes em Matemitica. A primeira € que os estudantes tém certas éren-gas
acerca da Matematica e acerca deles proprios que jogam um papel importante no
desenvolvimento das suas Tespostas afectivas as situagGes matemzitiéas ( O papel da
.c,ultura que enforma estas crengas parece ser particularmente importante). Segundo,
Jja que .as Interrupgdes e os bloqueios parecem ser inevitavelmente uma partc da
aprér}dlzagem da Matematica, os estudantes experienciardo tanto emogoes
posmvas.como negativas enquanto aprendem Matematica; essas emogdes serdo
tanto mais notadas quanto as tarefas forem mais novas. Terceiro, os estudantes
dese.n/volverio atitpdes positivas ou negativas perante 3 Matemitica (ou partes do
c.urnculum matematico). conforme encontrarem repetidamente as mesmas ou
situagOes matematicas similares. Assim em primeiro lugar estdo consideradas as
Crencas, em segundo as emogoes e, por tltimo, as atitudes como resultantes de uma
certa habituagdo ou rotina.

Mandler tenta caracterizar, ainda que de uma forma sumdria e breve, os trés

nivei§ de aspectas, g{ec;tivos com que trabalha. Assim, as crengas sio lar;;a.mehte
cognitivas na s’uaborige,m e desenvolvem-se durante e por um longo periodo de
tempo. _As emogdes, par outro ladp, pedem envolver pouca avaltagdo cognitiva, e
podem aparecer e desaparecer rapidamente, tal como.a frustragio-de resolver um
problema dificil é seguida da alegria de ter encontrado a solugio. Contudb
McLeod pensa que as crengas, atitudes e emogodes ltepresentalh niveis crescentes dej
envolvimento de intensidade e resposta afectiva ‘e, a0 mesmo tempo, niveis
d.ecr.escentes de envolvimento cognitivo, aumentanda a intensidade de resposia e
diminuindo a estabilidade de niveis de resposta, Relativamente is crengas McLeod
apresenta as seguintes categorias: crengas acerca da Matematica, acerca do ey
acerca do ensinar Matematica e acerca do contexto social; fala das atitudes ei
apresenta revisio de literatura nessa drea; detém-se, ainda, nas emogdes € constata
que as reac¢Ges emocionais nio tém sido consideradas na investiga;;io das afectos
na Educagdo Matemitica. Esta lacuna explica-se, segundo McLeod, devido ao
facto da investigagdo dos aspectos afectivos andar muitas das vezes ﬁ’ procura de
factorf:s estiveis e que pudessem ser medidos por questiondrios. Isto é a
Investugagao preocupava-se mais com os produtos do que com 6s Processos, e mais
com as crengas e atitudes do que com as emogdes.

2.4. Investigacio da Educa¢io Matematica em emocoes

Cont.u‘do hd um nimero de estudos que olharam para os processos envolvidos
na aprendizagem da Matemaitica e esses estudos tiveram em conta, algumas vezes
as emogoes. Assim temos o estudo mais antigo que foi feito por Bloom e Broder
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(1950) acerca dos processos de resolu¢ado de problemas; o trabalho de Buxton
(1981) que estudou o panico gerado pela realizagdo das tarefas matemdticas;
Buxton interpretou os dados a partir da perspectiva de Skemp (1979) acerca do
dominio afectivo e sugeriu um certo nimero de estratégias para alterar as crengas
dos alunos com vista a reduzir a intensidade das respostas emocionais. Ha, ainda,
investigadores que investigaram factores que estdo relacionados com a influéncia
das emogdes nos processos cognitivos em Matematica, tais como: Wagner, Rachlin
e Jansen (1984) que fizeram um relatério dos estudantes de algebra a resolverem
problemas e referiram as suas emogdes; Mason, Burton e Stacey (1982) que falaram
acerca da satisfagdo da experiéncia do "Aha!" na resolugao de problemas
matematicos; Lawer (1981) também documenta as respostas positivas que
acompanha os momentos de insight quando uma crianga se apercebe das relagoes
entre duas ideias importantes. No entanto ha outro conjunto de estudos que se
focaram directamente sobre o papel das emogdes na aprendizagem da Matematica:
McLeod, Metzger e Craviotto (1989) apresentam um relatério das reacgdes
emocionais dos peritos ¢ dos que iniciam a resolugdo de problemas; Bassarear
(1989) conduziu extensas entrevistas a dois alunos de um curso superior
observando a interac¢do entre as suas crengas, emogodes ¢ atitudes com o nivel de
realiza¢@o na sala de aula de Matematica. Este conjunto de dados destas entrevistas
sugere o modo determinante que as respostas emocionais podem ter na
aprendizagem matematica dos alunos.

Apesar dos comentérios acerca das emogdes aparecerem nos textos de
investiga¢do na educagdo matemdtica uma vez por outra, ha estudos que contém
medigdes das mudangas fisioldgicas que acompanham as emogdes. Assim, Gentry e
Underhill (1987) reuniram dados contendo medidas da ansiedade através da tensao
nos misculos durante tarefas de papel e lapis; também Dew, Galassi e Galassi (1984)
compararam medidas fisiol6gicas do batimento cardiaco e da condutividade da pele
em tarefas de papel e lapis que levavam a ansiedade.

Em sintese, a investigacdo nas respostas emocionais a Matemdtica existe mas,
segundo McLeod, nunca ocupou um papel proeminente na investigagcdo do
dominio afectivo em Matematica. O autor cré que isto se deve ao facto de nio
haver uma estrutura tedrica na qual se interprete o papel das emogdes na
aprendizagem da Matemitica. Apresenta de seguida alguns instrumentos tedricos
que podem servir de suporte & criagao dessa estrutura tedrica: a teoria de Mandler
(1984); o volume editado por Harré (1986) "The social construction of emotions”
que apresenta uma abordagem construtivista dos aspectos afectivos e que
constituird um éptimo instrumento de trabalho para os investigadores que se situem
fortemente numa linha e perspectiva construtivista; e o trabalho de Case ¢ al.

(1988) que integra o pensamento neopiagetiano acerca da cogni¢do e apresenta
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uma t.entativa de explicar o desenvolvimento da €mog¢do — serd, possivelmente, um
bo.m instrumento de trabalho para os investigadores que utilizem a perspectiv;i da
psicologia desenvolvimental. Case e os seus colegas nao aplicaram a sua
abordagem ao campo da educagdo matemaitica.

McLeod conclui dizendo o conjunto de dados existentes vindos de diversas
fontes e de diversas perspectivas tedricas sugerem que a cuidadosa observagio dos
alunos e as entrevistas detalhadas poderdo ajudar os investigadores nas suas
andlises dos estados emocionais dos alunos em Matemitica (McLeod, 1988).

2.5. /C‘onceitos do dominio afectivo e alguns tépicos relacionados com o
dominio cognitivo

McLeod afirma que dentro duma visio global acerca da teoria do dominio
afecFivo ha alguns conceitos deste dominio que se podem considerar como minj-
teorias tais como: a confianga que € considerada como uma crenga acerca da
competéncia em Matemitica; o auto-conceito que pode ser considerado como uma
ge‘n(?rz?lizagéo da confianca na aprendizagem da Matematica (Reyes, 1984); a auto-
ef19a01a como sendo uma variagio da nogdo de auto-conceito (Bandura, 1977); a
ansiedade relativa a Matematica; as relagdes causais; os atributos de ’esforgo, €
C?Racidade; a incapacidade induzida e aprendida; e motivacio. Apresenta alguns
top}c'os caracteristicos da investigagio no dominio cognitivo tais como: autonomia
estética, intuigdo metacogni¢do e contexto social afirmando que a sua posigﬁc;
nesteA firtigo tal como na teoria de Mandler (1984) € que os dominios afectivo e

cognitivo estao intimamente relacionados, isto €, as respostas afectivas nio ocorrem
na auséncia de avaliagdes cognitivas, de acordo com a teoria.

De todos estes tdpicos irei deter-me sobre 0 contexto social por me parecer
fundamental na relagdo entre os factores afectivos e o ensino-aprendizagem da

M ‘- -
a.tematlca uma vez que as pessoas estdo imersas num determinado contexto
social.

a) Contexto social

A énfase no papel dos factores contextuais vieram da antropologia onde os
estudos da aprendizagem em ambientes fora da escola levaram a novos insights
(Lave, 1988). A aplicabilidade destes insights dentro da escola torna-se, por vegzes
pouco clara. , ’

A anilise do contexto social foi tanto do interesse dos psicélogos como dos
antropdlogos. Saxe (1990) estudou o desenvolvimento do pensamento matematico
com a énfase na interacgio da cultura com a cogni¢do; muitos destes exemplos
foram trazidos de investigages de como as criangas brasileiras desenvolviam as
suas capacidades matematicas através do seu trabalho como vendedores. Outro
trabalho de outra 4rea é o de Magnusson (1981) que fez uma anilise de si;uagf)es
caracteristicas que s3o importantes para a psicologia, tais como: complexidade
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clareza, tarefas, regras, pg;.)éis, espagos fisicos, outras pessoas, expectativas,
i ctivas e emogoes.
tonahgz‘::: :tf:):llagem do Zf)ntexto social € a que ¢ p,ro'p'orcionada pelo ‘t:r:éatfi‘h(; g:
Bishop (1988) na enculturagdo matemitica. A sua andlise da. ¢gltura matehdvecr: "
bastante &nfase as crencas e atitudes e defendé a tese de que deve L
curriculo que induza, adequadamente, os aluqos na f:ulftua (vi‘a.noys‘sa 1§c.!pl m;
Noutro trabalho que ptetendia clarificar o papel do dontexto ‘ foc?mais
aprendizagem, Newman e al. ’(1989)‘argumen..t,aram que a .mudal.tga dcogmgv:e e
urh processo social do que individual, su.germt‘io‘ que os investiga lores f:S e
mais atengdo ao contexto e s interacgdes sociais dos alu?os. {*Ioutra Pelrt [:- . d;
Cocking e Mestre (1988) e Orr (1987) procuraram a§ mflqenc:lls cu nlie mbros
aprendizagem mat¢matica que causavam problemag particulares a Funoi e
de grupos linguisticos nﬁnoﬁiﬁﬂos (ou outros). Com o tra'balho de Fenne vy
sobre as diferencas de gémero na realizagdo matemdtica em qu.e ,os ac .
afectivos tém um papel importante, parece razoavel tomar‘ como h1pote§e l‘(.]ue ?
factores afectivos sdo, particularmente, importantes nas dlferengas de realizagdo
entre grupos provenientes de diferentes backgrou'.mds culturalf. N e,
A investigagdo que foi feita nesta irea indica o pagcl significante al ami
dos alunos nas suas crengas e atitudes relativamente a escola em gera ei,gz?
particular, 3 Matematica (Patsons, Adler ¢ Kaczala, 1982; Stevenson e al., 1986;
SUgle;e;Z:;’];: iisa) tecnologia na sala de aula € um dos, ?.spectos.do lcorjtcx(;z
social do ensino-aprendizagem. Kaput (1989) numa anilise de s1‘mu agdo 5
impacto que os computadores podem ter no ensino fia sala de aula, notm:j;];e o
alunos que aprendem num ambiente em que haja com?utzidore;s ;;(c;e B
respostas afectivas muito diferentes daqueles al'urjos que nio t€m. urd i
apresentou uma anélise interessante de como a visdo do c.omputador sed e s
desde a crianga até a idade em que o computador € um objecto para ser domina

que pode reflectir a nossa identidade.

2.6. Teorias ¢ métodos de investigacdo no dominio afec‘tivci)' .

A maior parte da investigagdo no dominio afectivo utilizou o pa.r.adlgmt:
tradicional da investigagio quantitativa, € como 'Fennern'a (1989) -rjfér;l[; ;sOd
abordagem produziu informagdo vélida no dominio aft‘.c‘tlvo. Contu fo, =
afirma que, nestes recentes gnt)s, a investigagdo no dorm’mo. CO@lthO. ez‘ =0
bem sucedido tanto de técnicas qualitativas como de técnicas qu’anflt.atlvzlisT ’
combinagdo de técnicas parece-the apropriado, a McLeod, para‘n 0 dOfmm?daf)elc;u;':(;
Howe (1988) notou que muitos irivestigadores tinh@ um corgprom;sp i ; . ge ’
com um conjunto de métodos de investigagdo, partindo do pressuposto de qu

L
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pureza do método é necessiria para o desenvolvimento da teoria. Contudo,
segundo Howe (1988), nio h4 evidéncia convincente que os métodos qualitativos
€ quantitativos sejam incompativeis. Dada a natureza da investigagio no dominio
afectivo parece a McLeod, que o uso de uma variedade de métodos de
investigagdo tem possibilidades de contribuir bastante para o desenvolvimento do
dominio em questio desde que os dados sejam interpretados de uma forma
inteligente. Para McLeod apesar da abordagem tradicional de investigacio ter
contribuido para o conhecimento mais aprofundado de aspectos do dominio
afectivo argumenta que o uso de dados qualitativos possibilitar-nos-iam completar
4 nossa compreensio acerca deles. As medidas das reacgdes emocionais i
Matemitica podem ser feitas quantitativamente (por exemplo, as medigdes do
batimento cardiaco), mas parece-lhe muito mais natural que a investigagdo na sala
de aula de Matemitica de alguns aspectos se faga através do uso de técnicas
qualitativas. Um estudo utilizoy os grificos onde se representavam as reacgdes
emocionais durante um episédio de resolugdo de problemas, feitas pelos préprios
alunos, tentando assinalar os "altos" e "baixos" que eles sentiram em diversas
alturas; também lhes foi pedido que especificassem as razGes para os sentimentos
positivos e negativos (McLeod, Craviotto e Ortega, 1990). Outro método possivel
de ser utilizado € o registo em didrio, feito pelos alunos, com regularidade, acerca da
Matemaitica- pode permitir-nos a acesso a respostas afectivas (Adams, 1989).
McLeod acrescenta que se a investigagdo em afectos nos vai ajudar a compreender
0 papel dos afecto no ensino-aprendizagem de Matemitica, os estudos em afecto
devem ser integrados com os estudos cognitivos.
Integrando afectos nos estudos cognitivos da aprendizagem matemitica
incrementaria a investigagdo tanto da cognigdo como dos afectos.
a) Integrando investigacdo dos afectos na aprendizagem
Os trabalhos de que se vao falar, em SCguida; tentam intcérar‘ investigagio em
afectos e cogni¢do usando tanto métodos quantitativos como qualitativos.
Marshall (1989) apresentou um relatério sobre as TeacgGes afectivas dos alunos do
6° grau a problemas de histéria. O propésito deste estudo era perceber como se
desenvolviam os esquemas dos problemas de histéria. N a andlise de Marshall estas
Tespostas emocionais e atitudinais foram relacionadas com vArios componentes dos
€squemas envolvidos na resolugdo de problemas de histéria.
Lester e al: (1989) num trabalho com problemas de histéria, com alunos do 7°

deste estudo promoveram a visdo de que o contexto social € as crengas nele

geradas t€m uma importante influéncia tanto nas respostas afectivas como nos
actos metacognitivos.
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Estes estudos da aprendizagem dos alunos indiciam que os afectos jogam um
papel importante na realizagdo matematica dos alunos (aprendizes). O estudo de
Silver e Metzger (1989) ligando a investigagao em afecto com cognigao recolheu
dados na realizagdo de peritos através de entrevista a matematicos que faziam
investigacdes e da resolugdo de problemas com a técnica de falar em voz alta. Um
resultado impressionante destes dados foi o papel importante que a estética joga na
monitorizagdo e avaliagdo da realizagio dos peritos. Os aspectos estéticos da
experiéncia da resolugdo de problemas estdo claramente relacionados com as
respostas emocionais dos peritos, incluindo a sua satisfagao do problema. Taylor
(1990) investigou as atitudes dos matematicos acerca da Matemitica.

Uma variedade de estudos com uma orienta¢do cognitiva incluiram factores
afectivos como uma importante parte da sua investigagdo Assim, Peterson ¢ Swing
(1982) completaram uma série de estudos que incluiam entrevistas extensas com
estudantes a quem era pedido que comentassem tanto os assuntos afectivos como
cognitivos; Ginsburg e Allardice (1984) proporcionaram uma visao intrigante
acerca do modo como as crencas € as emogdes podem contribuir para as
dificuldades de criangas pequenas que tém insucesso a Matematica. Estes e outros
estudos sugerem que os métodos usuais de investigagdo em cogni¢do podem ser

adaptados para inclufrem atengdo de uma forma apropriada ao papel dos afectos na
aprendizagem da Matematica.

b) Integrando investigacéio dos afectos no ensino

A investigagio em professores e ensino em educagdo matematica raramente
tem como foco os factores afectivos que sdo frequentemente visiveis na sala de
aula. Neste item vai-se apresentar artigos que incluem afectos. Assim Cobb e al.
(1989) reuniu um conjunto extenso de dados em como um professor do 2° grau
lidava com as emogdes na aprendizagem de Matematica. Os dados foram recolhidos
através de uma observagio cuidadosa ao longo de um ano lectivo. Sowder (1989)

num estudo de estigio de professores que trabalhavam as capacidades de
estimagdo investigou a tolerdncia dos professores face ao erro, a que € que
atribuiam o sucesso ou o fracasso, e outras crengas acerca da Matematica e deles
proprios. Através de considerdveis entrevistas com um sé dos professores
conseguiu criar um perfil das crengas que caracterizavam um bom e um mau
estimador. .

Grouws e Cramer (1989) observou 6 professores peritos em resolugéo de
problemas e tentou identificar as caracteristicas afectivas das salas de aula desses
professores durante as aulas de resolugdo de problemas. As entrevistas com os
professores ajudaram a indentificar as estratégias que levavam a um bom clima
afectivo na sala de aula. Tittle (1987) investigou como é que as caracteristicas
afectivas dos alunos podem ser fornecidas aos professores, para assim trabalharem

Como ¢ que as cmogOes estao presentes na aprendizagem da Matemitica?

as caracteristicas afectivas dos alunos como as cognitivas. Brophy (1983) també
escreveu acerca das estratégias para promoverem um clima motivacional nas Tm
de au.la através de estratégias de encorajamento e entusiasmo na aprc:ndizaxsal "
n?dum'ndo a ansiedade e induzindo a curiosidade. Thompson e Thompson ( I%;;;)
dlscr.‘mrarr_l como € que os alunos reagem aos esforcos do professor de f
providenciar o clima para a resolug@o de problemas matemiticos e

Estes estudos de professores ¢ ensino fornecem uma infom-mg:ao util acerca d
32(:: r::lrirlo asTcrenI::as, e:i'nog:ﬁes e atitudes tém um papel importante no ensino dao
: a. Também demonstram como os factores afectivos pode
}ncorporados nos estudos cognitivos do ensino. Se os estudos d i sfr
isolados, nio tém um impacto significativo nos investigad B S?O
Interessados de uma forma especial na cognigdo. Se a inves%ia Utes aireied
pode ser integrada nos estudos co nitivos d i gf’?‘w s
f:onhccirncntc dos factores afecti\is poderﬁo t:e::s::;? fmj:ir::;dlrjlgifm‘ 0_“0550
i 0 maior na
2.7. Conclusio
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articulag@o através da troca de experiéncias, resultados, instrumentos de trabalho e
métodos de investigagao. o

McLeod vai mais longe e afirma que ha questdes de investigagdo em que a
colaboragido de investigadores com diferentes perspectivas € necessaria. Apresenta
como exemplo a situagdo apresentada por Schoenfeld (1985) das' (frengas serem
zona de intersec¢do entre os aspectos afectivos € 0s aspectos cognitivos: u1.na vez
que as crencas pertencem a zona de intersecgdo dos aspectos afect}vos e
cognitivos serd muito mais enriquecedor serem trabalhadas de Qma, f(?nna amculad.a
com a colaboragdo dos saberes e dos saberes fazer de investigadores mais

interessados nas duas areas.

ectivos: .
bt -emogies

-atitudes

Asp. cognitives

Fig. 3: As crencas pertencem a zona de intersecgio

Argumenta que os dominios das atitudes e das emogdes precisa dft ser
organizado e por isso precisam de ser analisados e clarificados no domim‘o da
educagdo matematica. Apresenta como avangos tedricos fundamentais a teoria de
Mandler (1984) e os trabalhos de Ortony e al. (1988) como proporcionadores de
ajuda nestes esfor¢os na determinagdo de quando é que respostas emocionais
podem ser a fonte de posteriores atitudes perante a Matematica.

Apresenta como um tépico de importincia especial a relagdo entre os aspectos
afectivos e as capacidades de ordem superior uma vez que os esfor¢os da corrente
reforma curricular dao énfase a resolugdo de problemas ndo rotineiros, a aplicagio
da Matemadtica a novas situagoes e a comunica¢do matemadtica. Refere que a
novidade (tal como a dificuldade) dessas mudangas no curriculo causardo respostas
afectivas mais intensas para muitos alunos e professores. Argumenta que a
investigacdo dessas respostas afectivas é determinante no sucesso do movimento
da reforma. Apresenta como exemplo o movimento da Reforma da Matematica
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moderna: os responsdveis esperavam que tanto os alunos como os professores
respondessem entusiasticamente as abstrac¢es matematicas como os matematicos
fizeram; as pessoas que estio envolvidas no movimento da reforma precisam de
saber quais sao as implicagGes afectivas das mudangas para os alunos e professores,
particularmente daqueles que se sentem fora da comunidade matemitica.

Apresenta outra drea de necessidade de investigagdo nos afectos: o uso da
tecnologia na instrugdo matemética. Refere que o rdpido desenvolvimento
tecnoldgico no suporte da educagdo matemitica levou a mudangas na organizagdo
da sala de aula e na definigéo das tarefas matematicas. O advento das calculadoras
grificas e dos sistemas de manipulagdo simbélicos, por exemplo, pode,
eventualmente, resultar em mudangas significativas na Matemitica que ensinamos,
Essas mudangas no curriculo serio acompanhadas por mudangas nas crengas
acerca da Matemitica, e por oportunidades para mais experiéncias emocionais
positivas na educagio matemitica. A investigagdo podera orientar os nossos
esforgos para incrementar respostas afectivas positivas a Matemitica através do uso
criativo da tecnologia.

Por dltimo McLeod fala dos métodos utilizados na investiga¢do no dominio
afectivo apelando para a necessidade de desenvolver uma grande variedade de
métodos. Diz que o debate entre qualitativo versus quantitativo estd no seu termo e
que € tempo de se usar inteligentemente os miiltiplos métodos de investigagdo que
se adequam a cada problema proposto; que o uso de entrevistas clinicas e das
observages minuciosas pode promover uma compreensio muito pobre acerca dos
aspectos afectivos no ensino-aprendizagem da Matemaitica. Termina com a
expectativa de que se os aspectos afectivos podem ser relacionados de muito perto
com o estudo dos factores cognitivos, entdo o estudo do dominio afectivo deve
receber mais atengdo no desenvolvimento do curriculo, na formagio de professores
e na investigacio do ensino-aprendizagem da Matemitica.

3 — Conclusdo

Da revisdo de literatura feita por McLeod hé trés ideias fundamentais em todo
o seu trabalho:

- Os aspectos afectivos sdo de tal modo importantes na aprendizagem que &
tempo de se investir profundamente no seu estudo por forma a percebermos as suas
implicagGes e influéncias no processo da aprendizagem nio de uma forma causal
mas de uma forma holistica e descritiva; contudo & chegado o tempo de fazer este
estudo de uma forma integrada, isto &, é impossivel continuar-se a estudar a
cogni¢do e os afectos de uma forma independente procurando os pontos de
contacto: tém de ser estudados de uma forma integrada, em articulagio e em
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colaboragao pelos investigadores que ora estio mais sensibilizados para os
problemas da cognigdo ora para os problemas do dominio afectivo.

- Os métodos utilizados no estudo dos aspectos afectivos t€m sido em grande
parte oriundos do paradigma tradicional de investigagdio — paradigma
quantitativo: foi uma contribui¢do muito grande e é quase a inica existente; no
entanto ha muitos aspectos dos factores afectivos que estao por desbravar e ha a
convicgdo de que a utilizagdo de métodos e metodologias diferentes no paradigma
interpretativo pode permitir novas conceptualizagdes dos dominios afectivo e
cognitivo mais proximas das situagdes concretas de aprendizagem.

- A reforma do curriculum de Matemadtica que tem sido feita sem a
consideragdo dos aspectos afectivos quer nos seus pressupostos quer na avaliagdo
da sua implementagao, tem cada vez mais de ter em conta os factores afectivos da
aprendizagem; por isso McLeod considera urgente que os aspectos afectivos sejam
considerados nos pressupostos de uma reforma curricular € no processo da sua
implementagao.

McLeod, na sua revisdo de literatura, explicita, por varias vezes, os aspectos
estudados que t€m ligacdo ao curriculum ou os aspectos que deveriam ser alvo de
um estudo concreto dentro do curriculum.

Fennema também apela para a importincia dos aspectos afectivos e dos
processos mentais na determinagdo de uma reforma do curriculum e formula os
votos de que ndo demore muito tempo a constatagdo da importéncia destes para se
poder proceder as alteragdes adequadas no curriculum e a tomarem-se as decisGes

adequadas a situagio.
Esta ligagao dos aspectos afectivos as reformas curriculares e, a um curriculo

especifico, parece-me ser um aspecto novo € que pode levar a mudangas

substanciais no ensino-aprendizagem da Matematica.
De seguida partiremos para a reflexdo das teorias de aprendizagem existentes,

quais os seus proponentes, qual a sua filiagdo psicolégica, quais os conceitos
principais com que trabalha, quais os processos que salienta e quais as varidveis

envolvidas

C — Aprendizagem e curriculum

1. Teorias da aprendizagem e a sua relagcdo com os aspectos afectivos

Ao tentar perceber os referenciais em que se situam algumas teorias da
aprendizagem encontrei trés grandes correntes psicoldgicas (por exemplo Lopes, J.
B., 1995), a saber: o behaviourismo, o cognitivismo e 0 humanismo.

O behaviourismo pressupde que o aluno é uma caixa negra. O que interessa é
conceber estimulos adequados para produzir uma determinada resposta. Para esta

Como € que as emoghes estio presentes na aprendizagem da Matemitica?

corrente .é inacessivel teorizar sobre o que se passa na caixa negra. Esta corrente
teve II'IU.ltO exito e foi dominante porque permitia uma visio e uma acci
determinista, com efeitos préticos imediatamente visiveis. e
| O cognitivismo pressupde que o aluno nio é uma caixa hegra; tenta iluminar
a calxa. negra, procurando descrever e/ou inferir os mecanismos da’aprendiza em
Deu origem a leodelos genéticos da aprendizagem. Nesta corrente cabem teirias.
com(? .af de Piaget, Ausubel ¢ o construtivismo que sio "modalidades" d
cogn?tlvmmo. No construtivismo o aluno constréi o seu conhecimento. nj .
adqu1fe. No construtivismo social o aluno constréi o seu conhecime;ltr:)ao 0
Negoclagdo permanente com os outros no grupo social em que estd inserid -
fazer a aprendizagem. e
0] humaflfsmo € uma corrente psicolégica que procura realgar ndo apenas a
natureza cognitiva do conhecimento mas, também, a componente afectiva e tod
as outras, considerando o aluno como um todo. o
A(? tentar perceber quais as teorias de aprendizagem e se elas tinham €s
para a inclusdo dos aspectos afectivos recorri a sistematizagio de Lopes Jp a1§30
(1995, no prelo). Consultando esta grelha (ver anexo) verifico que as duI:is t,eo.ria;

a {wjurocwnc:la, a ecologia cognitiva, e a Inteligéncia artificial. Negte referencial
teoncfo fala-se‘ €m encorajamento em 0posicio a motivagio e fala-se na envolvent
afectlvo-relacilonal € pertence a corrente psicolégica humanista. Assim Ta X
(1?92, 57) afirma "Pode acontecer que os objectivos estejam bc'em definido‘;arzz
metodos, as estratégias e os processos correctos, as tarefas adequadas' as

SltanaO { = p p p » (]
I{Otula los ura e sum leslrlente de estu ldOJ, ”"beClJ Cabula.!‘ € outr S
2 . . )

nomes qllC pa.ra a.lem de ch&COHSClhadOS pOdem ser a.ltamente ICSIVOS [ ln_]llStOS H
l: escallegal as Culpas SCbIe as fa'nllllas’ 0s pICfESSCIES dDS anos aﬂtEIICIES 0 SISterna
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Como € que as emogles estio presentes na aprendizagem da Matemtica?

2. Curriculum e a sua relacdo com os aspectos afectivos

Da bibliografia que trata do curriculo irei utilizar algumas referéncias de trés
documentos que a nivel nacional me parecem marcos indicadores da evolugdo do
desenvolvimento curricular: a publicagio da APM "Renovagdo do curriculo de
Matematica” de 1988, os programas da reforma do ensino que foram generalizados
neste ano lectivo de 1995/96 ¢ a tese de doutoramento de Paulo Abrantes de 1994,

Em 1988 no Seminirio de Vila Nova de Milfontes os seus participantes
reflectiram e fizeram sair a lume um documento "Renovagdo do curriculo de
Matemitica- documentos para discussdo 1". Este documento foi uma referéncia de
tal maneira importante para muitos professores a ponto de alguns a considerarem a
"biblia". Sem divida que € um marco no dominio da Educagio Matematica em
Portugal, no dominio especifico do curriculum. Escrevia-se que:

"1. Cada vez mais se compreende melhor, e se exige mais, que, em educagio
em geral, e, no ensino de uma disciplina em particular, curriculo tenha um
significado amplo e seja encarado como um conjunto organizado de objectivos,
orienta¢des metodolégicas, conteddos e processos de avaliagio.|...]

2. Um curriculo, seja qual for, assenta e traduz um conjunto de premissas
tedricas gerais que definem a sua filosofia. Estas premissas do curriculo que aqui
chamamos pressupostos, principios e orientagdes, vio, de certo modo, determinar,
por um lado a sua organizagio, e por outro o significado, conteddo, e alcance dag
Suas componentes (objectivos, metodologias, contetddos avaliagdo).” (APM, 1988,
11)

Nas suas orientagdes e no ponto 15, dos objectivos curriculares, € referido no
seu ponto b) que se devem "contemplar equilibradamente os virios dominios
cognitivo, afectivo e social” (APM, 1988, 21)

Com a Reforma do ensino em Portugal iniciada em 1989 ¢ atingindo a sua
generalizagio em 1995/96 Passam a ser considerados como objectivos gerais trés
grandes grupos de objectivos: Valores/Atitudes, Capacidades/AptidGes e
Conhecimentos. Esta proposta que considera os Valores/Atitudes como um
conjunto de objectivos gerais representa um grande avango relativamente a
proposta curricular anterior, pelo menos, no plano teérico! No entanto na
implementagio pratica do curriculo proposto os professores tém grande dificuldade
de implementar, de facto, os grupos de objectivos Valores/Atitudes.
Capacidades/Aptidoes €, nestes, o primeiro € deveras o mais dificil. Ndo nos
podemos esquecer que o peso de toda uma prética secular de incidéncia a avaliagio
do ensino-aprendizagem sobre, exclusivamente, o dominio cognitivo é muito forte ¢
determina muito do que se passa na actualidade

Consultando a tese de doutoramento Abrantes (1994) em que se fala
explicitamente das tendéncias curriculares em Matemitica refere-se que no periodo
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de 1950-1980 identificaram-se cinco tendéncias de desenvolvimento curricular em

Matematica:
a) perspectiva behaviourista;
b) perspectiva da Matemaética Moderna,;
¢) perspectiva estruturalista;
d) perspectiva formativa,

e) perspectiva do ensino integrado.
E de salientar que ji na perspectiva formativa sio considerados com

fundamentais as situa¢des de ensino adequado em que os conteddos devem ser
determinados pelas estruturas de desenvolvimento da personalidade dos alunos (e
ndo pelas das ciéncias) e o curriculo deve proporcionar situagdes em que 0s alunos
se envolvam com interesse de modo a que a sua actividade se traduza em
aprendizagem. A perspectiva integradora parte dos mesmos pressupostos tedricos
da perspectiva formativa valorizando em igualdade de circunstincias os conteiidos
¢ os métodos. Contudo, nestas tendéncias, encontramos com bastante incidéncia a
valoriza¢do do dominio cognitivo mas a omissdo do dominio afectivo. E de referir
que o conhecimento do dominio afectivo na area da educagio matematica a nivel
nacional é um terreno muito pouco trabalhado e reflectido. Concerteza ndo sera por
falta do interesse que suscita mas, talvez, pela complexidade dos processos
envolvidos, pela auséncia de um estrutura tedrica que seja referencial que suporte
os diferentes contributos que vdo aparecendo e por ser, a nivel internacional uma
area pouco desbravada. No entanto Fennema explicita a urgéncia da integracao
dos aspectos afectivos quer nas propostas de renovagio curricular quer mesmo na
avaliagdo dos processos de implementacado das reformas curriculares que se vdo
implementando. Também McLeod sente a necessidade de se investir na
investigacdo dos aspectos afectivos no desenvolvimento curricular apresentando
como um exemplo simples a presenca do suporte tecnoldgico dentro da sala de aula
como implicando mudangas na Matemadtica que se ensina €, consequentemente,
mudangas no curriculo nio sé em termos de orientagdes metodoldgicas, conteddos
mas também de objectivos e processos de avaliagdo. McLeod defende que estas
mudangas levardo a mudancgas nas crengas acerca da Matematica, e pode
possibilitar oportunidades para experiéncias emocionais positivas na educagio

matematica.

3. Perspectivas futuras

Depois de tudo o que foi exposto parece-me urgente que se invista de uma
forma organizada, sistemdtica, integrada e articulada na investigacdo dos aspectos
afectivos da aprendizagem, ndo nas suas relagdes causais mas na sua importancia
como um processo que estd omnipresente no processo de ensino-aprendizagem.

Como é que as emogdes €8lao presentes na pre. 1 da Matem Lica
S a ‘Ildl!dL‘Ln aAlematics

Sera.que. podemos aprender na auséncia de das emogdes ou de e tad
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intimamente ligados e relacionados quer a nivel fisioldgico, psicolégico € mental.
Sempre que incidimos o nosso estudo sobre uma sua parte temos de ter consciéncia
que o fazemos de uma forma parcial devido as nossas limitagdes de seres humanos e
ndo nos podemos esquecer que temos de integrar o nosso estudo parcelar num
todo que foi espartilhado para estudo ja que a vida que acontece nao se faz por
partes: é um todo!
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Anexo A
Neste documento anexo apresento o problema que me leva ao estudo dos
aspectos afectivos como uma componente determinante no processo de ensino-

aprendizagem:

1. Definir o problema

Este trabalho de investigag¢do, por tudo o que ja foi argumentado, tem como
problema central estudar de que forma os aspectos afectivos e, em particular, as
emocdes influenciam a aprendizagem da Matematica dos alunos na sala de aula.
Este problema serd estudado tentando responder de um modo interpretativo as

seguintes perguntas:

I-Como € que a racionalidade na aprendizagem da Matemdtica passa ou ndo
por questdes de ordem afectiva e, especialmente, por aspectos emocionais e/ou
sentimentos ligados a Matematica e a sua aprendizagem?

II-De que modo € que os aspectos emocionais facilitam e/ou provocam
obstdculos na aprendizagem da Matematica em situagdo de sala de aula?

Uma vez que as perguntas apresentadas sao demasiado gerais, tentamos
elaborar questdes mais especificas e concretas. Apesar destas questes estarem
elaboradas deste modo, elas constituem, apenas, uma catapulta que nos langa, de
uma forma direccionada para a observagdo da realidade. A pergunta I é uma
pergunta demasiado geral e pode ser a base de sustentagdo para a generalidade da
investigagdo em termos da influéncia dos aspectos afectivos na aprendizagem da
Matemidtica escolar dos alunos. A pergunta II apesar de ser, também, geral ji nos
orienta mais para o campo de investigagdo das emogoes e sentimentos e a sua
influéncia na aprendizagem da Matematica escolar dos alunos. Uma vez que o
nosso problema de estudo € a influéncia das emog¢des na aprendizagem da
Matematica e que optamos por um estudo qualitativo o objectivo é gerar questdes
dentro do préprio estudo. E que, sabe-se muito pouco acerca do tema, e estamos
convencidos que conforme formos observando, iremos obter dados para podermos

ir reformulando as questdes e, naturalmente, formularmos outras mais pertinentes e
adequadas a realidade da vivéncia de emogdes geradas a partir da realizagdo das
tarefas propostas na sala de aula de Matemadtica. Assim, as perguntas mais
especificas a pergunta II sdo as seguintes:

1- Que actividades e suas caracteristicas e em que condi¢des despertam e
mobilizam os alunos na aprendizagem?

}.1.-Havera aspectos especificos da aprendizagem de Matematica, na sala de
aula, que promovam o envolvimento emocional positivo dos jovens? Quais sdao?
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Como ¢ que as emogdes estdo present

£S na aprendizagem da Matemitica?

-Perceber de que modo os aspectos afectivos e, em particular, os aspectos
emocionais ligados a disciplina de Matemitica influenciam ‘a aprendizagem da
Matematica em situagdo de sala de aula;

Descrever situagdes de sala de aula (actividades e suas condi¢Ges de
implementagdo, aspectos especificos da Matematica,...) na disciplina de Matematica
que provocaram um envolvimento emocional positivo/negativo dos jovens.

-Estudar qual o papel do professor na promogdo e estimulo da aprendizagem
de Matematica dos jovens/alunos em situagéo de sala de aula.

Sala de aula

t > oProfessor:
—& Alufio A - 0 que diz e faz
-a8 SUas crengas
* v € expectativas
Emogdes/ Aprendizagem aﬁrgcngé?Sgg as
senu;nentos da matematica -
g AlunoB g

A i
’

Assim, este estudo poderd ter resultados significativos tanto no aspecto
teérico como em termos praticos. No plano teérico, permitindo conhecer com mais
rigor o modo como os aspectos afectivos e, em particular, as emogdes/sentimentos
promovem ou nio a aprendizagem da Matematica. No plano prético, permitindo
formular recomendagdes acerca da condugdo das aulas de Matemdtica de forma a
que os alunos se envolvam emocionalmente e, assim, tenham uma aprendizagem

mais efectiva da Matematica.
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Como € gue as emocbes estao presentes na aprendizagem da Matematica”?

llda Couto Lopes
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Modelo de ensino nio assumido:
Xeque-mate aos paradigmas de aprendizagem?

Jodo David Vieira, Universidade de Aveiro

Esta comunicagio insere-se no tema “Aprendizagens em Matematica”.

Que aprendizagens? Como se processam as aprendizagens?

Que ensino para as aprendizagens desejadas?

Ha numerosa literatura e classificagdes para todo o gosto. Citarei, a titulo de
exemplo, alguns trabalhos recentes.

® Rouche, no seu artigo “Du savoir a I’ éléve ou de I’ éléve au savoir?” [5]
apresenta uma classificagdo devida a Treffers, A. e recorre a0 conceito de tipo ideal
introduzido por Max Weber (1951) no ambito da Sociologia. Ilustra com exemplos
0 esquema triex de Stein, S. (1987) sobre as trés fases essenciais, no seu entender,
da actividade matemitica . a saber, exploragéo, extracgao, explicacao.

® Em Ensino das Ciéncias e Formagdo de Professores, [6], no tema Percurso
de Mudanga na Diddctica das Ciéncias. Sua Jundamentacao epistemoldgica, sio
tratados vdrios paradigmas de aprendizagem (por transmissio, por descoberta, por
resolugao de problemas, ... e por mudanga conceptual — paradigma que se
considera emergente) e faz-se a sua fundamentagio epistemoldgica.

De raiz empirista-behaviorista, uns, cognitivo-conslrutivista, outros.

® Tavares, J., em A aprendizagem como construgdo de conhecimento pela via
da resolugao de problemas ¢ da reflexdo (4] , apresenta vérios estudos € projectos
sobre o processo de ensino-aprendizagem, nomeadamente a influéncia da
psicologia cognitiva no seu desenvolvimento recente.

Deixando de lado a redundincia do termo “reflexdo®, detenho-me nas
expressdes constru¢do de conhecimento e resolucdo de problemas. Sobre esta
ultima expressdo, em O Erro de Descartes [1] 1&-se; “A resolugdo de um problema
de Matematica (entre outros) envolve, em geral, varias op¢des de resposta. (...) Para
chegar a uma selec¢do da resposta final € preciso recorrer ao raciocinio e isso
implica ter em mente uma grande quantidade de factos e de resultados
correspondentes a acgées hipotéticas e confronts-los com o0s objectivos
intermédios e finais, requerendo todos eles um método, uma espécie de plano de
Jogo escolhido entre os diversos planos que ensaidamos no passado em indmeras
ocasides. A finalidade do raciocinio & decidir ¢ a decisio consiste em escolher uma
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opcio de resposta. (...) As estratégias de raciocinio envolvem objectivos, opgdes
de acgdo, previsoes de resultados e planos para a implementagio de objectivos em

diversas escalas de tempo.”
O conhecimento, devido ao “design do cérebro depende de varios sistemas

localizados em regides separadas. Por isso o cérebro tem acesso ¢ retém o
conhecimento “nio de uma forma integrada, mas de uma forma espacialmente
distribuida® pelo que as decisdes requerem ainda a ateng¢do € a memdria de
trabalho.!

O tipo de raciocinio matematico releva dominantemente da razao tedrica, mas
nos processos de aprendizagem estao igualmente envolvidas a intui¢do, a
racionalidade do senso comum e a emogdo (todos nés sabemos como a relagao
professor-aluno, por exemplo, pode ser inibidora ou potenciadora de um bom
desempenho, por parte do aluno, a nivel de raciocinio e de decisdo). E bem
conhecido, para quem ensina Matemitica, o peso do sentido usual de alguns
conceitos (por exemplo, limite como algo de inatingivel ou que nao pode ser
ultrapsassado), bem como de conhecimentos adquiridos anteriormente e mal
digeridos (por exemplo, muliiplicar aumenta sempre o resultado, donde o erro
frequente “ o quadrado de x é maior do que x ” sem cuidar de saber qual o dominio
de x).

Ora este complexo processo da formagdo do conhecimento e das actividades
de raciocinio e decisdo tem que ser tomado em conta no ainda mais complexo
processo de ensino-aprendizagem.

E provavel que os novos dados da neuro-biologia obriguem a alterar alguns
dos esquemas até agora em vigor, mas penso que, no essencial, a alteragao nao sera
muito profunda para quem jé tinha em considerag@o a interac¢do das componentes

de ordem perceptiva, afectiva, social e cognitiva.
Passarei agora a referir algumas experiéncias que fiz (uma delas ainda estd em

curso).

1. Sem referéncia especifica a este ou aquele paradigma, guiando-me por um
padrio de exigéncia, tentando sempre construir um ambiente de grande lealdade e
abertura entre os principais actores do processo — professor € alunos — , procurei
que o aluno tivesse um papel activo na aquisi¢do dos seus proprios conhecimentos.
Assim, desde 1966 eliminei as aulas praticas tradicionais (resolu¢do de exercicios
e/ou problemas), onde os alunos, na sua maioria, actuavam como meros copistas,
para as transformar em laboratdrios, oficinas, onde a interacgao teoria-pratica era
fundamental. Exigia-se que os alunos soubessem utilizar minimamente 0s
instrumentos de trabalho (nogdes desenvolvidas nas aulas tedricas, notas de curso,
livros e documentos de trabalho previamente distribuidos). Ora esta exigéncia nao

Modelo de a0 assumido;
€0S0 nao assumido: xeque-male aos paradigmas de aprendizagem?

f:ra satisfeita por grande nimero de alunos 0 que determinava um razodvel
Insucesso (o termo “insucesso” traduz apenas que o numero de reprova (“)esave
grandef; ora r}uma populagio adulta , informada e conhecendo as regras go ’oe::l
este r.mmAero € apenas um parimetro para a medigio do SUCesso, ndo permi tindjo gsé
por s, por em causa o método utilizado). S6 em 1975 e 1976 penso ter tido um r’eal
sucesso,/ mas nestes casos houve factores extrinsecos ao processo que para tal
contribuiram e que levaram os alunos a aderir efectivamente ao método propF())sto '

Este tipo de trabalho poderd enquadrar-se num paradigma de aprendiz
por mudanga e/ou aquisi¢io conceptual. S6 que, no método que utilizei t ‘aigem
cor.nodmodelo as aulas laboratoriais de Fisica e/ou de Quimica, o prof;:ssoflzdt:]eclj:l)
I-I']a]S 0 que um facilitador de aprendizagens. Tem ! énci i
firmeza de orientacdo, e permitir gran((gie liberdagsedt:r;::Z'i[())er:(r)lc;a'bg'lande
contrato didéactico estabelecido (implicita oy explicitamente). O seljn - ld(’)
estrutur.ante, integrador de conhecimentos J4 adquiridos e institu’cionaliz:(?pede
conhecimentos novos. Quando assumido, este tipo de trabalho d .
professor o seu papel de mestre 2 . R
Seja onde for que se centrem os métodos de ensino, o Professor &
toque de todo o sistema de ensino-aprendizagem. ’ e e

[13 RE P4
2. Um “puzzle” ou como nio se faz Matematica
O ambie i indri -
; ) nte € de Semindrio e os estudantes sdo finalistas (5° ano) de ma
cenc ¢ i At
- latura em Ensino de Matemitica. O tema geral do Seminariuo ¢
emo 7] i reti "
' nstra¢@o. O trabalho proposto foi retirado de [3]. Manda-se construir u
tridn i14 . K
) iulo equildtero de lado dado e manda-se dividi-lo em quatro partes mediante o
Tragado, segundo certas regras, de tré
, €s segmentos bem definidos. R
quatro bocados (trés quadrilat i4 e o s
€ros € um triangulo) pretend
e | | T pretende-se que os alunos
nhecidas (rectingulos 821
» Quadrados, trapézios, etc.) ¢
Jugur , , €tc.) com
pegas ¢ justifiquem as respostas dadas. ) Eha
Os treze alunos, e i
» em i
. b quatro lgrupos, tinham 30 minutos para a exploragdo do
¢ produgio de um relatério por grupo.
Ao fim i
soans de nd1als de uma hora todos os grupos afirmaram ter formado um
0 ¢ um dos grupos tinha aind i
. ! a conseguido formar 8zi
identificagdo destas figur i i bl iy
s hguras era feita por simples afi a
; Irmagao expressa no relatéri
Questionados sobre as razé y e
4zoes que sustentavam tais afirmacs
afirmagoes a i
g : ¢ § repostas obtidas
N ou “medimos os lados co g
: m uma régua e sio iguais”
quadrado (!?) ... que afinal nio era um quadrado ). : s de

O trabalh i ao sai Adi
0 des§nvc?lv1do nao saiu do estadio perceptivo, tendo sido utilizados
apenas modelos de tipo intuitivo — ndo se fez Matemdtica *
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Ora uma boa exploragio da proposta de trabalho poderia env?lver conteu:ors.
dos programas de Geometria dos 7°, 8° ¢ ?° an.os de.escolarlda;d.e, lzris:;a:l:;
construgdo de figuras geométricas, mediatriz, bls;e;:slz;eiiszz ;cl]riﬁngmos,

ismo, smelhanga de tridngulos, alguns resulta .
f:cr?élslglls];r(;s incluindo o teorema de Pitdgoras, angulos determmadio;ap;)irn (;1:12
secante em duas paralelas e teorema de Thales. O trabalh(j permi e ¢
formulagdo de conjecturas, exigia que se fizessen? demonstra¢des (para
ou infirmar as conjecturas) e se produzissem enunciados de teoremas. N
Ap6s discussdo e varias semanas todos 0s grupos apresentaram traba

10 a 20 paginas de demonstragdes.

3. Saber ler: uma experiéncia em desenvolvimento. fe

) A . . Pl n

Esta experiéncia desenvolve-se no ambito de um Seminario anual do 4° a

i i i tematica .

da licenciatura em Ensino de Mal ‘ _

Os conceitos propostos como objectos de estudo foram [imite
. - :

continuidade. Todos os alunos (89) tinham ja frequentado (pelo men(l))s)

’ . . . . e:
disciplina de Topologia no ano anterior. Foram impostos dois text'os lasA
Topologie Générale, N. Bourbaki (cap. 1e2) e Introdugdo a Andlise F uncional, A.
Machado (primeiras 60 paginas). Foram exigidos apenas dois conceitos novos : o

] g lizada.
de filtro e o de sucessdo genera . |
! Pretende-se que os alunos adquiram a capacidade de ler e interpretar textos
. £ . - N . . ,.,es c
de Matematica relativamente exigentes. E dada especial atengdo as definigd
teoremas simples, nomeadamente caracterizagdes de conceitos. ,
Cada aluno deve elaborar uma pequena monografia (20 pg.) sobre um dos
dois grandes temas propostos. o o ‘
Atendendo aos objectivos fixados a monografia s6 serd discutida c.aso 0s
alunos obtenham uma classificagio minima de 10 valores num teste escrito que

N

i a i asicos da
constard apenas de questdes relativas a compreensdo dos conceitos b

matéria em questao. . e
Os alunos contam com a orientagéo e a disponibilidade total do professor.

4
A experiéncia parece encaminhar-se para um desastre. . N
Em todas as situacGes tenho pretendido desenvolver a capacidade criti
ém si i s.
espirito de autonomia dos alunos, mas os resultados t€m sido decepcionante

4. A experiéncia dos Estagios. N N
Durante quatro anos fvi coodenador dos estigios de Matematica e,

cumulativamente, orientador cientifico de um dos nicleos.

Modelo de ensino niio assumido: X€que-mate a0s paradigmas de aprendizagem?

De um modo geral assisti a aulas acriticas, sem estratégias bem definidas, cujo
modelo era expor de modo seguidista 0 que vinha no manual adoptado. Apenas
alguns exemplos:

- Em “Limites de uma fungdo real de varidvel real” o livro adoptado comega
com a introdugio, sem qualquer explicagio, do conceito de ponto de acumulagio
de um conjunto? Pois bem, & assim que se comega a aula. E as perguntas “o que é
iss07” , “para que serve?” seguia-se a resposta : “¢ preciso para definir limite” .

- No livro adoptado “ 2x ” ¢ classificado como mondmio e nao polinémio? E

assim que tal € exposto (¢ onde param os conhecimentos sobre o anel de
polinémios?).

A esta pritica de ensino, que ndo €, de modo nenhum, utilizada apenas por
Jjovens estagiarios inexperientes, onde sio dominantes o “seguidismo” do texto do
livro e o acriticismo, tudo acompanhado com muitos exercicos, propostos sem
estratégia e resolvidos sem discussdo, chamo eu o expositivismo. Trata-se de um
verdadeiro modelo de ensino, nio assumido. Este modelo nio é do estilo magister
dixit nem segue os modelos ditos de transmissdo, onde o conhecimento € suposto
fluir do (saber do) professor para o (saber do) aluno.

No expositivismo o saber est4 no manual (bom ou mau).

O paradigma cognitivo-construtivista de aprendizagem por mudanga
conceptual € considerado um paradigma emergente [6)].

Mas que mudancas conceptuais poderio ter lugar em tais circunstincias?
Como poders florescer o paradigma de avaliacao emancipatdria [2] , que tem por
base a construgio do eu competente de Habermas, e pretende desenvolver a
autonomia critica reflexiva , num processo de permanente reflexio sobre a teoria e
a pratica?

No entanto é preciso que estes paradigmas se desenvolvam, se afirmem. E
necessario e urgente desestruturar (desconstruir) este bloco anquilosante ¢
extremamente pesado do desinteresse, da desmotivagio, do “facilitismo”, do
sucesso administrativo, da infantilizagio do ensino, reestruturando (reconstruindo)
lentamente, mas com determinagdo, uma mentalidade-outra, onde a exigéncia seja
um valor e onde a irreveréncia e o lidico convivam com a aprendizagem de habitos
de trabalho € com a valorizagdo do esforgo.

Criem-se e institucionalizem-se 0s laboratérios de Matemaitica. Formem-se
professores exigentes. Captemos bons alunos para os cursos de ensino.

E Gbvia a necessidade de uma tomada de consciéncia da situagdo actual e a
urgéncia do desenvolvimento de estratégias de acgdo que nela provoquem um
corte radical. Esta referéncia 3 necessidade de tomada de consci€ncia seguida de
acgdo, faz-me lembrar um grande pedagogo, Paulo Freire, € o seu principio de
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Joao David Vieira

conscientizacdo. Com ele aprendi, no inicio dos anos 70, a fazer do processo de
ensino-aprendizagem, seja qual for a especificidade das matérias envolvidas, um
processo exigente que desenvolva nos seus agentes capacidades que os tornem

seres cada vez mais livres.
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Notas
lo destaque em itdlico nao consta do texto original.
2 N3o confundir com o titulo atribuido a um possuidor de um mestrado.

3 0 mesmo problema posto a 25 professores de vdrias escolas do Pais mereceu um
tratamento semelhante por parte da maioria dos grupos.

4 No momento em que revejo estas notas posso j4 afirmar que esta previsio se confirmou.

Jodo David Vieira, Dep. de Matemdtica da Universidade de Aveiro, Campo
Universitdrio de Santiago, 3800 AVEIRO.

Capacidade de interligacio da algebra a geometria
com ajuda da calculadora (grafica)

J. Orlando F reitas, Universidade da Madeira

A Geomerri
. Ag:;gr;agrzga pode ser comparada a ym elemento manual
ave a uma produgao automdtica, o uma méqm'm;

Luci L. Radice

Surge na GleCla alltlga. ApO]Olll() (
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. L acterizo 5 o
através das suas coordenadas, sem " a5 secgbes conicas

as designar por esse nome e sem lhes atribuir
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" . e
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ica

compreendem, aj a i g
» ainda que nio saibam que aquelas figurinhas se chama

diagr i j
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» para nos referirmos 3
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Descartes construiu, ou melhor, finalizou a construgdo da ponte que une a
geometria a dlgebra. Ndo € de estranhar o facto dos alunos apresentarem grande
dificuldade em percorrer esta ponte, visto ter sido preciso vérios séculos (quase

vinte) para que os génios matematicos a construissem.

A calculadora grafica (CG) € um instrumento que ajuda os alunos na ligagao
algebra-geometria. A primeira vez que se fala aos alunos: “Seja a recta (cartesiana)
y=2x+1", eles ficam espantados. Mas se, antes de fazermos tal afirmagio,
mandarmos os alunos executarem o grafico correspondente a func¢ao dada
analiticamente por y=2x+1 (ver figura em baixo), os alunos rapidamente percebem
por que é que se chama recta a expressdo y=2x+1 e algumas depois também ja

comegam a chamar recta a tal expressao.

TIEZ2R+1
V=0
V3=
Yu=

Muitos sio os problemas em que se manda calcular a derivada de uma fungdo
num dado ponto e depois pede-se a equagido da recta tangente ao grifico nesse
mesmo ponto; isto tudo, na maioria das vezes, sem apoio ao esbogo grafico. Com as
CG pode-se em primeiro lugar visualizar graficamente o que se pede para depois
fazé-lo analiticamente. Em didlogo com a colega Teresa Fontes, do Niicleo Regional
da Madeira da APM — que conjuntamente temos dinamizado o uso de CG nas
aulas e na formagdo de professores — afirmou fortemente (quando abordavamos
este tltimo exemplo da tangente a um ponto do grafico): “S6 o impacte visual...”
Acho que esta pequena afirmagdo diz muito... A seguir é exemplifcado na CG TI-82

para f x — x*—13x+12.

Exemplo na TT-82.

Y{=K3-13Ke12

g

Y

dy/dx=-13 [ Y=-13Ke12

y
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O exemplo seguinte, é na nova TI-92
de y=5sinx.

| R il
> f—|Z00m Trace|Re

Y Fre hd
Graph [FELHY

131051042
ero
JEMinimum
43?a§imum
ntersection
De?iuativesb

LR TR TR

TYPE DR USE €314 « LENTERI=OK AN

(A): TANGENT

Fa Y =
1 ["lSx-6=15]+6
I-x=21

D EESCI=CANCEL

3

WA ‘=7
®Graph 5-sin(x)
\/ Done
Tan :

ent_at? "G =
xc=§' ) raph = Done
‘ ycid, 32612 >
TYPE OF USE €314 + [ENTERI=OK AND [ESCI=CANCEL

p *
ObSeI Ve a unStaO a ICSClltada p()l cima daS COOIdClladaS dO cursor
samos de espeCIflcaI 0 ponto Ollde queleanS desenha‘l a ta"ge“te (EI ] IEI{)

hsthbrau]” 2)
.LJ'X_{)=1UJ1’6
3-x=21

Preci

. 3:x=21
3 x=7

®Graph 5-sin(x)

Dore

X

y=-3.7 " Graph <
+12‘33;§2x K Done,
— wwe T —————

v =
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Este ano estou a apostar forte em 2 turmas de 11° ano e tenho em média 20% de
alunos por turma com CG e de vez em quando sempre aparece um novo aluno que
adere. De notar que numa turma a adesdo foi muito maior e as notas do primeiro
periodo nesssa mesma turma foram muito melhores. Por isso a desculpa de muitos
professores e alunos de que “pelo facto de ndo ser permitido CG nos
Exames/Provas nao vale a pena” é uma auténtica farsa. Os testes que usei nas duas
turmas foram iguais, € na turma que aderiu menos nao houve ninguém que se
destacasse, ao contario da outra. De notar que o teste foi elaborado de tal forma
que quem tivesse CG nao tirasse grande partido. O maior sucesso de adesdo a CG
este ano, é numa turma de 9° ano da estagiaria Julia, na Escola Secundaria Jaime
Moniz (Funchal), na qual cerca de 50% (em aproximadamente 30 alunos)
adquiriram a TI-80 da Texas Instruments. E quando numa aula a professora levou
exemplares da TI-82 (do Nicleo Regional da APM) para os outros alunos
(incluindo a do ViewScreen ), grande parte dos que compraram a TI-80, depois de
ver a maior capacidade da TI-82, acabaram por se arrepender da escolha.
A seguir sdo apresentados dois grandes handicapes da TI-82. Na primeira
figura estd a oppgdo CALC da parte grafica da TI-82 e a direita esta a sucessao de

Fibonacci, o que ndo é possivel executar na TI-82.

e ”
value

iroot
Jiminimum
4:maximum
5: intersect
6t

7:

VIWNER R | —
in F

NIV W

du/dx
TE OO dx dpsld

Os professores mais novos sao os que aderem mais a este novo instrumento.
Mas sempre aparece um com cabelos brancos interessado a aventurar-se. Tenho
encontrado pessoas que mal aprendem alguma coisa sobre CG querem logo usé-la
nas aulas, levando exemplares para os alunos. Costumo afirmar com letras
maidsculas: “E UMA AVENTURA USAR CALCULADORAS GRAFICAS...”,
principalmente quando se tem pouca experiéncia. E que, para pdr os alunos a
trabalhar minimamente com CG leva o seu tempo e a preparagao do professor €
importante para tirar as dividas aos alunos, dividas estas muito distintas do método

tradicional de ensino.

Mesmo sem fazer um teste estatistico como deve ser, vé-se que a motivagao
dos alunos aumenta ¢ que o rendimento dos alunos mais fracos vai subindo

gradualmente (este dltimo aspecto, no inicio € mais dificil de ser detectado, mas com

uma aula da disciplina Introducio a Computagio, no meu 1
] eu 1°

CXactamente qual, mas
(X% 9) — (% - ’ i
¥) > (32 Yi+a2xy+b) e Imprimirmos os pontos j

altura i0ri 5
» d maioria de nés achou a afirmagdo um cqos, vi
s
um exemplo nesse preciso momento. ke
de SAN MARCO, para a=
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usado na “ 16
na “corda de 13 n¢s” pelos egipcios.

Por outro lado, pode-se ver determinados

. . .
leplese"ta;ac glaflca da fa‘[nllla de IeCtas dadas pcr y mx+m » €m que SOblﬂssa’

uma parabo ifi
p la como exemplificado na figura seguinte

Y1B-X2+(-1,2>2
VZE‘1X+('1§22)
Y3B-2X+(-252
i SIE
+(1/2)2
VeB1xs1s 2
Y7E2X+2:2
YeBE3X+32

O segundo e i
xemplo, foi-me apresentado pelo Professor Sousa Ramos, d
, durante

0 ndo estarmos a visuliz
. . al.
e A figura seguinte mostra-nos a famosa curva
€ b=0, obtida numa calculadora TI-82

V ENCO! A
NTRO DE INVESTIGAGCAO EM EDUCAGAO MATEMATICA

173



J. Orlando Freitas

Como numa das escolas a que estou ligado encontram-se agluns colegas
professores do ensino secunddrio do meu curso universitdrio, acabei por mostrar-
lhes este exemplo, e uma das que tinha alguma dificuldade na altura ainda ficou
novamente espantada. O que leva a pensar que a assimilhagdo da Matematica faz-
se muito demorosamente. E se tivermos sempre um outro caminho para chegar ao
que se quer porque ndo usi-lo? De qualquer maneira na Matemadtica € preciso
sempre sair de casos particulares e generalizar o que se estd estudando. E af €
. a Matematica trata de

3

preciso desenvolver bastante o raciocinio abstracto.
nogdes e verdades de natureza abstracta. Alids, essa € umas das razdes da sua forga
e sua importincia. A afirmagdo 2x5=10 tanto se aplica aos dedos de duas maos
quanto aos jogadores que disputam um jogo de basquete.” (Lima, Elon Lages,
1995)

Quase sempre passamos da geometria analitica para a geometria euclideana, o
contréario é pouco usual. Mas com as novas tecnologias, ao trabalhar na geometria
interactiva é jad possivel fazer a correspondéncia com as respectivas
equagbes/coordenadas. E exemplificado a seguir com a intersecgdo de duas rectas
na nova TI-92, em que primeiro se desenha as rectas, acha-se o ponto intersecgio e
s6 depois € que se pede as equagdes das rectas e as coordenadas da intersecgao.

1° Desenhar as rectas.

1 3 T 3 3 7
ER AP AN T 2 )
™ ON THIS LINE
05
A% %
AN DEG AUTD FUNC
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v a

5, s:.../, 7 T

A - -

1 ]
v * v —| ¥ A v“
ON THIS LINE
0.5
AE
LNMH‘ DEG AUTD

FUNC

=

o
2° Mandar apresentar as €quagdes das rectas.

[EXE

IN& = Ty
i - . v [ ¥ o |
UATION OF THIS LINE
0§
AL
\ x’
MAIN DEG AUTD FONC
T 7 3 T
™, -

0.5

ne

UATION OF THIS LINE
y=0.51x~-0.05

Warnind: Gbiect aiready ety

EGUATION OF THIS LINE

A

y=0.51x-0.05

Ll‘-ml N DEG AUTD

FUNC
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J. Or Freitas ]) CXIgellClaS da S()Cledade € da tCCllolOgla algu“s t(’) 1COS da

1 z 3 ] 5 34 | e
AN E TN el A ]
tdbuas de logaritm i
08 € o algoritmo da rajz
quadrada) e outros passam a ser de

EQUATION OF THIS LINE
=0,5x+3. 14 G=0.51x-0. 05 _
primeiro plano (algorit
Mos para a computaci
gao), Um tema que na P
nao se da no

4

0.5

N5
—— \\
de
uUma  calculadora CASIQO CFX9800aG, Para a curva dag
ada por

DEG AT FUNC

MAIN
Jxy)=(sinT+sin0, 15T \T+35in(1,371-8)

3° Mandar apresentar as coordenadas do ponto intersecgdo as duas rectas.

ERFAPAFN TR 2

=0.5x+3.14 y=0,51x-0.05
COORDINATES OF THIS POINT

0.5
[ 3
FAIN DEG AUTD FUNC
John i
By 1 Allen Paulos, no seu livro Analfabetismo em Matemdt;
nsequéncias afi S ia 1 o
o Irma: “Gostaria Imensamente de ganhar S doél .
z : .' . - aluno, no fim do curso secund — e
' ' : : — : = e ok 5 ario, ainda ¢ capaz de escrever em u
| - c m ex
y) + 12, Se os alunos associassem g geometria a m '?medde
uitos dos

=0.5x+3. 14 y=0.51%x-0.05
THISFOINT citado geometricame
nte € d
£5 1.56) ificil de se enganar como mostra a figura seguinte
05
as £ y Z
BEG AITD FONC
P4
X X Xy

Este exemplo mostra as potencialidades do novo software em Matematica. O
que faz com que a ordem de abordar os assuntos possa ser contraria ao habitual.
Até que o exemplo apresentado tem mais a ver com a ordem que os alunos tém
contacto com 0s objectos matematicos. Primeiro eles aprendem a desenhar rectas e
mesmo sem serem grandes algebristas podem associar equagdes algébricas aos

tragos.
definigdo da distincia (euclidena) entre dois pontos do plano
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Os perigos do uso da calculadora sdo enormes €, COmo tal, € preciso alertd-los
¢ combaté-los. Como ja afimei aneriormente, o uso s6 por si da calculadora nao €
sinénimo de aumento no rendimento escolar em Matematica.

A énfase dada neste projecto [Proposta ao Programa de Matemdtica)] ¢ discutivel. O
apelo insistente A calculadora, calculadora grdfica e computador, a importincia que
Ihes ¢ dada, sobretudo como meio conducente & apreensdo de conceitos, € excessiva,
pois sao meras ferramentas auxiliares. A Proposta ndo alerta para os perigos da md
utilizagio destas tecnologias. Quanto aos beneficios, a matéria é controversa entre 08
especialistas, pelo que se aconselha prudéncia. A este propésito, observa-se ainda a
necessidade de formagdo dos docentes para integrar estes meios no ensino, uma vez
que tal preparagiio nio fez parte da formag#o inicial da maioria.

Nio serd de transferir a aprendizagem do uso destes meios e as actividades com cles
relacionadas para aulas laboratoriais (de 2 ou 3 horas por semana) e rescrvar as
aulas da disciplina de Matemdtica para Matemdtica?

(A Presidente da SPM, no Boletim da SPM n°® 33, pag. 8)

E preciso que matematicos, pedagogos e psic6logos trabalhem em equipe para
estudarem bons caminhos de introduzir a calculadora na discplina de Matematica.
Pois muito trabalho existe pela frente.
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