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O ENSINO E A APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA : PERSPETIVAS 

CURRICULARES  

 

Leonor Santos 

Instituto de Educação, Universidade de Lisboa 

mlsantos@ie.ulisboa.pt 

 

Hélia Oliveira 

Instituto de Educação, Universidade de Lisboa 

hmoliveira@ie.ulisboa.pt 

 

 

A geometria tem tido ao longo das últimas décadas um tratamento curricular bastante 

diverso. Pensando no séc. XX, pode dizer-se que é provavelmente a área da matemática 

em que as opções curriculares foram variando de forma mais significativa. No início 

desse século, a geometria era reconhecida como uma área importante da matemática e, 

consequentemente, da matemática escolar. Numa Escola profundamente elitista, a 

matemática era então considerada como a área do saber preferencialmente adequada 

para desenvolver capacidades intelectuais necessárias àqueles que iriam ocupar posições 

de chefia. Sendo a geometria euclidiana o primeiro exemplo do processo de 

axiomatização, a geometria era considerada o contexto indicado para desenvolver nos 

alunos o raciocínio dedutivo. Esta área foi assim associada, durante anos, à prova e 

demonstração. A título ilustrativo, apresenta-se, de seguida, um extrato do manual 

escolar único1 relativo à Geometria, 5.ª classe, correspondendo ao atual 9.º ano (figura 

1). 

                                                 
1 À época existia apenas um manual escolar oficialmente aprovado pelo Ministério de Educação. 
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Figura 1. Extrato de um manual escolar anterior aos anos 70 do séc. XX2 

 

Nos finais dos anos 50 do séc. XX, emerge uma mudança curricular na matemática 

habitualmente designada por Movimento da Matemática Moderna que tem grande 

expressão na Europa e em diversos outros países, como os Estados Unidos da América e 

o Canadá. As grandes finalidades do ensino da matemática passam a ser melhorar a 

formação científica dos quadros, dar ferramentas ao cidadão em geral para melhor 

compreender o mundo que o rodeia, e preparar mais adequadamente os alunos do ensino 

secundário para o ensino superior.  

Em termos de mudança de conteúdos, e em particular com vista ao terceiro objetivo 

enunciado, antecede-se a introdução de novas áreas da matemática, como sejam as 

estruturas algébricas, a teoria dos conjuntos, a lógica matemática e probabilidades e 

estatística. É de fazer notar que a partir do séc. XIX se deu a criação de muitas novas 

áreas da matemática. Há mesmo quem afirme que o conhecimento matemático 

produzido neste período de tempo equivale a todo o que tinha sido desenvolvido até 

então. Contudo, tal não tinha tido até à data, implicações para a Matemática escolar, que 

se mantinha ao longo dos tempos praticamente inalterável.  

No que diz respeito a abordagens de ensino, muito embora houvesse a preocupação de 

melhorar a aprendizagem da matemática e a sua compreensão por parte dos alunos, este 

                                                 
2 Fonte: Amorim, P. (1937). Compêndio de Geometria para as classes IV, V e VI (7ª Edição). 

Coimbra: Coimbra Editora. 
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movimento acaba por reforçar o formalismo e simbolismo da matemática, por influência 

da escola bourbakista (que se mantém desde a crise dos fundamentos da matemática).  

Pode afirmar-se que várias foram as mudanças preconizadas neste movimento que 

tiveram um impacto importante no ensino da geometria, mas sem dúvida um facto 

muito marcante foi o discurso proferido pelo matemático francês Dieudonnée, na 

primeira reunião de preparação da reforma curricular, que ocorreu em Royaumont, 

França, em 1959. Nesse discurso, o matemático defende uma nova abordagem da 

geometria, recorrendo ao cálculo vetorial, criando grande perplexidade na assistência. 

Afirma que o slogan ñAbaixo Euclides!ò resume numa frase o que pensa sobre o 

sentido da mudança curricular (OECE, sd). De uma abordagem marcada pela abstração, 

passa-se assim a uma outra igualmente marcada pela abstração e muito distanciada da 

nossa realidade envolvente. Em Portugal, o novo currículo surge no início dos anos 70, 

primeiramente a título experimental, ao nível do ensino secundário. Poder-se-á dizer 

que a figura mais proeminente por este processo de mudança curricular no nosso país é 

a do matemático José Sebastião e Silva, autor de manuais para os alunos e guias de 

apoio para os professores. A título ilustrativo, apresenta-se de seguida um extrato de um 

desses manuais escolares (figura 2). 

 

 

 

 

(cont.) 

Figura 2. Extrato de um manual escolar dos anos 70 do séc. XX3 

 

                                                 
3  Fonte: Sebastião e Silva, J. (1975). Compêndio de Matemática, Curso complementar do 

Ensino Secundário (3º volume). Lisboa: Edições GEP.  
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É nos finais dos anos 70 início de 80 que, com o descrédito deste novo movimento 

curricular, se equaciona uma vez mais a necessidade de repensar o currículo de 

matemática e, consequentemente, o que é saber geometria. Contudo, em Portugal, a 

necessária revisão curricular só ocorre no início dos anos 90. Neste período de tempo, o 

currículo de matemática vai sofrendo diversos cortes, por razões bastante diversas, 

como seja a sua extensão ou dificuldades de aprendizagem dos alunos em certos 

tópicos, perdendo toda a sua orientação de fundo.  

No currículo de 1991, de um tópico de matemática remetido para segundo plano e 

geralmente deixado para o fim de cada ano de escolaridade, a geometria passa a ser 

vista como uma parte importante da Matemática escolar. Tomando como ponto de 

partida a intuição geométrica dos alunos, em particular a sua intuição espacial, pensa-se 

ser possível desenvolver a compreensão do espaço envolvente em que a criança se 

move. É nesta época que a investigação em educação matemática em Portugal começa a 

tomar expressão (Ponte, Matos, & Abrantes, 1998) e a contribuir para a continuação do 

processo de desenvolvimento curricular nas décadas seguintes. 

No currículo de 2007, a geometria é considerada como um campo para os alunos 

resolverem problemas e tarefas de exploração e de investigação com desafios 

intelectualmente estimulantes e propiciadores do desenvolvimento do raciocínio 

geométrico, onde se incluem a capacidade de visualização, de formulação de conjeturas, 

de argumentação e de demonstração. Em particular, designamos a capacidade de 

visualização a que permite ao aluno criar imagens (mentais ou com suporte de papel e 

lápis ou da tecnologia) e usá-las de forma eficaz para descobrir e compreender a 

matemática. A título ilustrativo, apresenta-se de seguida um extrato de uma tarefa 

proposta nos materiais de apoio para o 7.º ano que acompanhavam o programa de 

matemática do ensino básico (figura 3.).  

 

Figura 3. Tarefa proposta nos materiais de apoio para o professor na primeira década  

do séc. XXI4 

 

Não ficam igualmente ignoradas as potencialidades da geometria como um importante 

contexto para desenvolver a modelação, estabelecendo conexões com outras áreas 

                                                 
4 Ponte, J. P., Oliveira, P., & Candeias, N. (2009). Triângulos e quadriláteros. Materiais de apoio ao 

professor, com tarefas para o 3.º ciclo. Lisboa: DGIDC, ME. 
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dentro e fora da matemática. Para que tal aconteça, há que destacar o importante apoio 

que o uso das diversas representações matemáticas e das suas inter-relações podem 

constituir no desenvolvimento do raciocínio geométrico.  

A investigação em educação matemática, nas últimas décadas, tem dado atenção a 

aspetos centrais no campo da geometria como o raciocínio espacial e a visualização. Em 

particular, múltiplos estudos têm-se focado no papel dos processos visuais na prova em 

geometria e na resolução de problemas, assim como no uso da tecnologia (Jones & 

Tzekaki, 2016). De facto, o desenvolvimento das novas tecnologias veio criar outras 

oportunidades para o trabalho escolar em geometria, favorecendo uma abordagem 

exploratória no estudo dos objetos geométricos e suas propriedades. Em Portugal, 

começa com o recurso ao LOGO.GEOMETRIA, passa pelo The Geometerôs Sketchpad 

e o Cabri-Géomètre, e mais recentemente centra-se no Geogebra que apresenta a grande 

vantagem de ser um software de acesso livre. A investigação realizada na última década 

internacionalmente evidencia que essas tecnologias digitais têm suscitado uma 

variedade de estudos em diversos tópicos de geometria e sobre importantes processos 

matemáticos associados à prova e às definições (Sinclair et al., 2016). Se, por um lado, 

se observa que o trabalho em ambientes digitais na geometria tem produzido resultados 

prometedores quanto às capacidades de argumentação, generalização e prova (Jones & 

Tzekaki, 2016), por outro, constata-se que áreas fundamentais para o ensino como o 

desenho de tarefas e a prática do professor com tecnologia em geometria têm recebido 

escassa atenção da investigação (Sinclair et al., 2016). 

Em síntese, pode afirmar-se que nos últimos 70 anos a geometria escolar tem vindo a 

sofrer marcantes mudanças no que respeita aos seus objetivos e modos de ensinar e 

simultaneamente constituído um vasto campo de estudo pela diversidade de perspetivas 

e questões pertinentes que se levantam, quer na sua aprendizagem, quer no seu ensino, 

quer ainda na formação de professores. São estes temas que merecem particular 

destaque no Encontro de Investigação em Educação Matemática, subordinado ao tema 

Ensino e Aprendizagem da Geometria, realizado no Instituto de Educação da 

Universidade de Lisboa, nos dias 11 e 12 de novembro de 2017, e de que a presente 

publicação dá conta. 

Esta publicação inclui três secções. A primeira apresenta a primeira conferência plenária 

do encontro, proferida por Michael De Villiers, Universidade de Stellenbosch, África do 

Sul, intitulada Some Reflections on the Van Hiele Theory of Learning Geometry. Neste 

artigo, o autor revisita a Teoria de Van Hiele e evidencia questões importantes que 

emergem desta teoria para o desenho de tarefas com recurso a contextos de geometria 

dinâmica, bem como para futura investigação sobre o papel da demonstração e da 

hierarquização dos níveis preconizados por Van Hiele. 

Esta mesma secção apresenta o texto da segunda conferência plenária, proferida por 

Ángel Gutiérrez, Universidade de Valência, Espanha, intitulada Enseñanza de la 

geometría a estudiantes con talento matemático. Teoría y práctica. Neste artigo, o autor 

apresenta investigação focada no ensino da geometria de alunos de diferentes níveis de 

escolaridade essencialmente dotados em matemática, em particular no seu 

desenvolvimento das capacidades de generalização e de visualização. Partindo de 

referenciais teóricos para analisar as respostas dos alunos a problemas desafiantes para 

este grupo de alunos, fundamenta uma proposta metodológica que permite desenvolver, 

por progressivos níveis de exigência cognitiva, atividades associadas ao raciocínio 

geométrico.  
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Tomando por base a investigação internacional e nacional entretanto desenvolvida, o 

Grupo de Discussão 1 foca-se no Ensino e aprendizagem da geometria. Nesta segunda 

secção da presente publicação podem encontrar-se os textos das intervenções presentes 

neste grupo assim como um texto de abertura da autoria das suas dinamizadoras, Isabel 

Vale (Escola Superior de Educação do Instituto Politécnico de Viana do Castelo) e 

Teresa Pimentel (Escola Secundária de Santa Maria Maior, Viana do Castelo). 

A terceira secção é dedicada ao Grupo de Discussão 2, subordinado ao tema Formação 

de professores em ensino da geometria. Para além de um texto introdutório ao tema, da 

autoria das dinamizadoras do grupo, Margarida Rodrigues (Escola Superior de 

Educação do Instituto Politécnico de Lisboa) e Neusa Branco (Escola Superior de 

Educação do Instituto Politécnico de Santarém), podem encontrar-se nesta secção os 

textos das intervenções realizadas neste grupo de discussão.  

Esperamos que esta publicação, que faz um ponto da situação da investigação 

portuguesa atual sobre o Ensino e Aprendizagem da Geometria, completada com os 

contributos de dois reconhecidos investigadores em educação matemática a nível 

internacional, em particular no ensino e aprendizagem da geometria, possa inspirar e 

impulsionar a continuação da investigação nesta área. 
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REVISITING THE VAN HIELE THEORY  

 

Michael de Villiers 

Mathematics Education, University of Stellenbosch, South Africa 

profmd1@mweb.co.za  

 

 

Abstract: This paper gives a review of research on the Van Hiele Theory over the past 

30 years, and highlights some important issues regarding theoretical implications for 

specifically designing learning activities in dynamic geometry contexts, as well as 

issues for further research such as the role of proof and hierarchical class inclusion. 

Keywords: Van Hiele theory, dynamic geometry, levels of thinking, conceptual 

structuring. 

 

Introduction  

The Van Hiele theory originated in the respective doctoral dissertations of Dina van 

Hiele-Geldof and her husband Pierre van Hiele at the University of Utrecht, Netherlands 

in 1957. While Pierre's dissertation mainly tried to explain why pupils experienced 

problems in geometry education (in this respect it was explanatory and descriptive), 

Dina's dissertation was about a teaching experiment and in that sense is more 

prescriptive regarding the ordering of geometry content and learning activities of 

pupils. The most obvious characteristic of the theory is the distinction of five discrete 

thought levels in respect to the development of pupils' understanding of geometry.  

The main reason for the failure of the traditional geometry curriculum was attributed by 

the Van Hieles to the fact that the curriculum was presented at a higher level than those 

of the pupils; in other words they could not understand the teacher nor could the teacher 

understand why they could not understand! Although the Van Hiele theory distinguishes 

between five different levels of thought, we shall here only focus on the first four levels 

as they are the most pertinent ones for secondary school geometry. The general 

characteristics of each level can be described as Visual Recognition, Analysis of 

Properties, Ordering , and Deduction. 

Note that in a certain sense the transition from Level 1 to Level 2 involves a transition 

from an inactive-iconic handling of concepts to a more symbolic one, to use Bruner's 

familiar concepts. More simply put, the attainment of Level 2 involves the acquisition 

of the technical language by which the properties of the concept can be described. 

However, the transition from Level 1 to Level 2 involves more than just the acquisition 

of language. It involves recognizing certain new relationships between concepts and the 

refinement and renewal of existing concepts.  

For a student to progress from Level 1 to Level 2 regarding a particular topic (e.g. the 

quadrilaterals), a significant re-arrangement of relationships and a refinement of 

concepts have to occur. There is therefore far more in this transition than merely a 

verbalization of intuitive knowledge; the verbalization goes together with a restructuring 
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of knowledge. This restructuring must first occur before students can start exploring the 

logical relationships between these properties at Level 3.  

Level 3 also represents a completely different network of relations than Level 2. Where 

the network of relations at the Level 2 involves the association of properties with types 

of figures and relationships between figures according to these properties, the network 

of relations at the Level 3 involve the logical relationships between the properties of 

figures. The network of relations at the Level 3 no longer refer to concrete, specific 

figures, nor do they form a frame of reference in which it is asked whether a given 

figure has certain properties. The typical questions that are asked at Level 3 are whether 

a certain property follows from another, or can be deduced from a particular subset of 

properties (in other words whether it could be taken as a definition or is a theorem) or 

whether two definitions are equivalent.  

The network of relations for the First and Second thought levels are therefore quite 

different from the Third (Van Hiele, 1973, p. 90): 

The reasoning of a logical system belongs to the Third Level of thought. The 

network of relations, which is based on a verbal description of observed facts, 

belongs to the Second Level of thought. These two levels have their own 

networks of relations where the one is distinct from the other: one either reasons 

in the one network of relations or in the other. 

 

The primary and middl e school geometry curriculum 

In South Africa we still have a geometry curriculum heavily loaded in the senior 

secondary school with formal geometry, and with relatively little content done 

informally in the primary school. (E.g. little similarity or circle geometry is done in the 

primary school). On average, pupils' performance in the South African matric (Grade 

12) geometry was far worse than in algebra. Why? 

The Van Hiele Theory supplies an important explanation. For example, research by De 

Villiers and Njisane (1987) showed that about 45% of pupils investigated in Grade 12 in 

KwaZulu had only mastered Level 2 or lower, whereas the examination assumed 

mastery at Level 3 and beyond! Similar low Van Hiele levels among secondary school 

pupils have been found by Malan (1986), Smith and De Villiers (1990) and Govender 

(1995). In particular, the transition from Level 1 to Level 2 posed specific problems to 

second language learners, since it involves the acquisition of the technical terminology 

by which the properties of figures need to be described and explored. This requires 

sufficient time, which is not available in the presently overloaded secondary curriculum.  

It seems clear that no amount of effort and fancy teaching methods at the secondary 

school will be successful, unless we embark on a major revision of the primary school 

geometry curriculum along Van Hiele lines. The future of secondary school geometry 

thus ultimately depends on primary school geometry! 

In Japan for example pupils already start off in Grade 1 with extended tangram, as well 

as other planar and spatial, investigations (e.g. see Nohda, 1992). This is followed up 

continuously in following years so that by Grade 5 they are already dealing formally 

with the concepts of congruence and similarity; concepts that are only introduced in 

Grades 8 and 9 in South Africa. Similarly in Taiwan where geometry is started early, it 

is reported in a study by Wu and Ma (2006) that 28.3% of Grade 6 learners were already 

at Van Hiele 3, whereas the same percentage of learners at Van Hiele Level 3 in South 
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Africa, only occurred in Grade 11 (De Villiers & Njisane, 1987; De Villiers, 1987). 

More recently, Feza and Webb (2005) found that only 5 out of 30 (16.7%) Grade 7 

learners interviewed in South Africa, had reached Van Hiele Level 2. It seems no 

wonder that in international comparative studies in recent years, Japanese and 

Taiwanese school children have consistently outperformed school children from South 

Africa, as well as other countries. 

Although the recent introduction of tessellations in South African primary schools is to 

be greatly welcomed, many teachers and textbook authors do not appear to understand 

its relevance in relation to the Van Hiele theory. Although tessellations have great 

aesthetic attraction due to their intriguing and artistically pleasing patterns, the 

fundamental reason for introducing it in the primary school is that it provides an 

intuitive visual foundation (Van Hiele 1) for a variety of geometric content, which can 

later be treated more formally in a deductive context. 

For example, in a triangular tessellation pattern such as shown in Figure 1, one could 

ask pupils the following questions: 

(1)  identify and colour in parallel lines  

(2) what can you say about angles A, B, C , D and E and why? 

(3) what can you say about angles A, 1, 2, 3 and 4 and why? 

 

Figure 1. Visualization 

In such an activity pupils will realize that angles A, B, C, D and E are all equal since a 

half turn of the grey triangle around the midpoint of the side AB maps angle A onto 

angle B, etc. In this way, pupils can be introduced for the first time to the concept of 

"saws" or "zig-zags" (alternate angles). Similarly, pupils should realize that angles A, 1, 

2, 3 and 4 are all equal since a translation of the grey triangle in the direction of angles 

1, 2, 3 and 4 consecutively maps angle A onto each of these angles. In this way, pupils 

can be introduced for the first time to the concept of "ladders" (corresponding angles). 

Pupils should further be encouraged to find different saws and ladders in the same and 

other tessellation patterns to improve their visualization ability. 

Since each tile has to be identical and can be made to fit onto each other exactly by 

means of translations, rotations or reflections pupils can easily be introduced to the 

concept of congruency. Pupils can also be asked to look for different shapes in such 

tessellation patterns, e.g. parallelograms, trapezia and hexagons. They could also be 
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encouraged to look for larger figures with the same shape, thus intuitively introducing 

them to the concept of similarity (as shown in Figure 1 by the shaded similar triangles 

and parallelograms). 

Tessellations also provide a suitable context for the analysis of the properties of 

geometric figures (Van Hiele 2), as well as their logical explanation (Van Hiele 3). For 

example, after pupils have constructed a triangular tessellation pattern as shown in 

Figure 2, one could ask them questions like the following: 

(1) What can you say about angles A and B in relation to D and E? Why? What can 

you therefore conclude from this? 

(2) What can you say about angles F and G in relation to angles H and I? Why? 

What can you therefore conclude from this? 

(3) What can you say about line segment JK in relation to line segment LM? Why? 

What can you therefore conclude from this? 

 

 

Figure 2. Analyzing 

 

In the first case, pupils can again see that angle A = angle D due to a saw being formed. 

Also angle B = angle E due to a ladder. It is then easy for them to observe that since the 

three angles lie on a straight line, that the sum of the angles of triangle ABC must be 

equal to a straight line. They can also observe that this is true at any vertex, as well as 

for any size triangle or orientation, thus enabling generalization. In the second case, the 

exterior angle theorem is introduced and in the third case, the midpoint theorem. Such 

analyses are clearly just a short step away from the standard geometric explanations 

(proofs); all they now need is some formalization. In Figure 3 the three levels are 

illustrated for the discovery and explanation that the opposite angles of a parallelogram 

are equal.    
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Figure 3. Three levels 

 

Conceptual structuring  

A very important aspect of the Van Hiele theory is that it emphasizes that informal 

activities at Levels 1 and 2 should provide appropriate "conceptual substructures" for 

the formal activities at the next level. Though different, this idea is somewhat similar to 

the idea of instructional scaffolding promoted by Wood, Bruner and Ross (1976).  

Teachers often let their students measure the angles of a triangle with a protractor, and 

then let them add the angles (usually disregarding ódeviationsô as due to experimental 

error) to ódiscoverô that they always add up to 180Á.  

  

Figure 4. Using transformations to discover 

 

However, from a Van Hiele perspective this is entirely inappropriate as it does not 

provide a suitable conceptual substructure in which the eventual logical explanation 

(proof) is implicitly embedded. In comparison, an activity with cardboard tiles or 

Sketchpad like the following from De Villiers (2003) provides such a substructure. For 

example, translate a triangle ABC by vector BC, and rotate triangle ABC around the 

midpoint of AC (see Figure 4). Let the students notice through dragging that the three 

angles at C, D, and E always form a straight line. Then ask students what they can say 

about angles A and B in relation to angles D and E in terms of the transformations 

carried out. Since angle B maps on to angle E by the translation, and angle A maps to 

angle D by the half-turn, angles B and A are equal to angles D and E, respectively. 

Clearly this provides a much more appropriate conceptual structure for an eventual 

explanation (proof) than simply letting students measure some angles of triangles.  

Similarly, the activity of measuring the base angles of an isosceles triangle is 

conceptually inappropriate, but folding it around its axis of symmetry lays the 

foundation for a formal proof later. The same applies to the investigation of the 

properties of the quadrilaterals. For example, it is conceptually inappropriate to measure 

the opposite angles of a parallelogram to let pupils discover that they are equal. It is far 

better to let them give the parallelogram a half-turn to find that opposite angles (and 
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sides) map onto each other, as this generally applies to all parallelograms and contains 

the conceptual seeds for a formal proof. 

 

Figure 5. Using grids to produce tessellations 

 

Recently I had a conversation with a teacher who quickly dismissed a fellow teacher's 

introduction to tessellations who first let his pupils pack out little cardboard tiles. This 

teacher felt that it produced untidy patterns, was ineffective and time consuming, and 

that one should just start by providing pupils with ready-made square or triangular grids 

and show them how they can then easily draw neat tessellation patterns (see Figure 5). 

Although such grids are a useful and effective way of drawing neat patterns, it is 

conceptually extremely important for pupils to at least have some experience of 

physically packing out tiles, i.e. rotating, translating, reflecting the tiles by hand (or at 

the very least with the aid of dynamic geometry software, illustrating or animating the 

underlying transformations). 

The first problem is that it is possible to draw tessellation patterns on such grids without 

any clear understanding of the underlying isometries by which they can be created, 

which in turn are conceptually important for analyzing the geometric properties 

embeded in the pattern, and eventually for formalizing them into proofs. 

More importantly, according to Bruner this enactive level, where the child manipulates 

materials like tiles directly, is a fundamental prerequisite (just as in the Van Hiele 

theory), for the iconic level, where the child now begins to deal with mental images of 

objects and no longer needs to manipulate them directly.  

 

Defining and classifying 

Traditionally most teachers and textbook authors have simply provided students with 

ready-made content (definitions, theorems, proofs, classifications, and so on) that they 

merely have to assimilate and regurgitate in tests and exams. Traditional geometry 

education of this kind can be compared to a cooking and bakery class where the teacher 

only shows students cakes (or even worse, only pictures of cakes) without showing 

them what goes into the cake and how it is made. In addition, they're not even allowed 

to try their own hand at baking! 
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Mathematicians and mathematics educators alike have often criticized the direct 

teaching of geometry definitions with no emphasis on the underlying process of 

defining. The well-known mathematician Hans Freudenthal (1973, pp. 416-418) 

also strongly criticized the traditional practice of the direct provision of geometry 

definitions as follows: 

... the Socratic didactician would refuse to introduce the geometrical objects by 

definitions, but wherever the didactic inversion prevails, deductivity starts with 

definitions. 

... most definitions are not preconceived but the finishing touch of the 

organizing activity. The child should not be deprived of this privilege ... Good 

geometry instruction can mean much - learning to organize a subject matter and 

learning what is organizing, learning to conceptualize and what is 

conceptualizing, learning to define and what is a definition. It means leading 

pupils to understand why some organization, some concept, some definition is 

better than another. 

Just knowing the definition of a concept does not at all guarantee understanding of the 

concept. For example, although a student may have been taught, and be able to recite, 

the standard definition of a parallelogram as a quadrilateral with opposite sides parallel, 

the student may still not consider rectangles, squares and rhombi as parallelograms, 

since the students' concept image of a parallelogram is that not all angles or sides are 

allowed to be equal.  

According to the Van Hiele theory understanding of formal, textbook definitions only 

develops at Level 3, and that the direct provision of such definitions to students at lower 

levels would be doomed to failure. In addition, if we take the constructivist theory of 

learning seriously (namely that knowledge simply cannot be transferred directly from 

one person to another, and that meaningful knowledge needs to be actively (re)-

constructed by the learner), students ought be engaged in the activity of defining and 

allowed to choose their own definitions at each level. This implies allowing the 

following possible kinds of meaningful definitions for a rectangle at each Van Hiele 

level: 

Van Hiele 1 

Visual definitions; for example, a rectangle is a figure which looks like this (draws or 

identifies a quadrilateral with all angles 90° and two long and two short sides). 

Van Hiele 2 

Uneconomical definitions; for example, a rectangle is a quadrilateral with opposite sides 

parallel and equal, all angles 90°, equal diagonals, half-turn-symmetry, two axes of 

symmetry through opposite sides, two long and two short sides, etc. 

Van Hiele 3 

Correct, economical definitions; for example, a rectangle is a quadrilateral with two 

axes of symmetry though opposite sides. 
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Hierarchical versus Partition Definitions  

Though children at an early age are capable of understanding class inclusions like ñcats 

and dogs are animalsò, it appears substantially more difficult to accomplish with 

geometric figures. Generally, students' spontaneous definitions at Van Hiele Levels 1 

and 2 as shown above would also tend to be partitional; in other words, they would not 

allow the inclusion of the squares among the rectangles (by explicitly stating two long 

and two short sides). In contrast, according to the Van Hiele theory, definitions at Level 

3 are typically hierarchical, which means they allow for the inclusion of the squares 

among the rectangles, and would not be understood by students at lower levels. 

In traditional instruction children are mostly introduced to rectangles, rhombi, 

parallelograms, etc. as óstatic geometric objectsô. For example, a rectangle might be 

introduced by comparison to the shape of a door or a static picture in a book, but a door 

or a picture in a book cannot be transformed into a square (unless parts are cut off). So 

the concept rectangle is from the start introduced as a concept completely disjoint from 

a square. Unfortunately this partition classification schema then becomes entrenched 

and fossilized over time, and appears very resistant to change. 

The conceptual difficulty of geometric class inclusion was already shown by Mayberry 

(1981) who found that only 3 out of 19 preservice mathematics teachers indicated 

squares also as rectangles on a sheet of some given quadrilaterals. Though valid 

criticism can be raised against some of questions used by Mayberry, as well as by 

Usiskin (1982) to evaluate hierarchical thinking, since given a set of different 

quadrilaterals, students might just mark the most general quadrilateral (e.g. a general 

parallelogram) when asked to mark it, simply not knowing or realizing the intention of 

the question was that all the special cases (e.g. rectangles, rhombi & squares) had to be 

marked as well.  

In research conducted by De Villiers and Njisane (1987) with 4015 students from 

KwaZulu (South Africa) with some modified questions for evaluating hierarchical 

thinking (see Figure 6 for an example), some small improvement was observed. 

Nonetheless, it was found that very little progress occurred in their hierarchical thinking 

from Grade 9 to Grade 12, only ranging from 0.5% to 5.1% success with a 50% 

criterion on test items evaluating hierarchical thinking. This contrasts starkly with Van 

Hiele 3 proficiency levels in one-step and two-step deductions that respectively 

improved from 2.5% and 0.2% in Grade 9 to 63.3% and 42.6% in Grade 12. More 

recent findings by Atebe and Schäfer (2008) with a group of Nigerian and South 

African similarly showed that class inclusions of quadrilaterals among the investigated 

group from Grades 10-12 were almost completely absent. 
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Figure 6. Testing class inclusion 

 

Formal Van Hiele Level 3 definitions in textbooks are often preceded by an activity 

whereby students have to compare in tabular form various properties of the 

quadrilaterals, designed with the intention to assist students to see that a square, 

rectangle and rhombus have all the properties of a parallelogram, and that they therefore 

could be viewed as special cases. However, research reported in De Villiers (1994) 

shows that many students, even after doing tabular comparisons and other activities, if 

given the opportunity, still preferred to define quadrilaterals in partitions. (In other 

words, they would for example still prefer to define a parallelogram as a quadrilateral 

with both pairs of opposite sides parallel, but not all angles or sides equal).   

For this reason, it seems that students should be allowed to formulate their own 

definitions irrespective of whether they are partitional or hierarchical. By then 

discussing and comparing in class the relative advantages and disadvantages of these 

two different ways of classifying and defining quadrilaterals (both of which are 

mathematically correct), students may be led to realize that there are certain advantages 

in accepting a hierarchical classification. For example, if students are asked to compare 

the following two definitions for the parallelograms, they might realize that the former 

is more economical than the latter: 

hierarchical: A parallelogram is a quadrilateral with both pairs of opposite sides 

parallel. 

partitional: A parallelogram is a quadrilateral with both pairs of opposite sides 

parallel, but not all angles or sides equal. 
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Clearly, partitional definitions are longer since they have to include additional 

properties to ensure the exclusion of special cases. Another advantage of a hierarchical 

definition for a concept is that all theorems proved for that concept then automatically 

apply to its special cases. For example, if we prove that the diagonals of a parallelogram 

bisect each other, we can immediately conclude that it is also true for rectangles, rhombi 

and squares. If however, we classified and defined them partitionally, we would have to 

prove separately in each case, for parallelograms, rectangles, rhombi and squares, that 

their diagonals bisect each other. Clearly to reproduce all these proofs is clearly very 

uneconomical. It seems clear that unless the role and function of a hierarchical 

classification is meaningfully addressed in class, many students will have difficulty in 

understanding why their intuitive, partitional definitions are not used. 

Engaging students in defining geometric concepts like the quadrilaterals also provide 

valuable opportunity for students to learn how to construct counter-examples to 

incomplete or wrong definitions that they may come up with. For example, to be able to 

show that ña kite is a quadrilateral with perpendicular diagonalsò is an incomplete 

definition to finding a quadrilateral with perpendicular diagonals that is not a kite. 

One common difficulty students have in producing correct counterexamples to 

incomplete definitions is that they often try to refute a definition with a special case. For 

example, for the incorrect definition ña rectangle is any quadrilateral with congruent 

diagonals,ò some students will provide a square as a counterexample. But obviously a 

square is not a valid counterexample, because a square is a rectangle. 

Therefore, students should already have developed a sound understanding of a 

hierarchical (inclusive) classification of quadrilaterals before being engaged in formally 

defining the quadrilaterals themselves (Casa & Gavin, 2009; Craine & Rubenstein, 

1993). This development can be fostered by using interactive geometry software, 

figures created with flexible wire, or paper-strip models of quadrilaterals. Indeed, 

working with a group of five Grade 6 students using flexible wire and paper strip 

models, Malan (1986) found that they all were eventually able to successfully make 

hierarchical class inclusions of the quadrilaterals. In addition, he found that the language 

used for describing class inclusions was an important factor (e.g. calling a square a 

special rectangle). 

 

Figure 7. Dynamic transformation of parallelogram 

 

Specifically, the dynamic nature of geometric figures constructed in dynamic software 

like Sketchpad may make the acceptance of a hierarchical classification of the 
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quadrilaterals far easier at lower Van Hiele levels. For example, if students construct a 

quadrilateral with opposite sides parallel, then they will notice that they could easily 

drag it into the shape of a rectangle, rhombus or square as shown in Figure 7. In fact, it 

seems quite possible that at least some students would be able to accept and understand 

this even at Van Hiele Level 1 (Visualization), but further research into this particular 

area is needed. It is quite possible too that studentsô difficulties with hierarchical class 

inclusion is largely the result of traditional instructional practices, something already 

observed by Mayberry (1981:8) when she wrote: ñIt is conceivable that the observed 

levels are an artifact of the current curriculum or the instruction given to the students 

éò. 

The author has developed an experimental Java applet at 

http://math.kennesaw.edu/~mdevilli/quadclassify.html where the most common 

quadrilaterals are not introduced via formal definition, but simply introduced visually. 

Through guided dragging it is envisaged that a child at Van Hiele 1 may, for example, 

more easily develop a dynamic concept image of a rectangle as one that can change into 

a square when all its sides become equal. Teachers and researchers are invited to try out 

these activities and any feedback or reports are most welcome. 

 

Construction and measurement 

It should first be pointed out that certain kinds of construction activities (with dynamic 

geometry software or by pencil and paper) are inappropriate at Van Hiele Level 1. For 

example, someone was recently overheard at a conference commenting that she was 

unpleasantly dismayed at how difficult young children found the task of constructing a 

"dynamic" square with Sketchpad. However, if the children were still at Van Hiele 

Level 1, then it is not surprising at allðhow can they construct a square if they do not 

yet know its properties (Level 2) and that some properties are sufficient and others not 

(that is, know the logical relationships between the propertiesðLevel 3)? 

In fact, at Van Hiele Level 1 it would appear to be far more appropriate to provide 

children with ready-made sketches of quadrilaterals in dynamic geometry software, 

which they can then easily manipulate and first investigate visually. Next, they could 

start using the measure features of the software to analyze the properties (and learn the 

appropriate terminology) to enable them to reach Level 2. Only then would it be 

appropriate to challenge them to construct such dynamic quadrilaterals themselves, thus 

assisting the transition to Level 3. 

In other words, students who are predominantly at Van Hiele Level 2 cannot yet be 

expected to logically check their own descriptions (definitions) of quadrilaterals, but 

they should be allowed to do so by accurate construction and measurement. For 

example, students could evaluate the following attempted descriptions (definitions) for a 

rhombus by construction and measurement as shown in Figure 8: 

(1)  A rhombus is a quadrilateral with all sides equal. 

(2) A rhombus is a quadrilateral with perpendicular, bisecting diagonals. 

(3) A rhombus is a quadrilateral with bisecting diagonals. 

(4)  A rhombus is a quadrilateral with one pair of adjacent sides equal and both pairs 

of opposite sides parallel. 

http://math.kennesaw.edu/~mdevilli/quadclassify.html
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Figure 8. Construction and measurement 

In the first example, students should construct a quadrilateral so that all four sides are 

equal, and then could notice that the diagonals always bisect each other perpendicularly, 

irrespective of how they drag it. This clearly shows that the property of "perpendicular 

bisecting diagonals" is a consequence of their constructing "all four sides equal.ò On the 

other hand, such testing also clearly shows when a description (definition) is incomplete 

(contains insufficient properties), as in the third example above.  

Conceptually, constructions like these are extremely important for assisting the 

transition from Van Hiele Level 2 to Van Hiele Level 3. It helps to develop an 

understanding of the difference between a premise and conclusion and their causal 

relationship; in other words, of the logical structure of an ñif-thenò statement. For 

example, statement 4 could be rewritten by students as: ñIf  a quadrilateral has one pair 

of adjacent sides equal and both pairs of opposite sides parallel, then it is a rhombus 

(that is, has all sides equal, perpendicular bisecting diagonals, and so on)ò. Smith (1940) 

reported marked improvement in students' understanding of ñif-thenò statements after 

letting them make constructions to evaluate geometric statements as follows: 

Pupils saw that when they did certain things in making a figure, certain other 

things resulted. They learned to feel the difference in category between the 

relationships they put into a figure - the things over which they had control - 

and the relationships which resulted without any action on their part. Finally 

the difference in these two categories was associated with the difference 

between the given conditions and conclusion, between the if-part and the 

then-part of a sentence. 

 

Proof Phases in Geometry Education 

According to the Van Hiele theory, for learning to be meaningful, students should 

become acquainted with, and explore, geometry content in phases which correspond to 

the Van Hiele Levels. A serious shortcoming of the Van Hiele theory, however, is that 

there is no explicit distinction between different possible functions of proof. For 

example, the development of deductive thinking appears first within the context of 

systematization at Van Hiele Level 3 (Ordering). Empirical research by De Villiers 

(1991) and Mudaly and De Villiers (2000) seem to indicate, however, that the functions 

of proof such as explanation, discovery and verification can be meaningful to students 

outside a systematization context, in other words, at Van Hiele Levels lower than Van 

Hiele Level 3, provided the arguments are of an intuitive or visual nature; for example, 

the use of symmetry or dissection.  

From experience, it also seems that a prolonged delay at Van Hiele Levels 1 and 2 

before introducing proof actually makes introducing proof later as a meaningful activity 

even more difficult. Examples of more fully developed proof and defining activities are 
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available in De Villiers (2003, 2009). Defining quadrilaterals also provide an excellent 

context for introducing and developing studentsô understanding of necessary and 

sufficient conditions as discussed and illustrated in De Villiers et al (2009).  

 

Concluding comments 

The hierarchical, fixed order of progression through the Van Hiele levels (i.e. a pupil 

cannot be at level n without having passed through level n-1) have been statistically 

confirmed using Guttman analysis by several studies, for example, Mayberry (1981), 

Usiskin (1982) and De Villiers (1987). A comparative study by Smith and De Villiers 

(1989) of the Usiskin (1982) test and the University of Stellenbosch (1984) test further 

confirmed not only the hierarchical nature of the first three levels, but indicated that 

better classifications of studentsô thinking levels were obtained when more varied 

questions and more óopen-endedô items are used. 

Pegg and Davey (1989) did a comparative study of the Van Hiele theory and the SOLO 

Taxonomy and found the descriptors of the latter more accurately described the 

geometric thinking levels of students. It is, however, still an open moot point whether 

such an achieved gain in óaccuracyô is worthwhile with the increased complexity of the 

Solo Taxonomy. 

More research needs to be done on how using dynamic geometry software can enhance, 

or perhaps even impair, the development of geometric thinking. The use of dynamic 

geometry software with an experimental group of Malaysian students is reported in Idris 

(2009) to have contributed to them achieving higher Van Hiele levels than a control 

group who were taught traditionally without access to dynamic geometry. 

A main concern of geometry education around the world is the continued poor level of 

geometric thinking among teachers themselves, and until this problem is adequately 

addressed, very little progress in the quality of geometry instruction is likely to be 

achieved. For example, Van Putten (2008) found in a post-test, that only 45% of pre-

service FET (grades 10-12) teachers had reached Van Hiele Level 3 (though there was 

significant improvement from the pre-test). 

Traditionally, the development of óproof abilityô is seen to occur from Van Hiele 3 

Level onwards. Moreover, the Van Hiele model sees proof mainly as a means of 

óverificationô, and it remains an open research question whether or not other functions 

of proof such as óexplanationô can be utilized and developed earlier at the visual and 

analytic Levels 1 and 2 respectively (see for example Mudaly & De Villiers, 2000; De 

Villiers, 2004). Can more explanatory visual-dissection proofs and arguments by 

symmetry (line, rotational, point) be developed and understood earlier by children? 

Lastly, it seems one of the major outstanding research problems on the Van Hiele theory 

is the issue of hierarchical thinking (class inclusions). Is partition thinking the 

consequence of traditional geometry teaching strategies, and could hierarchical thinking 

be developed earlier at Van Hiele levels 1 and 2 through various strategies and using 

tools such as dynamic geometry software?  
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Resumen: La enseñanza a estudiantes con talento matemático en los grupos ordinarios 

de clase presenta varios retos para los profesores, tanto en Educación Primaria como en 

Educación Secundaria. El principal de ellos es cómo organizar la enseñanza para 

atender las necesidades específicas de estos estudiantes. Las diversas áreas de las 

matemáticas escolares (aritmética, geometría, álgebra, etc.) son contextos en los que los 

estudiantes pueden desarrollar diferentes capacidades matemáticas. La geometría es 

adecuada para desarrollar las capacidades de generalización y visualización, entre otras. 

En este contexto, presento resultados de investigaciones llevadas a cabo para diseñar, 

experimentar y evaluar problemas de geometría que ayuden a descubrir y entender 

contenidos geométricos o a desarrollar las capacidades mencionadas antes y que sean 

adecuados para todos los estudiantes de la clase pero que sean también cognitivamente 

exigentes para los estudiantes con talento matemático. Describiré los marcos teóricos 

que nos permiten evaluar las respuestas de los estudiantes, las estrategias de diseño de 

este tipo particular de problemas y algunos resultados de investigaciones experimentales 

que estamos desarrollando en mi grupo de investigación. 

Palabras clave: actividades matemáticas ricas, demanda cognitiva, generalización en 

geometría, talento matemático, visualización. 

 

 

Introducción 

Los sistemas educativos de numerosos países, entre ellos España, identifican a un 

estudiante como superdotado cuando obtiene al menos 130 puntos en un test 

estandarizado de cociente intelectual (CI). Pero también hay estudiantes que no llegan a 

obtener un CI de 130 puntos pero destacan en un área específica, por ejemplo las 

matemáticas. En español, se les suele denominar estudiantes con altas capacidades 

matemáticas o con talento matemático. Voy a utilizar ambos términos como 

equivalentes para referirme, en el contexto escolar, a los estudiantes que poseen un 

razonamiento matemático claramente superior al de los estudiantes ordinarios de su 

edad o grado escolar. En relación con el término talento matemático, quiero resaltar que 

todos los estudiantes tienen talento matemático, mayor o menor, si bien lo utilizaré, 
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como se hace en la literatura de didáctica de las matemáticas, para referirme a los 

estudiantes cuyo talento matemático es notablemente elevado en relación con el de sus 

compañeros. 

La investigación didáctica nos ofrece descripciones de características diferenciadoras de 

los estudiantes con talento matemático respecto de sus compañeros (Greenes, 1981; 

Krutetskii, 1976; Miller, 1990; Ramírez, 2012). Algunas de estas características, 

relacionadas con los objetivos de este texto, son la facilidad para identificar patrones y 

relaciones matemáticas, la capacidad de generalización y de transferencia de 

conocimientos, la habilidad para desarrollar razonamiento abstracto, la habilidad para 

resolver problemas de manera flexible, creativa y original y, por supuesto, el gusto por 

resolver problemas que les supongan un reto. 

La enseñanza de la geometría tiene algunas características diferenciadoras respecto de 

otras áreas de las matemáticas. Una de ellas está relacionada con el uso de 

representaciones visuales de los conceptos, propiedades y relaciones geométricos, en 

forma de objetos manipulables, figuras impresas o representaciones en ordenadores; 

esto hace que la capacidad de visualización sea una herramienta necesaria para la 

comprensión y el aprendizaje de conceptos y relaciones así como para la resolución de 

problemas geométricos. Otra característica diferenciadora es que la geometría sigue 

siendo el principal contexto matemático escolar para aprender a generalizar y demostrar. 

La investigación didáctica ha prestado también atención a la relación entre capacidad de 

visualización y talento matemático, pudiendo observarse que diferentes autores han 

presentado resultados discrepantes. Krutetskii (1976), al describir los estilos de 

pensamiento matemático analítico, visual o geométrico y armónico y observar los 

estilos preferidos por los estudiantes con talento matemático, llegó a la conclusión de 

que estos estudiantes eran mayoritariamente de los tipos analítico y armónico. Presmeg 

(1986a) analizó los datos de Krutetskii y los resultados de sus propios experimentos 

(estudiantes de últimos grados de Educación Secundaria) para explicar por qué los 

estudiantes con talento matemático casi nunca eran visualizadores. 

Otros estudios han obtenido resultados contrarios: Van Garderen (2006) observó (en 

estudiantes de 6.º grado y de Educación Secundaria elemental) que los estudiantes con 

talento matemático utilizaban la visualización con más frecuencia, y en formas más 

sofisticadas, que los otros estudiantes al resolver problemas, si bien las diferencias con 

los estudiantes medios no resultaron estadísticamente significativas. Análogamente, 

Escrivá (2016) planteó a estudiantes de 6.º grado de Primaria problemas que requieren 

el uso intensivo de la visualización y observó que todos los estudiantes cuyos resultados 

en la resolución de estos problemas mostraban su alta capacidad de visualización se 

encontraban entre los que obtenían mejores calificaciones en matemáticas, si bien otros 

estudiantes que también obtenían las mejores calificaciones mostraron una capacidad 

media en el uso de la visualización y dificultades para resolver algunos problemas. 

Diezmann y Watters (2000) afirmaron que existen muchos ejemplos de matemáticos 

destacados que poseen una alta capacidad de visualización y que han logrado avances 

importantes en las matemáticas gracias a esta capacidad. Por lo tanto, una buena 

capacidad de visualización puede ser un rasgo del talento matemático. 

Presmeg (1986a) señaló que un objetivo importante de investigación didáctica debía ser 

el diseño de instrumentos adecuados para evaluar la capacidad de visualización de los 

estudiantes. En esta línea, el estudio de Webb, Lubinski y Benbow (2007) llegó a la 

conclusión de que es necesario incluir el uso de visualización entre los criterios para 

identificar a estudiantes con talento matemático, cosa que hicieron Rojas, Jiménez y 
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Mora (2009) y Escrivá (2016) al tratar de identificar características del talento 

matemático observando las respuestas de estudiantes a problemas de visualización. 

El análisis de las publicaciones que tratan la relación entre visualización y talento 

matemático parece mostrar que la cantidad de estudiantes con talento matemático que 

prefieren usar el razonamiento analítico aumenta al pasar de Primaria a Secundaria 

elemental, a Secundaria superior y a la universidad. Un motivo sugerido por estas 

publicaciones es la creciente exigencia por los profesores de respuestas abstractas y 

formales (por tanto, de tipo analítico), si bien Stylianou (2001) sugirió que esta 

tendencia a rechazar el razonamiento visual estaba modificándose, incluso en la 

universidad. 

En este texto me centraré en presentar investigaciones1 que estamos desarrollando en la 

Universidad de Valencia sobre el aprendizaje por estudiantes con talento matemático de 

Primaria y ESO de contenidos geométricos escolares y de las capacidades de 

generalización y visualización. Presentaré casos de diseño de actividades escolares 

adecuadas para la enseñanza a grupos completos de clase, que incluyen tanto a 

estudiantes ordinarios como a estudiantes con talento matemático, y de respuestas a 

dichas actividades de estudiantes con talento matemático. También presentaré los 

marcos teóricos utilizados en esas investigaciones. 

 

Marcos teóricos 

Es muy frecuente que los estudiantes con talento matemático tengan dificultades en las 

clases ordinarias de matemáticas porque les resultan repetitivas (ellos no necesitan 

practicar tanto como sus compañeros para entender un concepto o aprender un 

algoritmo) y sin interés (los problemas que los profesores plantean al grupo les resultan 

muy fáciles). Una metodología de enseñanza adecuada para el conjunto de estudiantes 

de una clase ordinaria, en la que hay estudiantes con dificultades de aprendizaje, medios 

y con talento matemático, se basa en las actividades matemáticas ricas (Piggott, 2011). 

Se trata de actividades que plantean una secuencia de cuestiones o problemas 

relacionados con determinados contenidos matemáticos (conceptos, propiedades, 

relaciones, etc.) objeto de estudio, de manera que las primeras cuestiones son muy 

sencillas, para que todos los estudiantes de la clase puedan resolverlas, y las siguientes 

cuestiones van aumentando su complejidad y profundizando en los contenidos que se 

están estudiando. Este aumento en la complejidad permite que los estudiantes con 

diferentes grados de talento matemático avancen en la resolución de las cuestiones y 

encuentren otras cuya resolución les resulte interesante y motivadora. 

Un problema al que se enfrentan los profesores de matemáticas y los investigadores en 

didáctica de las matemáticas es valorar correctamente la complejidad de las cuestiones o 

problemas que forman una actividad matemática rica. Esta complejidad se puede hacer 

operativa mediante el concepto de demanda cognitiva, definido como ñel tipo y nivel de 

pensamiento requerido de los estudiantes para poder abordar la tarea y resolverla con 

®xitoò (Stein, Smith, Henningsen, Silver, 2009, p. 1). Smith y Stein (1998) 

caracterizaron cuatro niveles de demanda cognitiva que permiten categorizar la 

complejidad del razonamiento matemático necesario para que un estudiante resuelva 

correctamente un problema. Las características de las respuestas correspondientes a los 

                                                 
1 Las investigaciones presentadas son parte de las actividades de los proyectos de investigación I+D+i 

EDU2015-69731-R (MINECO/FEDER) y GVPROMETEO2016-143 (Generalitat Valenciana). 
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niveles de demanda cognitiva son las siguientes: 

Memorización: solo necesitan repetir unos datos, fórmulas o definiciones memorizados 

o tomados directamente del enunciado del problema. 

Algoritmos sin conexiones: consisten en aplicar rutinariamente un algoritmo ya 

conocido o en seguir unas instrucciones sencillas presentadas en el enunciado del 

problema. Esta forma de resolución no necesita que los estudiantes comprendan los 

contenidos matemáticos objeto de estudio que están implícitos en el problema. 

Algoritmos con conexiones: se basan en aplicar un algoritmo complejo, es decir que no 

se puede aplicar rutinariamente, sino que obliga a los estudiantes a decidir cómo 

avanzar, pues el proceso de resolución no es evidente y tiene momentos de ambigüedad. 

Para ello, es necesario que los estudiantes hayan descubierto y comprendido los 

contenidos matemáticos implícitos en el problema y que vean cómo utilizarlos durante 

la resolución. 

Haciendo matemáticas: respuestas en las que los estudiantes realizan razonamiento 

complejo y creativo. Estos problemas no pueden resolverse mediante un algoritmo y 

requieren razonamiento abstracto; además, sus enunciados no dan pistas sobre cómo 

resolverlos. Los estudiantes deben tener una buena comprensión de los contenidos 

matemáticos implícitos en el problema para hacer un correcto uso de ellos y elegir 

estrategias de resolución útiles. 

Los niveles de demanda cognitiva permiten analizar los enunciados de los problemas 

(en particular de las actividades matemáticas ricas) para decidir si están correctamente 

organizados y si son adecuados para los estudiantes que van a resolverlos. También son 

útiles para analizar respuestas reales de los estudiante a un problema, lo cual nos ayuda, 

en nuestras investigaciones, a diferenciar a estudiantes con más o menos talento 

matemático (Benedicto, 2013; Benedicto, Jaime, Gutiérrez, 2015). 

De acuerdo con Gutiérrez (1996), podemos distinguir tres componentes de la actividad 

de visualización en matemáticas: Las imágenes mentales, que son el elemento básico 

alrededor del cual tiene lugar la actividad de visualización. Los procesos de creación de 

imágenes mentales y de análisis de esas imágenes para la generación de nuevas 

imágenes, de otro tipo de información (por ejemplo, representaciones externas) o para la 

toma de decisiones. Las habilidades de visualización necesarias para poder realizar con 

eficacia los procesos de visualización y resolver con éxito los problemas matemáticos 

planteados. 

En nuestras investigaciones actuales, nos centramos en la identificación de las imágenes 

mentales y las habilidades de visualización empleadas por los estudiantes con talento 

matemático para resolver problemas con fuerte carga visual, en particular problemas de 

geometría 3d. Para el análisis de las imágenes mentales tomamos como referencia los 

tipos de imágenes descritos por Presmeg (1986b): 

¶ Imágenes pictóricas concretas: son imágenes figurativas realistas, como 

fotografías en la mente. 

¶ Imágenes de patrones: representan de una forma visual relaciones matemáticas 

abstractas. 

¶ Imágenes de fórmulas: reproducen una definición, fórmula, enunciado de un 

teorema, etc. tal como aparece en un libro, en la pizarra, en las notas del estudiante, 

etc. 

¶ Imágenes cinéticas: son imágenes mentales que van acompañadas por 

movimiento de partes del cuerpo (cabeza, manos, etc.) como ayuda para crearlas, 
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analizarlas o comunicarlas. 

¶ Imágenes dinámicas: son imágenes en movimiento. A diferencia del tipo 

anterior, en estas el movimiento es mental, pues está en las propias imágenes. 

Gutiérrez (1996) recogió descripciones de habilidades de visualización propuestas por 

varios autores y las sintetizó en las siguientes habilidades: 

¶ La habilidad de identificación visual es necesaria para aislar una figura del fondo 

complejo en el que se encuentra. 

¶ La habilidad de conservación de la percepción ayuda a reconocer que las 

características geométricas de un objeto (real o imagen mental) percibidas 

visualmente se mantienen inalteradas aunque ese objeto cambie de posición o se 

oculte. 

¶ La habilidad de rotación mental es necesaria para visualizar configuraciones en 

movimiento o para generar y analizar imágenes dinámicas. 

¶ La habilidad de identificación de posiciones en el espacio ayuda a reconocer 

características de un objeto en relación con su posición respecto del observador o de 

otro objeto fijo. 

¶ La habilidad de identificación de relaciones espaciales es necesaria para 

identificar relaciones internas entre dos objetos, o entre dos partes del mismo objeto, 

que se mantienen invariantes aunque el observador cambie de posición. 

¶ La habilidad de discriminación visual ayuda a identificar semejanzas y 

diferencias entre dos o más objetos. 

Otra parte interesante al observar la actividad de los estudiantes es identificar sus estilos 

de pensamiento (analítico, visual y armónico). Eligiendo con cuidado los problemas que 

se plantean, es posible obtener respuestas de diferentes estudiantes al mismo problema 

que muestran los tipos analítico y visual. De acuerdo con Krutetskii (1976): 

¶ El pensamiento analítico se caracteriza por tener muy desarrollado el 

razonamiento lógico-verbal y poco desarrollado el razonamiento pictórico-visual. 

¶ El pensamiento visual o geométrico se caracteriza por tener más desarrollado el 

razonamiento pictórico-visual que el razonamiento lógico-verbal. 

¶ El pensamiento armónico se caracteriza por tener bien desarrollados ambos tipos 

de razonamiento, usando uno u otro según el problema que se resuelva, pero con 

predominio del razonamiento lógico-verbal. 

 

Investigación sobre aprendizaje de contenidos geométricos escolares 

La enseñanza de la geometría en grupos que incluyen estudiantes con altas capacidades 

matemáticas puede hacerse en un contexto de aprendizaje por descubrimiento mediante 

el planteamiento de actividades matemáticas ricas. En nuestras investigaciones, nos 

centramos en diseñar y experimentar este tipo de actividades basadas en contenidos 

ordinarios, de manera que, además de enseñar los contenidos ordinarios de los libros de 

texto, permiten a los estudiantes con más talento matemático profundizar o ampliar el 

estudio del tema mientras los estudiantes medios trabajan en los contenidos curriculares 

ordinarios, los que tienen más talento matemático pueden lograr una comprensión más 

profunda. Analizaré una actividad diseñada para enseñar el valor de la suma de los 

ángulos de un polígono en 5.º de Primaria. 

Los contenidos ordinarios del libro de texto que se usaba en el colegio donde hicimos 

este experimento presentan el concepto de ángulo interior de un polígono y calculan la 
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suma de los ángulos interiores de triángulos y cuadriláteros. La actividad rica que 

diseñamos para enseñar estos contenidos incluyó, además, una aproximación a la 

demostración deductiva de la suma de los ángulos del triángulo, la enseñanza de la 

suma de los ángulos interiores de otros polígonos convexos con más lados y la 

obtención de la fórmula general de la suma de los ángulos interiores de un n-gono, 

mediante un proceso empírico de generalización. Las Tablas 1 y 2 presentan una síntesis 

de la actividad (que siempre pide justificar las respuestas) y el análisis de la demanda 

cognitiva requerida para la resolución de sus apartados. Benedicto (2013) ofrece una 

descripción más detallada de la actividad y un análisis completo. 

La primera parte de esta actividad (Tabla 1) va presentando diferentes formas de 

verificar empíricamente que los ángulos de un triángulo suman 180º. El objetivo es 

acercar las formas de verificación empírica a la demostración deductiva típica (apartado 

6), lo cual supone aumentar la complejidad del razonamiento que deben realizar los 

estudiantes para resolver correctamente la actividad, es decir, del nivel de demanda 

cognitiva de los apartados. 

 

Tabla 1. Suma de los ángulos interiores de un triángulo en 5.º de Primaria (Benedicto, 2013) 

Enunciado Demanda cognitiva 

1. ¿Cuánto suman los ángulos interiores de un triángulo? 

Compruébalo en varios triángulos. ¿Se cumple para todos 

los triángulos? Justifica tu respuesta. 

Memorización si el estudiante 

conoce la respuesta. Algoritmos sin 

conexiones si el estudiante no 

conoce la respuesta: dibuja varios 

triángulos, mide los ángulos y los 

suma. 

2. ¿Cuánto suman 

los ángulos del 

triángulo? ¿Se 

cumple para todos 

los triángulos? 

Prueba con diversos 

triángulos.  

Algoritmos sin conexiones: el 

estudiante arrastra los vértices y 

observa que la suma de los ángulos 

siempre vale 180º. No necesita ser 

consciente de las relaciones 

implícitas entre los ángulos. 

3. Observa el punto donde se ven los 

tres ángulos interiores del triángulo 

juntos. ¿Cuánto suman los tres 

ángulos? 

Algoritmos con conexiones: el 

estudiante manipula el ordenador 

para relacionar la suma de los 

ángulos con el ángulo llano. En sus 

respuestas a ambos apartados, debe 

usar esa relación. 
4. Copiamos los tres 

ángulos del triángulo, de 

manera que sean 

consecutivos. ¿Cuánto vale 

su suma? Prueba con 

distintos triángulos. 
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Enunciado Demanda cognitiva 

5. Trazamos una recta 

paralela a un lado. 

¿Cuánto suman los tres 

ángulos que tienen el 

vértice común? 

¿Cuánto suman los 

ángulos de un 

triángulo? 

Algoritmos con conexiones: el 

estudiante debe relacionar la suma 

de los ángulos con el ángulo llano y 

con los ángulos alternos internos. 

En su respuesta debe usar esas 

relaciones. 

6.  Explica, con la 

ayuda de las figuras 

y del apartado 5, 

pero sin usar el 

transportador, por 

qué la suma de los ángulos de un triángulo es 180°. 

Algoritmos con conexiones: el 

estudiante se basa en la respuesta 5, 

para generalizarla, para lo cual 

necesita entender las relaciones 

matemáticas descubiertas 

empíricamente. 

 

La segunda parte de la actividad (Tabla 2) plantea la extensión a la suma de los ángulos 

de cualquier polígono, basándose en la triangulación de los polígonos mediante sus 

diagonales desde un vértice. El objetivo es transformar los experimentos empíricos con 

polígonos de pocos lados en argumentos abstractos verbalizados para el polígono de 20 

lados y algebrizados para el de n lados. Aquí también hay un aumento de la complejidad 

del razonamiento necesario para dar respuestas correctas al pasar al apartado 9b. 

 

Tabla 2. Suma de los ángulos interiores de un polígono convexo en 5.º de Primaria 

(Benedicto, 2013) 

Enunciado Demanda cognitiva 

7. Traza una diagonal en un cuadrilátero. ¿En cuántos 

triángulos queda dividido? ¿Cuánto suman los ángulos de un 

cuadrilátero? 

Algoritmos sin conexiones: el 

estudiante sigue las instrucciones 

del enunciado y utiliza el 

resultado aprendido en la 

primera parte de la actividad. No 

necesita ser consciente de la 

relación implícita entre la suma 

de los ángulos y la cantidad de 

triángulos. 

8. Traza las diagonales desde un solo vértice de un 

pentágono. ¿En cuántos triángulos queda dividido? ¿Cuánto 

vale la suma de los ángulos de un pentágono? 
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Enunciado Demanda cognitiva 

9. a) Observa los polígonos en 

el ordenador. Completa la tabla 

calculando la suma de los 

ángulos de cada polígono. 

 

 

 
b) ¿En cuántos triángulos se puede dividir un polígono de 20 

lados trazando las diagonales desde un vértice? ¿Cuánto 

vale la suma de sus ángulos interiores? 

c) ¿En cuántos triángulos se puede dividir un polígono 

general de n lados trazando las diagonales desde un vértice? 

¿Cuánto vale la suma de sus ángulos? 

a) Algoritmos sin conexiones: 

hasta el heptágono, el estudiante 

sólo necesita contar los 

triángulos y usar el resultado 

aprendido en los apartados 

anteriores. No necesita ser 

consciente de la relación 

implícita entre la suma de 

ángulos y la cantidad de 

triángulos. 

b) Algoritmos con conexiones: 

para generalizar la relación 

empírica anterior al caso 20, el 

estudiante necesita aplicar la 

relación entre el número de lados 

del polígono y la suma de sus 

ángulos, pero puede prescindir 

de la relación con el número de 

triángulos. 

c) Haciendo matemáticas: el 

enunciado no sugiere cómo 

hacer la generalización 

algebraica ni cómo justificarla. 

El estudiante necesita entender 

la triple relación entre el número 

de lados del polígono, la 

cantidad de triángulos y la suma 

de los ángulos del polígono. El 

estudiante debe mostrar su 

creatividad y capacidad de 

abstracción. 

 

Algunos profesores españoles plantean en los primeros grados de ESO actividades 

similares a esta, cuando sus alumnos ya tienen capacidad de generalización y manejan el 

lenguaje algebraico. La particularidad de nuestro experimento es que la actividad se 

plantea en Primaria, cuando los estudiantes ordinarios todavía no pueden hacer más que 

verificaciones empíricas. En los últimos grados de Primaria, todos los estudiantes 

pueden responder correctamente los apartados 1, 2, 7 y 8; la mayoría de estudiantes 

pueden responder también los apartados 3, 4 y la primera parte de la tabla de 9a; sólo 

los estudiantes con talento matemático de estos cursos estarán en condiciones de 

abordar con éxito los apartados 5, 6. Por tanto, esta actividad permite a los estudiantes 

ordinarios aprender los contenidos estándar del grado y a los estudiantes con talento 

matemático, algunos de los cuales ya utilizan el lenguaje algebraico elemental, 

profundizar o ampliar sus conocimientos y empezar a tomar contacto con los 

argumentos lógicos y con la demostración matemática. Así, todo el grupo de estudiantes 

resuelve la misma tarea pero los estudiantes con altas capacidades matemáticas pueden 

llegar más lejos. 
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Investigación sobre desarrollo de la capacidad de visualización 

La geometría 3d es el área de las matemáticas escolares que más necesita de la 

capacidad de visualización. Por el mismo motivo, es un contexto muy útil para plantear 

actividades que ayuden a los estudiantes a mejorar su uso de las diferentes habilidades 

de visualización mencionadas en la sección de Marcos Teóricos, como las usadas por 

Escrivá (2016) que, en estos momentos, estamos desarrollando para experimentar desde 

1º hasta 6º de Primaria. El objetivo de nuestra investigación es recoger datos para 

definir una trayectoria hipotética de aprendizaje (Simon, 2004) durante Primaria que: i) 

muestre diferencias entre los sucesivos grados y ii) muestre diferencias entre estudiantes 

con talento matemático y sus compañeros ordinarios. Las actividades de estos 

experimentos se basan en cubos reales, dibujados en papel y en el ordenador, para 

realizar manipulaciones de desarrollos planos, giros y secciones (Figuras 1 a 3). 

Los diferentes tipos de actividades inducen al uso de ciertas habilidades de visualización 

y también permiten aplicar los pensamientos analítico y visual. Así, para resolver 

correctamente la actividad de la Figura 1, es necesario coordinar las figuras colocadas 

en varios desarrollos. Un estudiante visualizador lo hace imaginando un desarrollo 

cerrado formando el cubo, viendo mentalmente las posiciones de figuras que están 

juntas (p. ej., al cerrar el segundo desarrollo, la ballena mira a la cabeza de gato) y 

llevando esa relación a otro desarrollo (el primero). Un estudiante analítico prefiere 

resolver la actividad buscando una relación interna entre dos figuras de un desarrollo (p. 

ej., la tortuga está sobre la ballena y miran hacia el mismo lado) para llevarla a otro 

desarrollo. 

Los tres desarrollos son del mismo cubo. Coloca las figuras que faltan, prestando 

atención a la posición de cada figura en su cara. 

    

Figura 1. Actividad de desarrollos (Escrivà, 2016) 

En cuanto a la actividad de la Figura 2, hemos identificado como más frecuentes una 

estrategia analítica consistente en emparejar dos caras (p. ej., el pato y la mariposa) y 

girarlas juntas y una estrategia visualizadora consistente en girar una cara (p. ej., el 

payaso del tercer cubo a la posición del payaso del cuarto cubo) y después hacer el 

mismo giro en otra cara (p. j., la rana; esto permite concluir que los cubos tercero y 

cuarto no son iguales). 
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Debajo ves fotos de varios cubos, pero se han mezclado. ¿Cuáles pertenecen al mismo 

cubo? 

     

Figura 2. Actividad de giros (Escrivà, 2016) 

Para resolver actividades de secciones como la de la Figura 3, es necesario poner en 

juego la habilidad de conservación de la percepción, ya que el cambio de posición del 

cubo hace que varíe la forma percibida de la sección. En estas actividades, los 

estudiantes también necesitan utilizar la habilidad de identificación visual, para poder 

aislar el polígono de la sección y para poder diferenciar, en los dibujos de cubos, entre 

las aristas del frente y las del fondo, pues con frecuencia los estudiantes con menos 

habilidad visual confunden unas con otras, lo cual les lleva a dar respuestas erróneas. 

Un resultado de nuestros experimentos de enseñanza es que las habilidades de 

conservación de la percepción y de identificación visual parecen estar relacionadas ya 

que, cuando los estudiantes utilizaban eficazmente la habilidad de identificación visual 

(eran capaces de identificar sin error el polígono de la sección), también lo hacían con la 

habilidad de conservación de la percepción (eran conscientes de que el polígono de la 

sección no cambia de forma aunque se le vea variar al girar el cubo en la pantalla del 

ordenador). Sin embargo, la relación inversa no tiene por qué darse, pues había también 

estudiantes que mostraban un buen uso de la habilidad de conservación de la percepción 

pero tenían dificultades con la de identificación visual (no sabían identificar las aristas 

del cubo o de la sección). 

Mira la sección marcada en el cubo. Dibújala en el cubo de la ficha. Después, dibuja la 

forma que puede tener la sección. 

 CUBO REAL  SECCIÓN FORMA DE LA SECCIÓN  

    

 

Figura 3. Actividad de secciones (Escrivà, 2016) 

 

Para utilizar con éxito las diferentes estrategias de resolución de problemas vistas en los 

párrafos anteriores, es necesario emplear diversas habilidades de visualización. La Tabla 

3 muestra que las habilidades más necesarias, por ser las usadas con más frecuencia en 

los tipos de actividades descritas en este texto, son las de identificación de posiciones en 
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el espacio y de relaciones espaciales. 

 

Tabla 3. Habilidades de visualización más usadas en cada tipo de actividades 

 

Identificación 

visual 

Conserv. 

de la 

percepción 

Rotación 

mental 

Identif. de 

posic. en el 

espacio 

Identif. de 

relaciones 

espaciales 

Discriminación 

visual 

Desarrollos    X X X 

Giros  X X X X  

Secciones X X  X X X 

 

Conclusiones 

En este texto he presentado algunas propuestas metodológicas para la enseñanza de la 

geometría en clases ordinarias de Primaria cuyos estudiantes tienen una diversidad de 

intereses y capacidades matemáticas y entre los que hay estudiantes de talento 

matemático. Esta diversidad de estudiantes supone un reto para los profesores que 

quieren organizar una enseñanza personalizada que procure llevar a cada estudiante lo 

más lejos posible en su aprendizaje de las matemáticas. He presentado una propuesta 

metodológica basada en las actividades matemáticas ricas, formadas por una secuencia 

de problemas cada vez más complejos cuyo objetivo es permitir a todos los estudiantes 

del grupo trabajar en la resolución de los mismos problemas y avanzar en el estudio de 

los contenidos matemáticos tanto como puedan. 

Para poder valorar la validez y calidad de las actividades matemáticas ricas, disponemos 

del modelo de los niveles de demanda cognitiva, que permite evaluar la complejidad del 

razonamiento matemático necesario para resolver correctamente un problema. He 

mostrado la aplicación de este modelo a una actividad rica de geometría plana que, en el 

contexto de 5º grado de Primaria, permite a los estudiantes con más dificultades 

descubrir los conocimientos básicos sobre la suma de los ángulos de los polígonos 

convexos mientras que los estudiantes con más talento matemático pueden avanzar 

hasta el descubrimiento de la relación general para un n-gono e incluso adentrarse en la 

exploración de los polígonos cóncavos. 

El uso competente de la visualización es una ventaja, con frecuencia una necesidad, en 

el estudio de las matemáticas y, en especial, de la geometría. El desarrollo de esta 

capacidad es muy importante para el aprendizaje de la geometría espacial y, al mismo 

tiempo, la geometría espacial es un contexto muy adecuado para practicar y mejorar en 

el uso de la visualización. En este texto he presentado un modelo clásico de descripción 

de la actividad de visualización centrado en las relaciones entre procesos, imágenes y 

habilidades de visualización cuando estos intervienen en la resolución de problemas. La 

fusión de este modelo con los tipos de razonamiento matemático de Krutetskii 

constituye un marco teórico útil para organizar actividades para los estudiantes y para 

analizar y evaluar sus resoluciones. 
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Apoyado en este marco, he presentado ejemplos de actividades de geometría 3d y he 

analizado respuestas de estudiantes, algunos de ellos con altas capacidades matemáticas, 

que han participado en investigaciones experimentales llevadas a cabo por mi grupo de 

investigación. 
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Ensino e Aprendizagem em Geometria 
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A importância da geometria 

A geometria surgiu como uma atividade essencialmente prática, mas logo se alargou ao 

plano social, religioso e económico das primeiras civilizações, tornando-se 

presentemente um dos ramos da matemática mais bem estabelecidos e importantes, 

desde a robótica ao cinema, da cristalografia à arquitetura, da neurociência à própria 

natureza do universo. Na cultura ocidental, a geometria tem um lugar central em 

educação matemática. Um dos principais sucessos da geometria clássica deve-se a 

Euclides, ao apresentar o conhecimento geométrico dos gregos antigos sistematizado, 

indo mais longe do que um mero rol de factos conhecidos, e partindo de um conjunto de 

definições e proposições (axiomas) que através de dedução lógica permitem estabelecer 

uma série de resultados na forma de teoremas. Esta tem, até aos dias de hoje, constituído 

a base de grande parte da geometria ensinada nas escolas, permitindo desenvolver o 

sentido espacial dos estudantes, a intuição e a visualização, dando-lhes ferramentas 

intelectuais para resolver problemas práticos (JMC, 2001).  

Quer no desenvolvimento da matemática nas antigas civilizações quer no 

desenvolvimento intelectual do ser humano, as propriedades espaciais e geométricas do 

meio físico foram as primeiras ideias matemáticas a surgir. No início da escolaridade as 

crianças já possuem muitos conceitos rudimentares de forma e espaço que constituem a 

base do conhecimento geométrico e do raciocínio espacial que deve ser desenvolvido ao 

longo dos anos. A geometria não só constitui um meio de descrever, analisar e 

compreender estruturas no mundo à nossa volta, mas também proporciona uma 

experiência matemática que complementa e apoia o estudo de outros temas como o 

número e a medida. Assim, a geometria oferece ferramentas poderosas para representar 

e resolver problemas em todas as áreas da matemática, noutras disciplinas escolares e 

em aplicações quotidianas não sendo deste modo de admirar que ocupe um lugar central 

em matemática e em todo o currículo escolar (NCTM, 2012). 

Mais do que tudo, a geometria é parte integrante da nossa experiência cultural e de 

vários aspetos da vida, tocando a nossa sensibilidade visual, estética e intuitiva. Lida 
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com problemas atraentes, interessantes e surpreendentes que apelam a uma forte 

capacidade visual, o que permite a crianças e adultos ter prazer na criação de desenhos e 

padrões que exibem elementos geométricos. Como resultado, pode ser um tópico que 

capta o interesse dos alunos, sobretudo aqueles para quem outras áreas da matemática 

são fonte para descontentamento, desinteresse e falhas em vez de excitação e 

criatividade, e nesse sentido pode conduzir a que mais alunos tenham sucesso em 

matemática (Jones, 2002). Deste modo parece que, em consequência, a geometria 

deveria ser um dos ramos da matemática mais fáceis de ensinar e aprender, mas não é o 

que se verifica genericamente. Há um conjunto considerável de trabalhos de 

investigação teóricos e empíricos sobre o ensino e aprendizagem da geometria (e.g. 

Duval, 1998; Jones & Mooney, 2003) que nos permitem avançar com algumas possíveis 

respostas. O problema pode dever-se a uma forte ênfase na linguagem descritiva e 

definições, mesmo que relativamente informais, em detrimento da resolução de 

problemas geométricos, o que pode resultar para o aluno numa progressão limitada em 

geometria durante os seus estudos escolares (Clements, 2003; Jones & Mooney, 2003). 

Por outro lado, como refere Del Grande (1990), a geometria tem sido difícil para os 

alunos devido à ênfase nos aspetos dedutivos e à negligência das capacidades espaciais 

subjacentes adquiridas durante as atividades de manipulação, que são pré-requisitos 

necessários para obter uma compreensão e domínio dos conceitos geométricos 

posteriores. Outra das dificuldades menos óbvias no ensino de geometria reside nas 

abstrações que fazemos ï ilustramos objetos geométricos (por exemplo um eixo de 

reflexão) através de desenhos e diagramas, mas nenhum dos objetos pode ser visível, 

exceto no nosso ñolho mentalò. Estes aspetos tendem a tornar a geometria um tema 

exigente para ensinar, de modo a apresentar o conteúdo aos alunos de uma forma 

estimulante e envolvente, que leve à compreensão, o que implica que deve ser feita uma 

escolha criteriosa sobre o que incluir no currículo e como o desenvolver (Watson, Jones 

& Pratt, 2013).  

 

Ideias-chave no ensino e na aprendizagem da geometria 

Uma definição mais recente de geometria é a atribuída ao matemático Christopher 

Zeeman: ñA geometria compreende os ramos da matemática que exploram a intuição 

visual (o mais dominante dos nossos sentidos) para evocar teoremas, compreender uma 

prova, inspirar conjeturas, perceber a realidade e ter uma visão globalò (Royal Society / 

JMC, 2001, p.12). Esta definição engloba o que pode ser pensado como a dupla 

natureza da geometria, na medida em que salienta, por um lado, uma das suas 

componentes mais práticas e relacionadas com a realidade, e por outro, uma área 

importante da teoria matemática. Isto significa, também, que a geometria pode ser vista 

ao nosso redor, sendo amplamente utilizada em arte, design, arquitetura, engenharia, 

etc.; mas, por outro lado, é um campo teórico que permite que geómetras e outros 

matemáticos, juntamente com cosmólogos e outros cientistas, trabalhem com objetos 

hipotéticos no espaço n-dimensional, usando, entre outras coisas, técnicas de 

visualização matemática com computadores potentes (Watson et al., 2013). 

O estudo da geometria contribui para ajudar os alunos a desenvolver as capacidades de 

visualização, pensamento crítico, intuição, perspetiva, resolução de problemas, 

conjeturas, raciocínio dedutivo, argumentação e prova. As representações geométricas 

podem ser usadas para ajudar os alunos a entender outras áreas da matemática: frações e 

multiplicação em aritmética, as relações entre os gráficos de funções e representações 

gráficas de dados em estatística.  
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Um aspeto que não pode ser esquecido presentemente é que o rápido avanço da 

tecnologia significa que os cidadãos agora e no futuro irão interagir com uma enorme 

variedade de formas e imagens exibidas em ecrã. Estas podem ser exigências ao nível 

do trabalho, ou apenas associadas ao lazer. Por conseguinte, a geometria tem um papel a 

desempenhar no desenvolvimento da cidadania, permitindo que os alunos interpretem, 

manipulem, controlem e criem essas imagens. O potencial das TIC constitui um apoio 

no ensino e a aprendizagem da geometria oferecendo boas oportunidades para 

desenvolver o raciocínio geométrico, desde a linguagem de programação (e.g. Logo; 

Scratch) às aplicações de geometria dinâmica (e.g. Cabri, Cinderela, Geogebra, 

Geometerôs Sketchpad) que introduziram novos potenciais na sala de aula (Watson et 

al., 2013). Em particular as imagens visuais, sobretudo as que podem ser manipuladas 

no ecrã do computador, convidam os alunos a observar para fazer conjeturas e 

generalizações.  

Nesta sequência, torna-se importante definir alguns conceitos básicos. De acordo com 

Zimmermann e Cunningham (1991) considera-se visualização como o processo de 

formar imagens (mentalmente, com papel e lápis ou com apoio da tecnologia) e usar tais 

imagens eficazmente na descoberta e compreensão matemática. Do mesmo modo, 

considera-se, de acordo com Clements e Battista (1992), o raciocínio espacial como o 

conjunto de processos cognitivos pelos quais as representações mentais dos objetos, 

relações e transformações espaciais são construídas e manipuladas. Embora as 

representações visuais tenham sido subestimadas por várias décadas, houve nos últimos 

tempos um ressurgimento do interesse pela visualização pois pode proporcionar algo 

mais profundo em matemática do que apenas o uso de fórmulas e, assim, contribuir para 

uma visão mais ampla da matemática. A visualização tem sido frequentemente citada 

como um processo na aprendizagem matemática, reconhecida como uma componente 

do raciocínio, profundamente envolvida com a resolução de problemas e até com a 

prova (e.g. Presmeg, 2014; Rivera, 2011; Vale & Pimentel, 2016; Zimmerman & 

Cunningham, 1991). Tanto o raciocínio espacial como a visualização desempenham 

papéis vitais, não apenas na própria geometria e na educação em geometria, mas 

também, de forma mais ampla, em matemática e em educação matemática (Jones, 2001; 

Presmeg, 2014).  

Para ensinar a geometria de forma mais eficaz e dar uma certa coerência às tarefas de 

sala de aula, Jones (2002) sugere que é útil que no ensino se tenham presentes três 

ideias que considera ideias-chave em geometria: 1) Invariância ï Klein revolucionou a 

geometria, ao apresentá-la como o estudo das propriedades de uma configuração que 

são invariantes sob um determinado grupo de transformações. Algumas proposições de 

invariância são, por exemplo, o teorema de Thales; o teorema que estabelece que num 

triângulo a soma dos ângulos internos é 180º. Não é fácil para os alunos detetar 

invariantes. O uso de software de geometria dinâmica pode ser muito útil a este 

respeito; 2) Simetria ï a simetria não é apenas uma ideia-chave em geometria, mas em 

toda a matemática, embora seja na geometria que tem a sua ligação mais óbvia. A 

simetria pode ser pensada como uma transformação de um objeto matemático que deixa 

alguma propriedade invariante. É frequentemente usada para tornar os argumentos mais 

simples e geralmente mais poderosos. Um exemplo na geometria plana é que todas as 

propriedades essenciais de um paralelogramo podem surgir a partir do facto de que um 

paralelogramo tem simetria de meia volta em torno do ponto de interseção das 

diagonais; e 3) Transformação ï a transformação permite aos alunos desenvolver 

conceitos amplos de congruência e semelhança e aplicá-los a todas as figuras. Por 

exemplo, as figuras congruentes estão sempre relacionadas, quer seja por reflexão, por 
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rotação, por translação ou por reflexão deslizante. Estudar transformações pode permitir 

que os alunos percebam que os gráficos do seno e do cosseno são congruentes. E 

também que todas as parábolas são semelhantes porque podem ser mapeadas uma na 

outra. As transformações também desempenham um papel importante na arte de muitas 

culturas através de frisos, pavimentações e rosáceas. 

Abordagens de ensino mais efetivas encorajam os alunos a reconhecer conexões entre 

diferentes formas de representação de ideias geométricas e entre geometria e outras 

áreas da matemática. De facto, como referem vários autores (e.g. NCTM, 2014; 

Stylianou, 2010; Tripathi, 2008), é importante a utilização de múltiplas representações 

de modo flexível na compreensão de conceitos, pois só temos uma imagem holística de 

um conceito quando olhamos para essa ideia a partir de diferentes perspetivas. 

Consequentemente é de grande importância garantir que os professores tenham o 

conhecimento, capacidades e recursos necessários para interpretar os objetivos do 

currículo (Watson et al., 2013). 

Ao planear o ensino e aprendizagem da geometria deve garantir-se nos primeiros anos o 

entusiasmo dos alunos, proporcionando-lhes oportunidades para que investiguem ideias 

espaciais e resolvam problemas da vida real. É importante que os alunos raciocinem e 

argumentem, ao mesmo tempo que desenvolvem e testam conjeturas sobre relações 

geométricas. Os alunos mais novos gostam de argumentar, só precisam é de ser 

ensinados a como argumentar eficazmente. E a geometria oferece muitas oportunidades 

para adquirir experiência com a argumentação e prova matemática (Silver, 2000). 

Progressivamente os alunos devem ser encorajados a usar descrições, conceitos e 

justificações para desenvolver as capacidades de raciocínio e a confiança necessária 

para seguir os diferentes passos de uma linha de raciocínio, para construir uma prova 

geométrica ou para resolver um problema.  

Finalizamos com as palavras de Atiyah (2001): 

(...) a intuição ou a perceção espacial é extremamente poderosa e é por isso que 

a geometria é realmente uma parte tão poderosa da matemática - não só para 

coisas que são obviamente geométricas, mas mesmo para coisas que não são. 

Tentamos colocá-las em forma geométrica porque isso nos permite usar a 

intuição. A intuição é a nossa ferramenta mais poderosa (...) (p. 658). 

 

As comunicações no grupo 

Este grupo constitui-se como um fórum de apresentação e discussão de diferentes 

trabalhos, cinco comunicações orais e quatro pósteres, que se apresentam de seguida, 

realizados sobre o ensino e a aprendizagem da geometria, com uma distribuição 

bastante equilibrada em termos de níveis de ensino. 

As duas comunicações, de Pinheiro, Carreira e Amado e de Jacinto e Carreira, incidindo 

sobre o 3.º ciclo, discutem a importância dos AGD no desenvolvimento da visualização 

e do raciocínio geométrico, e ainda nos modelos conceptuais desenvolvidos durante a 

atividade de resolução e expressão de problemas.  

A comunicação, de Rodrigues e Serrazina, aborda os conhecimentos sobre propriedades 

de figuras mobilizados por alunos do 3.º ano e suas ligações aos níveis de van Hiele. As 

duas comunicações que se seguem dizem respeito ao pré-escolar. A comunicação oral 

de Nunes e Rodrigues relata um estudo que procura compreender o uso da visualização 
























































































































































































































































































































